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第五版序言

———纪念Bohr “伟大的三部曲暠发表一百周年,

暨北京大学物理学科建立一百周年

(一)它山之石,可以攻玉

2013年,迎来了北京大学物理专业建系一百周年纪念.一个偶然,但很愉

快的巧合,同时迎来了 N.Bohr “伟大的三部曲暠(TheGreatTrilogy)栙 发表一

百周年.此文敲开了原子结构量子理论的大门.之后的十几年中,在Bohr思想

的影响下,经一批杰出物理学家的共同努力,使当时还比较后进的欧洲小国丹麦

首都Copenhagen的Bohr研究所,成为世界公认的量子物理学研究中心.在北京

大学建设世界第一流的物理学科院所之际, 《玻尔研究所的早年岁月,1921-
1930》栚 一书所讲述的经验很值得借鉴.“它山之石,可以攻玉暠栛.按照我的理

解,这些宝贵经验是:
(1)科学进步本身有赖于鼓励不同思想的自由交流,也有赖于鼓励不同国家

的科学家提出的各具特色的研究方法的相互切磋与密切合作栚 (p.127).Bohr的

原子结构的量子理论就汇合了当时物理学两支主要潮流.一是以英国人E.Ruth灢
erford和J.J.Thomson为先驱的有关物质结构的实验发现,另一是德国物理学

家 M.Planck和 A.Einstein引导的关于自然规律的理论研究栚 (p.61).表征

Bohr研究所初期特色的不是一张给人深刻印象的庞大的物理学家名单,而是存

在于这个集体中的不寻常的合作精神.不断地讨论和自由交换思想,给每个物理

学家带来了最美好的东西,常常提供了一个能引起决定性突破的灵感或源泉.
Bohr不是一个人孤独地工作,把世界上最活跃的,最有天赋和最有远见的物理

学家集聚在他的周围是他最大力量所在.矩阵力学的奠基人 Heisenberg说过:“

Scienceisrootedinconversation暠栚 (p.134).对量子力学和相对论量子力学做出
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N.Bohr,PhilosophicalMagazine,26 (1913),OntheConstitutionofAtomsandMolecules,1灢25,

471灢502,857灢875.
《玻尔研究所的早年岁月,1921灢1930》,杨福家,卓益忠,曾谨言译, [北京,科学出版社,

1985].译自P.Robertson,TheEarlyYears,TheNielsBohrInstitute,1921—1930.AkademiskForlag,

1979.
《诗经 小雅,鹤鸣》.



了杰出贡献的Dirac在获得 Nobel物理学奖后给Bohr的信中提到:“我感到我所

有最深刻的思想,都受了我和你谈话的巨大而有益的影响,它超过了与其他任何

人的谈话,即使这种影响并不表现在我的著作中,它却支配着我进行研究的一切

打算和计划暠栚 (p.153).Bohr相信,国际合作能在物理学发展中发挥积极的作

用.在20世纪20年代,Bohr研究所已成了培育世界各国物理实验室和研究所的

未来指挥员的一个苗圃栚 (p.155).
(2)相对论与量子力学是20世纪物理学的两个划时代的贡献.A.Einstein

的名字被神话般地在人群中流传,可能是因为相对论主要是由他一人完成.与此

不同,量子力学的建立是如此困难和复杂,不可能由一个人独立完成.在此艰辛

的征途上,闪烁着当时最优秀的一群科学家的名字:M.Planck,A.Einstein,

N.Bohr,W.Heisenberg,W.Pauli,L.deBroglie,E.Schr昳dinger,MBorn,

P.A.M.Dirac等.值得注意的是,他们都是在青年时代 (曑45岁)对量子力

学理论做出了杰出贡献,之后获得 Nobel物理学奖.Bohr研究所的一条重要经

验是:不仅仅要依靠少数科学家的能力和才华,而是要不断吸收相当数量的年轻

人,让他们熟悉科学研究的结果与方法.只有这样,才能在最大程度上不断提出

新问题.新思想就会不断涌进科研工作中栚 (p.32).
(3)进行理论性研究工作,必须每一时刻把理论的这个或那个结果与实验相

比较,然后才能在各种可能性之间做出选择.这种工作方式表现在量子力学理论

体系提出之前,Bohr的原子的电子壳层结构理论对于化学元素周期律的唯象探

索工作中.尔后,Pauli的第4个量子数和不相容原理的提出,也深受其影响.
“Bohr的巨大力量之一在于他总是凭借神奇的直观就能了解物理现象,而不是形

式地从数学上去推导出同样的结果暠栚 (p.116).同样,实验研究工作者必须与理

论研究密切结合,这样可以减少实验工作的盲目性栚 (p.15).实验结果永远是检

验一个自然科学理论正确与否的决定性的判据.

(二)量子论是科学史中经过最准确检验的和最成功的理论

量子论诞生100周年之际,物理学界的主流认为: “量子论是科学史中经过

最准确检验的和最成功的理论暠栜.量子力学理论在微观领域 (原子与分子结构,
原子核结构,粒子物理等),物质的基本属性 (导电性,导热性,磁性等),以及

天体物理,宇宙论等众多宏观领域都取得了令人惊叹的成果.但由于量子力学的

基本原理和概念与人们日常生活经验是如此格格不入,人们对它的疑虑和困惑长
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栜 D.Kleppner& R.Jackiw,Science289 (2000)893;A.Zeilinger,Nature408 (2000)639;M.
Tegmark&J.A.Wheeler,ScientificAmerican284 (2001)68.



期存在.J.A.Wheeler把量子力学原理比作 “Merlinprinciple暠栞.(Merlin是传

说中的一个魔术师,他可以随追逐者而不断变化,让追逐者感到困惑).回忆量子

理论的一百多年的进展历史,真是光怪陆离.忽而柳花明,忽而又迷雾重重.
N.Bohr曾经说过: “Anyonewhowasnotshockedbyquantumtheoryhasnot
understoodit暠.R.P.Feynman栟 也说过: “IthinkIcansafelysaythatnobody
todayunderstandsquantummechanics.暠

20世纪伊始,Planck和 Einstein以及Bohr的辐射(光)和实物粒子的能量的

量子化所展示的离散性(discreteness)与经典物理量的连续性(continuity)的概念

格格不入.1927年 Heisenberg栠 的不确定性原理(uncertaintyprinciple)动摇了经

典力学中用相空间(正则坐标和正则动量空间)描述粒子运动状态的概念.1935
年,EPR佯谬栢文章对量子力学正统理论的完备性提出质疑 [主要涉及波函数的

几率诠释和量子态的叠加原理所展示的 “非局域性暠(non灢locality)].同年稍早,

Schr昳dinger猫态佯谬栣提出的 “纠缠暠(entanglement),对量子力学正统理论是

否适用于宏观世界提出质疑.在尔后长达几十年时期中,EPR佯谬与 Schrod灢
inger猫态佯谬一直成为人们争论的课题.但迄今所有实验观测都与基于局域实

在论(localrealism)而建立起来Bell不等式(CHSH 不等式)矛盾,而与量子力学

的预期一致枮爜爦.量子非局域性在 R.P.Feynman提出的 “路径积分暠(path灢inte灢

gral)理论中,特别是在 AB(Aharonov灢Bohm)效应中,表现得特别明显栞 .例

如,电子经过一个无磁通的空间中的轨迹,依赖于此空间以外的磁场.此外,
迄今人们所知的所有基本相互作用,与 AB效应一样,都具有规范不变性.

尽管量子力学理论的所有预期(predictions)已为迄今所有实验观测所证实,
人们对其实用性已经没有什么怀疑.但仍然有人对量子力学理论的正统理论(Co灢

penhagen诠释)提出非议,认为它是 “来自北方的迷雾暠(thefogfromthe
north)枮爜爧.特别是对于电子的双缝干涉实验的诠释,Feynman枮爜爩 认为是 “量子力

学中核心的问题暠.在此干涉实验中,人们不知道电子是经过哪一条缝而到达干

涉屏上的.而一旦人们能确定电子是经过哪一条缝 (例如紧靠一条缝放置一个适
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S.Popescu& D.Rohrlich,FoundationsofPhysics,24 (1994)379.
T.Hey&P.Walters,TheNewQuantumUniverse.CambridgeUniversityPress,2003,pagexi.

中文译本,雷奕安译,新量子世界,湖南科技出版社,2005.
W.Heisenberg,Zeit.Physik43 (1927)172;英译本见QuantumTheoryandMeasurement,J.

A.Wheeler&W.H.Zurek主编,PrincetonUniversityPress,NJ,1984,p灡62.
A.Einstein,B.Podolsky,& N.Rosen,Phys.Rev.47 (1935)777.
E.Schr昳dinger,Naturwissenschaften,23 (1935)807.
A .Aspect,Nature398 (1999)189;S.Gr昳blacher,etal.,Nature446 (2007)871.
M.Schlosshauer,Nature453(2008)39.
TheFeynmanLecturesofPhysics,vol.3,QuantumMechanics.Addison灢Wesley,Reading.



当的测量电子位置的仪器),干涉条纹就立刻消失.Copenhagen诠释认为:这

是由于测量仪器的不可避免的干扰(“unavoidablemeasurementdisturbance暠)所
致.近期 D湽rr等枮爜爫在原子干涉仪上做了一个 “测定路径的实验暠(which灢way
experiment),即用一束冷原子对光驻波(standingwavesoflight)的衍射,可观测

到对比度很高的衍射花样.在此实验中未用到双缝,也不必测定原子的位置,
而是用原子的内部态来标记原子束的不同的路径.此时,衍射花样立即消失.
在此实验中, “the‘backaction暞ofpathdetectionistoosmall(aboutfourorders
ofmagnitudethanthefringeseparation)toexplainthedisappearanceoftheinterfer灢
encepattern暠.他们认为不必借助于测量仪器的不可控制的干扰来说明此现象.
他们提出另一种看法:即用 “correlationsbetweenthewhich灢waydetectorandthea灢
tomicmotion暠,即用 “纠缠暠(entanglement)来说明.P.Knight枮爜爭 指出:

“Entanglementisapeculiarbutbasicfeatureofquantummechanics.In灢
dividualquantum灢mechanicalentitiesneedhavenowell灢definedstate;

theymayinsteadbeinvolvedincollective,correlated (‘entangled暞)

statewithotherentities,whereonlytheentiresuperpositioncarriesin灢
formation.Entanglementmayapplytoasetofparticles,ortotwoor
morepropertiesofasingleparticle暠.

(三)如何理解不确定度关系的表述

近期,在文献中有不少涉及不确定度关系的评论.在量子力学教材中,不确

定度关系(uncertaintyrelation)通常表述如下:对于任意两个可观测量A 和B,

殼A殼B 曒 1
2旤暣[A,B]暤旤 (1)

上式中,[A,B]曉(AB-BA),殼A= 暣A2暤-暣A暤2与 殼B= 暣B2暤-暣B暤2是标准

偏差,暣A暤=暣氉|A|氉暤与暣B暤=暣氉|B|氉暤是可观测量A 和B 在量子态|氉暤下的平

均值.不确定度关系(1)首先由 Robertson枮爜爮,Kennard枮爜爯 和 Weyl枮爜爲 给出.在量子

力学教材中,不确定度关系(1)是基于波函数的统计诠释和Schwartz不等式得出

的.它的确切含义是:对于完全相同制备的大量量子态(即系综),可观测量A
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S.D湽rr,T.Nonn& G.Rempe,Nature395 (1998)33.
P.Knight,Nature395 (1998)12.
H.P.Robertson,Phys.Rev.34 (1929)163.
E.H.Kennard,Zeit.Phys.44 (1927)326.
H.Weyl,Gruppentheorieundquantenmechanik,Hirzel,Leipzig,1928.



和B 的独立测值的标准误差的乘积受到的限制枮爜爳.不确定度关系并不涉及一个测

量的精度与干扰,而是给定的量子态|氉暤本身的不确定度所固有的,不依赖于任

何特定的测量枮爜爴,并已经在许多实验中得到证实枮爞爦,是没有争议的.但不确定度关

系(1)常常被误解为:对于给定的量子态|氉暤,如果暣氉|[B,A]|氉暤曎0,则人们不能

对A和B联合地(jointly)[或相继地(successively)]进行测量 .关于不确定度关系

含义的更全面的讨论,可参见p灡39中的注.
不确定度关系的物理内涵就理解为不确定性原理(uncertaintyprinciple).例

如,对于一个粒子的坐标和动量,A=x,B=px,C=h,是一个非0的常量,因此,一
个粒子同一时刻的坐标和动量不可能具有完全确定的值;或者说,一个粒子的坐标

和动量不可能具有共同本征态.
Schr昳dinger很早还指出枮爞爧,与不确定度关系(1)的平方相应的表示式的右侧,

还应加上一项正定的协变项

(殼A)2(殼B)2 曒 1
2

暣氉旤AB-BA旤氉暤
2

+1
4

[暣氉旤AB+BA旤氉暤-4暣氉旤A旤氉暤暣氉旤B旤氉暤]2

(2)
在一般情况下,不确定度关系式(1)给出的(殼A)2(殼B)2 小于Schr昳dinger给出的

式(2).
应该指出,Heisenberg原来讨论的是测量误差 干扰关系(measurementer灢

ror灢disturbancerelation)

毰(A)毲(B)曒 1
2旤暣[A,B]暤旤 (3)

其中毰(A)是可观测量A 的测量误差,毲(B)反映可观测量B 受到的测量仪器的干

扰(包括反冲等).我国老一辈物理学家王竹溪先生把 Heisenberg原来讨论的关系译

为测不准关系,是有根据的.文献枮爞爩已指出,测量误差 干扰关系(3)形式上不完全

正确的.后来,Ozawa枮爞爫 证明,测量误差 干扰关系(3)应该修订为

毰(A)毲(B)+毰(A)殼B+毲(B)殼A 曒 1
2旤暣[A,B]暤旤 (4)
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C.Branciard,PNAS110 (2013)6742-6727.
L.A.Rozema,A.Darabi,D.H.Mahler,A.Hayat,Y.Soudagar,andA.M.Steinberg,Phys.

Rev.Lett.109(2012)100404.
O.Nairz,M.Arndt,&A.Zeilinger,Phys.Rev.A65 (2002)032109,以及所引文献.
E.Schr昳dinger,Sitz.Preuss.Akad.Wiss.14(1930)296灢303;英译本见arXiv:quant灢ph9903100

v215Jun2000.
L.EBallentine,Rev.Mod.Phys.42 (1970)358.
M.Ozawa,Phys.Rev.A67 (2003)042105;Phys.Lett.A320 (2004)367.



暋暋近期,文献 枮爞爭 给出了 Ozawa测量误差 干扰关系(4)的借助于所谓弱测量

(weakmeasurement)的实验验证.由此,引发了涉及不确定性原理的很多议论.
有人认为,应该把有关内容写进量子力学教材中去,而有人对于 Ozawa的测量

误差 干扰关系持不同的观点枮爞爮.最近,C.Branciard 提出了另外一个关系式,
他称 之 为 对 于 近 似 联 合 测 量 (approximatejoint灢measurement)的 error灢
tradeoffrelation

殼B2毰2
A +殼A2毰2

B +2 殼A2殼B2-1
4C2

AB毰A毰B 曒 1
4C2

AB (5)

(5)式中殼A与殼B是标准偏差,毰A 与毰B 是测量误差的方均根偏差,C=i暣[B,A]暤.
在经典力学中,一个粒子在同一时刻的坐标和动量可以精确确定,粒子的运

动状态用相空间(正则坐标与正则动量空间)中的一个点来描述.对于给定

Hamilton量的体系,其运动状态随时间的演化,由它在相空间的初始点位置和

正则方程完全确定,这就是经典力学中的决定论.
在量子力学中,基于 Heisenberg不确定性原理,一个粒子的同一时刻的坐

标和动量不具有确定值.表现在量子态只能用 Hilbert空间中的一个矢量|氉(t)暤
来描述.而对于给定 Hamilton量的体系,量子态随时间的演化由它的初始量子

态|氉(0)暤和Schr昳dinger方程完全确定.Heisenberg不确定性原理的提出,是科

学史中的一个重大发现.不确定性原理展现出量子力学中的非决定性(indetermi灢
nacy)与经典力学中的决定论(determinism)形成截然反差,它标志量子力学理论

与经典力学理论的本质的差异.
我们认为,测量误差 干扰关系(测不准关系)与不确定度关系的含义不同,

不可混为一谈.更不可把测量误差 干扰关系与不确定度原理混为一谈.测量误

差 干扰关系的修订,不会动摇 Heisenberg不确定性原理的普适性和量子力学理

论的基础.

(四)纠缠的确切含义与纠缠态的CSCO判据

现今人们已经普遍认同,1935年Schr昳dinger提出的纠缠,是一个非常基本

但又很奇特的概念 .不确定度关系与纠缠之间的密切关系,值得人们注意枮爞爯.
关键点是要搞清量子纠缠的确切含义.

对于一个量子纯态的纠缠,一种看法是:“与波动 粒子二象性属于单粒子性
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质相反,量子纠缠至少涉及两个粒子枮爞爲暠.另一种看法是:纠缠并不一定涉及两个

粒子,而只涉及不同自由度的(至少)两个彼此对易的可观测量.这一点在 P.
Knight的文献 中已提及.在 V.Vedral枮爞爳 文中更明确提到:

“Whatexactlyisentanglement? Afterallissaidanddone,ittakes(at
least)twototangle,althoughthesetwoneednotbeparticles.Tostudy
entanglement,twoormoresubsystemsneedtobeidentified,together
withtheappropriatedegreesoffreedomthatmightbeentangled.These
subsystemsaretechnicallyknownasmodes.Mostformally,entangle灢
mentisthedegreeofcorrelationbetweenobservables (pertainingto
differentmodes)thatexceedsanycorrelationallowedbythelawsof
classicalphysics.暠
只涉及单个粒子的不同自由度的两个对易的可观测量的纠缠纯态的实验制

备,已经在很多实验室中完成.例如,在D湽rr等 的实验中,制备了一个原子的

质心动量与它的内部电子态的纠缠纯态.在 C.Monroe等枮爞爴实验中,实现了在

Paul阱中的一个9Be+ 离子的内部态 (电子激发态)与其质心运动 (即离子的空

间运动)的纠缠纯态.在文献枮爟爦中,分析了一个自旋h/2为的粒子的自旋与其路

径的纠缠态.
对于一个给定的量子纯态的纠缠问题,已经有很多的理论工作,但问题似未

得到很好解决.下面给出一个纯态的纠缠判据.
一般而言,量子纠缠涉及不同自由度的至少两个可对易可观测量.为确切起

见,谈及一个纠缠纯态,必须指明,它是什么样的两个(多个)对易的可观测量的

共同测量之间的关联 .例如,可对易的两个可观测量A 和B 的纠缠纯态,有如

下两个特点枮爟爧:
(a)测量之前,A 和B 都不具有确定的值 (即不是A 和B 的共同本征态).
(b)A 和B 的共同测量值之间有确切的关联(概率性的).
我们注意到,按照不确定度关系,一般说来,在同一时刻,不对易的可观测

量不能同时具有确定值,或者说,它们不能具有共同本征态枮爟爩.不确定度关系本

身,不明显涉及自由度的问题.如果两个可观测量属于不同自由度,则彼此一定

对易,因而不涉及不确定度关系.而纠缠则是涉及不同自由度的两个或多个可观
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测量(彼此一定对易)的共同测量值之间的关联.所以,量子纠缠与不确定度关系

应该有一定的关系.但在此,一定会涉及多自由度体系.
一个多自由度或多粒子体系的量子态,需要用一组对易可观测量完全集

(CSCO)的共同本征态来完全确定枮爟爫,而一组对易可观测量原则上是可以共同测

定的.在实验上,相当于进行一组完备可观测量的测量,用以完全确定体系的一

个量子态.一组对易的可观测量完全集的共同本征态,张开体系的 Hilbert空间

的一组完备基,体系的任何一个量子态都可以用这一组完备基来展开.
设(A1,A2,…)构成体系的一组 CSCO,其共同本征态记为{|A曚1,A曚2,…暤},

同样,设 (B1,B2,…)构成体系的另一组 CSCO,其共同本征态记为{|B曚1,

B曚2,…暤},定义厄米对易式矩阵C=C+ ,其矩阵元素为C毩毬曉i[B毬,A毩]用以描述

(A1,A2,…)中的任何一个可观测量与(B1,B2,…)中任何一个可观测量的对易关系.
与不确定度关系相似,A毩 与B毬 也满足与不确定度关系相似的关系,

殼A毩殼B毬 曒 1
2

[暣[A毩,B毬]暤旤= 1
2旤C毩毬旤 (6)

暋暋下面考虑,在CSCO(A1,A2,…)的某一个给定的共同本征态下,彼此对易

的各可观测量(B1,B2,…)的共同测量值之间的关联.以下给出一个纯态的纠缠判

据:[证明见本书卷栻,3灡4灡3节]
(a)设矩阵C的每一行i(i=1,2,…),至少有一个矩阵元素Cij不为0,[即

每一行i的所有元素Cij(j=1,2,…),不完全为0].
(b)对于所有{|氉暤=|A曚1,A曚2,…暤},暣氉|C|氉暤不完全为0.
如以上两个条件都满足,则在量子态{|氉暤=|A曚1,A曚2,…暤}态下,对(B1,

B2,…)进行完备测量时,它们的测量值是彼此关联的(几率性),即{|氉暤=|A曚1,

A曚2,…暤}是(B1,B2,…)的纠缠态.
如果只有 条 件 (a)满 足,而 条 件 (b)不 满 足,则 不 能 判 定 所 有 量 子 态

{|A曚1,A曚2,…暤}都是,或都不是,(B1,B2,…)的纠缠态.
可以看出,上述量子纯态的纠缠判据与不确定度关系,在结构上有相似之

处.读者不难从一些常见的纠缠纯态来进行验证 (参见卷栻,3灡4节).

(五)量子力学理论与广义相对论的协调

在纪念量子论诞生一百周年之际,Amelino灢Camelia枮爟爭提及:量子理论与相对

论是20世纪物理学的最成功的两个理论.广义相对论是一个纯经典的理论,它

描述的空间-时间的几何是连续和光滑的,而量子力学描述的物理量一般是分立
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的.这两个理论是不相容的,但都在各自的不同的领域取得巨大成功 (“大爆炸暠
现象除外).量子力学成功地说明了微观世界以及一定条件下的一些宏观现象的

规律,而广义相对论成功说明了宇观领域的一些现象.把相对论与量子理论结合

起来,是人们必须克服的一个巨大障碍,而在解决两者冲突的过程中可能诞生新

的物理学规律.
关于纠缠和非局域关联,N.Gisin枮爟爮 谈道: “在现代量子物理学中,纠缠是

根本的,而空间是无关紧要的,至少在量子信息论中是如此,空间并不占据一个

中心位置,而时间只不过是标记分立的时钟参量.而在相对论中,空间 时间是

基本的,谈不上非局域关联.暠
涉及纠缠和非局域关联的近期工作,应提及 Schr昳dinger的操控 (steer灢

ing)枮爟爯 以及信息因果性 (informationcausality)枮爟爲.操控是一种新的量子非局域

性形式,它介于纠缠与非局域性之间.信息因果性作为一个原理,它对于能够进

行传递的信息总量给出了一个限制.特别应该提到J.Oppenheim &S.Wehner枮爟爳

的不确定性原理与非局域性的密切关系的工作.该文提到:
“量子力学的两个核心概念是的 Heisenberg不确定性原理与Einstein称之为

‘离奇的超距作用暞的一种奇妙的非局域性.迄今,这两个基本特性被视为不同

的概念.我们指出,两者无法分割,并定量地联系在一起.量子力学的非局域性

不能超越不确定性原理的限制.事实上,对于所有物理理论,不确定性与非局域

性的联系都存在.更特别提及,任何理论中的非局域度 (degreeofnon灢locality)
由两个因素决定:不确定性原理的力度和操控的力度,后者决定在某一个地点制

备出来的量子态中,哪些量子态可以在另一个地点被制备出来暠.
与任何一个自然科学理论一样,量子力学是在不断发展中的一门学科,而且

充满争议.从更积极的角度来看待过去长时期有关量子力学理论的争论,C.
Teche 说:

“Theparadoxesofthepastareabouttothetechnologyofthefuture.暠
的确,在过去的20多年中,量子信息理论和技术,量子态工程,纳米材料

学科等领域都有了长足的进展.
在20世纪即将结束之际,P.Davis写道栟 :

“The19thcenturywasknownthemachineage,thetwentiethcen灢
turywillgododowninhistoryastheinformationage.Ibelievethat
thetwenty灢firstcenturywillbethequantumage.暠
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对此,有人持不同看法,认为21世纪将是生物学和医学的时代.作者认为,
这两种说法都有一定道理.不同学科领域的进展是互相影响和互相渗透的.显

然,如果没有物理学的进展,例如,光谱学、显微镜、X射线与核磁共振等技

术,现代生物学和医学的进展就难以理解.物理学研究的是自然界最基本的,但

相对说来又是比较简单的规律.生物学与医学的规律要复杂得多,它的发展与化

学和物理学等学科的进展密切相关.可以期望,在21世纪,这些领域都可能有

出乎我们意料之外的进展.
*暋暋暋暋暋暋暋暋*暋暋暋暋暋暋暋暋 *

作为 《现代物理学丛书》之一,本书从1981年出版以来,受到广大读者的

欢迎和同行专家的肯定.考虑到量子力学近期的进展,本书曾经几次再版,并且

每年都大量重印.多年以来,本书的繁体字版本还在台湾大量发行.三十多年过

去了,本书是 《现代物理学丛书》中至今仍在发行的唯一著作.本书的历届责任

编辑:陈菊华、张邦固、昌盛、贾杨、窦京涛的长年细致工作,保证了本书出版

的高质量.裴寿镛教授对本书第五版的修订提了很多宝贵建议.作者在此表示感

谢.欢迎广大读者和同行教师对本书提出宝贵的修改意见,以便再版时进行

修改.

作者于北京大学

2013年8月
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第四版 (2007年)序言 (摘录)

量子论的提出,已经历一百多年.量子力学的建立已有80年的历史.简单

介绍一下国际学术刊物的一些文献对量子力学的评价及有关实验结果,对读者是

有裨益的.
在纪念量子论诞生100周年之际,D.Kleppner& R.Jackiw写道栙:
“Quantumtheoryisthemostpreciselytestedandmostsuccessfultheoryin
thehistoryofscience.暠

尽管量子力学已经取得如此重大的成功,由于量子力学的基本概念和原理 (波
动 粒子二象性与波函数的统计诠释,量子态叠加原理和测量问题,不确定度关

系等)与人们日常生活经验严重抵触,人们接受起来有很大难度.正如 N.Bohr
所说:

“Anyonewhoisnotshockedbyquantumtheoryhasnotunderstoodit.暠
对待量子力学基本概念和原理的诠释,一直存在持续的争论.而大多数争论集中

在著名的EPR (Einstein灢Podolsky灢Rosen)佯谬栚和Schr昳dinger猫态佯谬栛两个

问题栜.
对于EPR佯谬的争论,M.A.Rowe等 (2001)栞 做了如下表述:
“Localrealismistheideathatobjectshavedefinitepropertieswhether
ornottheyaremeasured,andthatmeasurementsofthesepropertiesare
notaffectedbyeventstakingplacesufficientlyfaraway.Einstein,

PodolskyandRosenusedthosereasonableassumptionstoconcludethat
quantummechanicsisincomplete.暠
很长一段时间,争论一直停留为纯理论性或思辨性的.但栞

“Startingin1965,Bellandothersconstructedmathematicalinequalities
wherebyexperimentstestscoulddistinguishbetweenquantum mecha灢
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nicsandlocalrealistictheories.Manyexperimentshavesincebeendone
thatareconsistentwithquantum mechanicsandinconsistentwithlocal
realism.暠

Bell不等式栙栚所揭示的局域实在论 (localrealism)与量子力学的矛盾是统

计性的.Bell不等式是对2量子比特的自旋纠缠态 (自旋单态)的分析得出的.
Greenberger,Horne& Zeilinger对Bell的工作做了推广栛,他们分析了 N (曒
3)量子比特的纠缠态 (GHZ态),发现量子力学对某些可观测量的确切预期

(perfectprediction)结果与定域实在论是矛盾的栛栜.后来的实验观测结果与量

子力学预期完全一致,而与定域实在论尖锐矛盾栞.A.Zeilinger在纪念量子论诞

生100周年的文章栟中写道:
“Allmodernexperimentsconfirmthequantumpredictionswithunpre灢
cedentedprecision.Evidenceoverwhelminglysuggeststhatalocalrea灢
listicexplanationofnatureisnotpossible.暠

Schr昳dinger猫态佯谬一文提出了一个疑问,即 “量子力学对宏观世界是否

适用?暠这也涉及量子力学和经典力学的关系 [注意,不可把 “经典暠(classical)
与 “宏观暠 (macroscopic)等同起来].近年来,在特定的实验条件下,已相继

制备出介观尺度和宏观尺度的 Schr昳dinger “猫态暠栠栢.H.D.Zeh和 W.H.
Zurek栣枮爜爦枮爜爧 提出用退相干 (decoherence)观点来描述微观世界到宏观世界的过

渡.他们认为栤 :
“Statesofquantumsystemsevolveaccordingtothedeterministic,linear
Schr昳dingerequation

i淈d
dt|氉暤=H|氉暤
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Thatis,justasinclassicalmechanics,giventheinitialstateofthesys灢
temanditsHamiltonianH,onecancomputethestateatanarbitrary
time.Thisdeterministicevolutionof|氉暤hasbeenverifiedincarefully
controlledexperiments.暠

同时他们又指出,由于实在的宏观物体不可避免与周围环境相互作用,从而导致

相干性迅即消失.在一般情况下,不可能观测到宏观量子叠加态.对此,G.J.
Myatt等写道栙:

“Thetheoryofmechanicsappliestoclosedsystem.Insuchidealsitua灢
tions,asingleatomcan,forexample,existsimultaneouslyinasuper灢
positionoftwodifferentspatiallocations.Incontrast,realsystemsal灢
waysinteractwiththeirenvironment,withtheconsequencethatmacro灢
scopicquantumsuperpositions(asillustratedbytheSchr昳dinger狆scat狆
thought灢experiment)arenotobserved.暠
对于量子力学基本概念的持续多年的争论,R.Blatt (2000)评论道栚:
“Theapparentlystrangepredictionsofquantumtheoryhaveledtothe
notionof ‘paradox暞,whicharisesonly whenquantum systemsare
viewedwithaclassicaleye.暠

而C.Tesche认为栛:
“Theparadoxesofthepastareabouttothetechnologyofthefuture.暠

人们看到,伴随这个长期的争论,一些新兴的学科领域,例如量子信息论 (量子

计算,量子远程传态,量子搜索,量子博弈等),量子态工程等,正方兴未艾.
当然,尽管量子力学已在如此广泛和众多领域取得极为辉煌的成功,19世

纪末物理学家的历史经验值得注意.量子力学是经过大量实验工作验证了的一门

科学,它的正确性在人们实践所及领域内毋庸质疑.但量子力学并非绝对真理.
量子力学并没有,也不可能关闭人们进一步认识自然界的道路.人们应记住

Feynman的如下告诫:
“Weshouldalwayskeepinmindthepossibilitythatquantummechanics
mayfail,sinceithascertaindifficultieswithphilosophicalprejudices
thatwehaveaboutmeasurementandobservation.暠

此外,量子力学与广义相对论的矛盾,还未解决栜.关于量子力学的争论,或许
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是一个更深层次的有待探索的问题的一部分栙.正如中国古代伟大诗人屈原的

《离骚》中所说:
“路漫漫其修远兮,吾将上下而求索.暠

在进一步探索中,人们对于自然界中物质存在的形式和运动规律的认识,或许还

有更根本性的变革.

作者于北京大学

2007年1月
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第三版 (2000年)序言 (摘录)

今年,我们迎来了量子论诞生一百周年.量子力学的建立,也已历七十余

载.量子力学与相对论的提出,是20世纪物理学两个划时代的成就.可以毫不

夸张地说,没有量子力学与相对论的建立,就没有人类的现代物质文明.
“原子水平上的物质结构及其属性暠这个古老而基本的课题,只有在量子力

学理论基础上才原则上得以解决.可以说没有哪一门现代物理学的分支及相关的

边缘学科能离开量子力学这个基础.例如,固态物理学、原子与分子结构和激光

物理、原子核结构与核能利用 (核电技术和原子弹)、粒子物理学、量子化学和

量子生物学、材料科学、表面物理、低温物理、介观物理、天体物理、量子信息

科学等,实在难以胜数.
然而在量子力学建立的早期年代,很少人意识到这个基本理论的广阔应用前

景.当时,很少人能认识到,有朝一日量子力学会提供发展原子弹和核电技术所

必需的理论基础.同样,也很少人想到基于量子力学而发展起来的固态物理学,
不仅基本搞清了 “为什么有绝缘体、导体、半导体之分?暠“在什么情况下会出现

超导现象?暠“为什么有顺磁体、反磁体和铁磁体之分?暠等最基本的问题,还引

发了通讯技术和计算机技术的重大变革,而这些进展对现代物质文明有决定性的

影响.
但事情到此并没有完结.尽管量子力学基本理论体系已在20世纪20年代建

立起来,尽管正统的量子力学理论在说明各种实验现象和在极广泛领域中的应用

已取得令人惊叹的成就,但围绕量子力学基本概念和原理的理解及物理图像,一

直存在激烈的争论.我们兴奋地注意到,近年来量子力学在实验和理论方面已取

得令人瞩目的新进展.在国际上一些权威性学术刊物 (如 Nature,Science,

Phys.Rev.Lett.等)上不断出现一系列报道.一方面,关于量子力学基本概

念和原理的争论,已从思辨性讨论转向实证性研究 [包括 EPR佯谬,Bell不等

式,量子力学中的非定域性的实验检验,Schr昳dinger猫态在介观尺度上的实现,
纠缠态概念与路径判断 (which灢way)实验,作为描述系综的波函数的实验测

量,等],这些成果有助于人们重新理解量子力学的基本概念和原理,以及量子

力学和经典力学的关系.另一方面,一系列新的宏观量子效应不断被发现,例

如,继激光、超导和超流现象、Josephson效应等之后,近年来发现的量子 Hall
效应,高温超导现象,Bose灢Einstein凝聚等.相关的应用技术也正在迅速开展.
估计在21世纪初,量子力学的实用性会更加明显,一批新的交叉学科将应运而

生,例如,量子态工程,量子信息科学等.
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所有这些新的进展给人们两个印象:一是量子力学基本概念和原理的深刻内

涵及其广阔的应用前景,还远未被人们发掘出来,在我们面前还有一个很大的必

然王国.量子力学的进一步发展,也许会对21世纪人类的物质文明有更深远的

影响.另一方面,人们看到,量子力学理论所给出的预言,已被无数实验证明是

正确的.当然,人们对量子力学基本概念和原理的理解还会不断深化,但可以相

信,至少在人们现今对物质存在形式的概念下,量子力学的理论体系无疑是正

确的.
*暋暋*暋暋*

本书是根据作者在北京大学从事量子力学教学和研究40年经验写成的.作

为一个教师,我愿对同行教师和同学们讲讲自己的对教学的一些看法.
教师的职责是从事教学.教师教学生,教什么? 如何教? 学生要学,学什

么? 如何更有效地学? 我认为一个好的高校教师,不应只满足于传授知识,而应

着重培养学生如何思考问题、提出问题和解决问题.
这里涉及到科学上的继承和创新的关系.中国有句古话:“继往开来暠,说得

极好,很符合辩证法.我的理解, “继往暠只是一种手段,而目的只能是 “开
来暠.诚然,为了有效地进行探索性工作,必须扎扎实实继承前人留下的有用的

知识遗产.但如就此止步,科学和人类的进步自何而来? 有了这点认识,我们的

教学思想境界就会高得多,就别有一番天地,就把一个人的认识活动汇进不断发

展的人类认识活动的长河中去了.
基于这点认识,教师就会自觉地去贯彻启发式的教学方式.学生学一门课,

学的是前人从实践中总结出来的间接知识.一个好的教师,应当引导学生设身处

地去思考,是否自己也能根据一定的实验现象,通过分析和推理去得出前人已认

识到的规律? 自然科学中任何一个新的概念和原理,总是在旧概念和原理与新的

实验现象的矛盾中诞生的.讲课虽不必要完全按照历史的发展线索讲,但有必要

充分展开这种矛盾,让学生自己去思考,自己去设想一个解决矛盾的方案.在此

过程中,即使错了,也不要紧,学生可以由此得到极为宝贵的独立工作能力的锻

炼.如果设想出来的方案与历史上解决此矛盾的途径不一样,那就更好.科学史

上殊途同归的事例是屡见不鲜的.对这样的学生,就应格外鼓励.他们比能够原

封不动重述书本的学生要强百倍.
学生有了这点认识,就不会在书本和现有理论面前顶礼膜拜 (“尽信书不如

无书暠),而是把它们看成在发展中的东西.一切理论都必须放在实践的审判台前

来辩明其真理性.我们提倡,对待前人的知识遗产,既不可轻率否定,也不可盲

目相信.这样,学生就敢于在通过思考之后对现有理论或老师所讲的东西提出怀

疑.这对于培养有创造性的人才是至关紧要的,也是应提倡的学风和师生关系

(所谓 “道之所存,师之所存也暠,亦即 “吾爱吾师,吾尤爱真理暠.)还应该在教

学中提倡讨论的风气.Heisenberg说过:“科学植根于讨论之中.暠
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要真正贯彻启发式教学,教师有必要进行教学与科学研究.而教学研究既有

教学法的研究,但更实质性的是教学内容的研究.
从教学法来讲,教师讲述一个新概念和新原理时,应力求符合初学者的认识

过程.真理总是朴素的.我相信,一切理论,不管它多困难和多抽象,总有办法

深入浅出地讲清楚.做不到这一点,常常是由于教师自己对问题的理解太肤浅.
此外,讲述新概念,如能与学生学过的知识或熟悉的东西联系起来讲,进行类

比,则学习的难度往往会大为减轻,而且学生对新东西的理解也会更深刻.
在教学内容上,至少对于像量子力学这样的现代物理课程来讲,我认为还有

很多问题并未搞得很清楚,很值得深入研究,决不可人云亦云.吴大猷先生在他

的 《量子力学》(甲部)的序言中批评不少教材 “辗转抄袭暠,这并非夸张之词.
(例如国内广泛流传的布洛欣采夫的 《量子力学原理》书中提到:基于波函数的

统计诠释,从流密度的连续性即可导出波函数微商的连续性,但这种论证是错误

的.)教师如能以研究的态度来进行教学,通过 “潜移默化暠,学生也就会把这种

精神和学风带到他们尔后的工作中去,这就播下了宝贵的有希望的种子,到时候

就会开出更美丽的花朵,并结出更丰硕的果实 (“青出于蓝而胜于蓝,冰生于水

而寒于水暠栙).
高校教师,除教学之外,还很有必要在某些前沿领域进行科学研究.一个完

全没有科研实践经验的人,对于什么是认识论,往往只会流于纸上谈兵.对于人

们怎样从不知到知,怎样从杂乱纷纭的现象中找出它们的内在联系,则一片茫

然.有科学实践经验的教师,在讲述一个规律或原理时,一般会注意剖析人们怎

样从不了解到了解它的过程,而不是把它看成一堆死板的知识去灌输给学生.我

自己有过多次这样的体会,即当讲述一个问题时,如果自己在该问题有关领域做

过一定深度的工作,讲起来就 “很有精神暠, “左右逢源暠,并能做到 “深入浅

出暠,“言简意赅暠.反之,就只能拘谨地重述别人的话,不敢逾越雷池一步.
高校教师从事科学研究还有两个有利条件:一是有可能触及学科发展中某些

根本性的问题,这对于只搞科研而不从事教学的人,往往难以注意到它们.另一

有利条件是能广泛接触很多年轻学生 (本科生和研究生),他们是一支重要的新

生力量,受传统思想的束缚较少.教师在教他们的过程中,往往会得到很多启

发.历史上有不少科学家,在大学生或研究生阶段,就已对一些科学问题作出了

重要贡献.例如,R.P.Feynman的量子力学路径积分理论,就是他在研究生

阶段完成的.有鉴于此,我在教学中,对改革考试制度做过如下的尝试:即在适

当的时机,向同学们提出一些目前人们还不很清楚,而学生已有基础可以进行探

讨的问题,如哪一位同学能给出一个解决的方案,就予以免试,给予最优秀的成

绩.出乎意料,有一些问题竟被少数聪明而勤奋的学生相当满意地解决了.有人

暋· xvii·暋

栙 见 《荀子·劝学篇》,“青,取之于蓝,而青于蓝;冰,水为之,而寒于水暠.



也许会说,这样的问题不太好找.但我的经验表明,只要这门学科还在发展,这

样的问题就比比皆是,但它们只对勤于思考的人敞开大门.当然,这样的问题并

不一定都非常重要,但对于培养创新人才却是非常有效的.
最后谈谈教材建设.也许有人认为,像量子力学这样一门学科,世界上已有

不少名著,没有必要再写一本教材.但我认为只要科学发展不停顿,教材就应不

断更新.量子力学虽然比较成熟,但并不古老.学科的发展和教材的建设还远没

有达到尽头.我们充分尊重世界名著,但也不必被它们完全捆住了手脚,何况这

些名著也不尽适合我国的教学实际情况.回想20世纪50年代,国内各高校开设

量子力学课的经验还很不足.当时北大有一些学生批评 “量子力学不讲理暠,“量
子力学是从天上掉下来的暠.这些批评虽嫌偏激,但也反映教学中存在不少问题.
我从研究生毕业后走上讲台开始,就下了决心要改变这种状况.在长期教学实践

和科学研究的基础上,写成了 《量子力学》(上、下册,1981,科学出版社).90
年代初,又改写成两卷本.在撰写时,我结合教学实际,对基本概念和原理的讲

述,做了一些新的尝试.实践证明,收到了较好的效果.出版之后,我先后收到

一千多封读者热情的来信,给予了肯定,认为对提高我国的量子力学教学水平以

及培养我国 (包括台、港、澳地区及世界各地华裔)一代年轻物理学工作者做出

了积极的贡献.该书先后十几次重版,仍不能满足读者要求.
岁月如流,40年转瞬即逝.我们的祖国正欣欣向荣.但应该看到,我国的

教育事业,与先进国家相比,还有较大差距.我们中华民族曾经有过光辉的历

史,对人类的科学和文化做出过很多重大贡献.但近几百年来,我们落后了.一

个国家,如果教育长期落后,就不可能强大繁荣,一个民族如不重视教育,就无

法自立于世界民族之林.在此新世纪来临之际,我们必须不失时机奋起直追.这

可能需要几代人的努力,作为一个教师,我寄希望于年轻一代. “十年树木,百

年树人暠.深信我们祖国群星灿烂、人才辈出的光辉前景,定会加速到来.

作者于北京大学

2000年1月
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第二版 (1990年)序言 (摘录)

10年前,作者所著 《量子力学》(上、下册,科学出版社,1981)的内容是

针对当时国内量子力学教学实际情况而选定的.该书出版以来,受到广大读者欢

迎,多次重印,仍不能满足要求.作者先后收到读者近千封热情洋溢的来信,给

予了肯定和较高的评价,认为对提高我国量子力学教学水平起了积极的作用.
1988年初国家教委颁发了建国以来首届国家级高校优秀教材奖,该书是获奖的

六本物理书之一.1989年又获得第一届国家级高等院校优秀教学成果奖.
10年以来,我国量子力学教学水平有了明显提高.各高校普遍招收了研究

生.作为物理及有关专业研究生的基础理论课,普遍设置了高等量子力学课.为

适应这种情况,本书将分两卷出版.卷栺作为本科生教材或参考书,而卷栻则作

为研究生的教学参考书.
在撰写本书时,作者参照了国外近年来出版的一些新教材的优点,更多地反

映了量子力学在有关科研前沿领域中的应用,同时还选用了同行和作者近年来所

做的某些教学研究成果.
关于量子力学发展史的介绍,过去国内教材很少直接引证原始文献,有些史

实的讲述与历史有出入.本书根据国外一些可靠的量子力学史籍和原始文献,做

了一些重要订正.例如,关于Planck黑体辐射公式提出的历史背景,Bohr的对

应原理等.
基本概念和原理的讲述,历来是一个大难点.过去学生批评 “量子力学课不

讲理暠,“量子力学是从天上掉下来的暠.根据作者多年从事教学和科研工作的经

验,在 《量子力学》(1981)中,曾经对基本概念和原理的讲述做了一些新的尝

试,例如,从波动 粒子二象性的分析来引进波函数的统计诠释,以及说明为什

么必须引进算符来刻画可观测量,关于量子态概念与态叠加原理,表象理论等.
作者着重引导读者去分析问题和解决问题,以增进读者的学习兴趣.这方面得到

了很多同行和读者的肯定.在撰写本书时,作者又做了进一步改进,并纠正了一

些流行的不恰当的讲法.
过去国内量子力学课的讲法往往给读者造成一个印象,认为力学量本征值问

题似乎总是在一定边条件下去求解微分方程,这有历史的原因.但据作者所知,
实际科研工作中更多地是用代数方法求解力学量的本征值.有一些本征值问题可

以用代数方法给出极漂亮的解法.例如,角动量的 Dirac理论和 Schwinger表

象.为弥补这方面的不足,本书增设力学量本征值问题的代数解法一章.
还有一些问题,在有关科研领域中经常碰到,但在过去教材中讨论得很少,
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例如,低维体系,定态微扰论与量子跃迁的关系,共振态与束缚态的关系,散射

振幅的极点与束缚定态能级的关系,Hellmann灢Feynman定理,自然单位等,本

书用了适当篇幅予以介绍.散射理论一章做了大幅度修改.对于散射的经典描述

和量子力学描述的比较,守恒量分析在散射理论中的重要性,Born近似的适用

条件等,都做了较详细的讨论.
为了有助于读者更深入理解有关概念和原理,书中安排了适量的思考题和练

习题.为增进读者运用量子力学处理具体问题的能力,在每章之末选进了大量习

题供读者选用,并附有答案和提示.这些习题中有相当部分选自近年来国外研究

生资格考试题.采用本书的读者,可同时选用 《量子力学习题精选与剖析》 (钱
伯初,曾谨言,科学出版社)作为主要参考书.

应该强调,教材是给学生学习用的.教师讲课时应根据不同情况 (学生水

平,专业需要等)选讲本书的一部分 (<2/3),其余部分最好留给学生自由阅

读,这有利于不同程度和兴趣的学生发展其聪明才智.教师应该明确,教学的目

的主要是培养学生分析问题和解决问题的能力,而不应局限于传授具体的知识.

作者于北京大学

1989年春
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第一版 (1981年)序言 (摘录)

量子力学是在人类的生产实践和科学实验深入到微观物质世界领域的情况

下,在20世纪初到20年代中期建立起来的.人们从实践中发现,在原子领域

中,粒子的运动行为与日常生活经验中粒子的运动行为有质的差异,在这里我们

碰到一种新的自然现象———量子现象,它们的特征要用一个普适常量———Planck
常量h来表征.经典物理学在这里碰到了无法克服的矛盾,量子力学的概念与规

律就是在解决这些矛盾的过程中逐步揭示出来的.
但是,不能认为量子力学规律与宏观物质世界无关.事实上,量子力学的规

律不仅支配着微观世界,而且也支配着宏观世界,可以说全部物理学都是量子力

物理学的.已被长期实践证明的描述宏观自然现象的经典力学规律,实质上不过

是量子力学规律的一个近似.一般说来,在经典物理学中不直接涉及物质的微观

组成问题,因而量子效应并不显著,所以经典力学是一个很好的近似.例如,行

星绕太阳的运动,与氢原子中电子绕原子核的运动相似,都受量子力学规律支

配,但对于前者,量子效应是微不足道的 (角动量mvR烅h,m 是行星质量,v
是速度,R 是轨道半径),因此,经典力学规律被证实是相当正确的.

但有一些宏观现象,量子效应也直接而明显地表现出来,例如,极低温下

(v很小)的超导现象与超流现象;又例如,白矮星及中子星等高密度 (R 很小)
的星体以及常温、常压、常密度情况下质量m 很小的粒子系 (例如,金属中的

电子气),量子效应都很显著,不能忽视.因此,经典力学与量子力学适用范围

的分界线,应当根据量子效应重要与否来划分.
量子力学规律的发现,是人们对于自然界认识的深化.量子力学,特别是非

相对论量子力学的基本规律与某些基本概念,从它们建立到现在的50多年中,经

历了无数实践的考验,是我们认识和改造自然界所不可或缺的工具.由于量子力学

所涉及的规律极为普遍,它已深入到物理学的各个领域,以及化学和生物学的某些

领域.现在,可以说,要在物理学的任何领域进行认真的工作,没有量子力学是不

可思议的.事实上,量子力学已成为现代物理学的不可或缺的理论基础.
当然,与任何一门自然科学一样,量子力学也只是在不断发展中的相对真

理.从量子力学建立以来,对它的某些基本概念以及对其基本规律的一些看法,
始终存在着不同见解的争论.这需要通过进一步的科学实践以及新的矛盾的揭示

来逐步加以解决.

作者于北京大学

1981年春
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第1章暋量子力学的诞生

1灡1暋经典物理学碰到了哪些严重困难?

相对论和量子力学的提出,是20世纪物理学的两个划时代的里程碑.A.Ein灢
stein提出的狭义相对论,改变了 Newton力学中的绝对时空观,指明了 Newton力

学的适用范围,即只适用于速度v远小于光速的物质的运动(v/c烆1,c=2灡998暳
108m/s,是真空中的光速),还给出实物粒子的能量和质量的关系式,E =mc2.量

子力学则涉及物质运动形式和规律的根本变革.20世纪前的经典物理学(经典力

学、电动力学、热力学与统计物理学等),只适用于描述一般宏观条件下物质的运

动,而对于微观世界(原子和亚原子世界)和一定条件下的某些宏观现象(例如,极
低温下的超导、超流、Bose灢Einstein凝聚等),则只有在量子力学的基础上才能说

明.量子物理学一百年的历史证明,它是历史上最成功、并为实验精确检验了的一

个理论栙栚栛.量子物理学对说明极为广泛的众多自然现象,取得了前所未有的成

功栚 .物质属性及其微观结构
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

这个古老而根本的问题,只有在量子力学的基础上,
才能在原则上得以阐明.例如,物体为什么有导体、半导体和绝缘体之分? 又如,元
素周期律的本质是什么? 原子与原子是怎样结合成分子的(化学键的本质)? 所有

涉及物质属性和微观结构的诸多近代学科,无不以量子力学作为其理论基础.量子

物理学还引发了极为广泛的新技术上的拓展.据估计,基于量子力学发展起来的高

科技产业(例如,激光、半导体芯片、计算机、电视、电子通讯、电子显微镜、核磁共振

成像、核能发电等),其产值在发达国家国民生产总值中目前已超过30%栙 .可以

说,没有量子力学和相对论的建立,就没有人类的现代物质文明.
历史的经验值得注意.在量子物理学提出一百年后,对它走过的历程做一个简

要回顾,不仅可以加深我们对量子物理学的理解,而且对物理学的进一步发展,也
可得到有益的启示.

在19世纪末,物理学家中普遍存在一种乐观情绪,认为对复杂纷纭的物理现

象的本质的认识已经完成.他们陶醉于17世纪建立起来的力学体系,19世纪建立

起来的电动力学以及热力学和统计物理学.J.C.Maxwell于1871年在剑桥大学

·1·

栙

栚

栛

M.Tegmark,J.A.Wheeler,ScientificAmerican284(2001)68~75.100YearsofQuantum Mys灢
teries.

A.Zeilinger,Nature408(2000)639~641,TheQuantumCentennial.
D.Kleppner,R.Jackiw,Science289(2000)893~898,OneHundredYearsofQuantumPhysics.



就职演说中提到栙:在几年中,所有重要的物理常数将被近似估算出来,……,给科

学界人士留下来的只是提高这些常数的观测值的精度.据统计栛 ,在1890~1900
年期间,充陈物理学期刊的是:原子光谱(各种元素的光谱线波长数据)以及物质各

种属性的测量结果,如黏滞性(viscosity)、弹性(elasticity)、电导率(electriccon灢
ductivity)、热导率(thermalconductivity)、膨胀系数(coefficientofexpansion)、折
射系数(refractioncoefficient)和热弹系数(thermoelasticcoefficient)等.值得注

意,这些描述本质上是经验性的.
然而,自然科学总是在不断地发展.在充满喜悦的气氛中,一些敏锐的物理

学家已逐渐认识到经典物理学中潜伏着的危机.20世纪伊始,W.Thomson
(Kelvin勋爵)就指出栚:经典物理学的上空悬浮着两团乌云.第一团乌云涉及电动

力学中的“以太暠(aether).当时人们认为电磁场依托于一种固态介质,即“以太暠,
电磁场描述的是“以太暠的应力.但是,为什么天体能无摩擦地穿行于“以太暠之中?
为什么人们无法通过实验测出“以太暠本身的运动速度栛? 第二团乌云则涉及物体

的比热,即观测到的物体比热总是低于经典统计物理学中能量均分定理给出

的值.栜

任何重大科学理论的提出,都有其历史必然性.在时机成熟时(实验技术水平、
实验资料的积累、理论的准备等),就会应运而生.但科学发展的进程往往是错综复

杂的.通向真理的道路往往是曲折的.究竟通过怎样的道路,以及在什么问题上首

先被突破和被谁突破,则往往具有一定的偶然性和机遇.

1灡1灡1暋黑体辐射问题

冶金高温测量技术及天文学等方面的需要,推动了对热辐射的研究.例如,G.
Kirchhoff定律(辐射吸收与发射率之比,1859),J.Stefan四次方律(1884)等相继

提出.到19世纪末,已认识到热辐射与光辐射都是电磁波,已开始研究辐射能量在

不同频率范围中的分布问题,特别是对黑体(空窖)辐射进行了较深入的理论上和

实验上的研究.
当完全黑体(空窖)与热辐射达到平衡时,辐射能量密度E(毻)随频率毻的变化曲

线如图1灡1所示.E(毻)d毻表示空窖单位体积中频率在(毻,毻+d毻)之间的辐射能量.
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M.Tegmark,J.A.Wheeler,ScientificAmerican284(2001)68~75.100YearsofQuantum Mys灢
teries.

W.Thomson,Phil.Mag.2(1901)1,19thCenturyCloudsovertheDynamicalTheoryofHeatandLight.
对于第一个问题的回答是:电磁场本身就是物质存在的一种形式.作为实物的(material)“以太暠是

不存在的.对后一问题的阐明,则由 A.Einstein的狭义相对论(1905)给出.
第二个问题涉及体系的部分自由度被冻结,在本质上涉及物质体系的能量量子化.这个谜团只有在

尔后建立起来的量子物理学中才得以阐明.



W.Wien(1896)从热力学普遍理论考虑以及分析实验数据得出的半径验公式为栙

E(毻)d毻=c1毻3e-c2毻/Td毻 (1灡1灡1)

c1 与c2 是两个经验参数,T 为平衡时的温度.公式与实验曲线符合得不错.

图1灡1暋黑体辐射能量密度E(毻)随频率毻的变化示意图

但后来更精细和更全面的实验表明,Wien公式并非与所有实验数据都符合得那

样好,几位实验物理学家指出,在长波波段
踿踿踿踿踿

,Wien公式与实验有明显偏离
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这促使

Planck去改进 Wien公式,结果得出了一个两参数的公式栚,即(有名的Planck公式)

E(毻)d毻=
c1毻3d毻

ec2毻/T -1
(1灡1灡2)

与当时已有的几个公式相比,Planck公式不仅与实验符合得最好,而且形式也最

简单(Wien公式除外).
与此同时,J.W.Rayleigh(1900)与J.H.Jeans(1905)栛根据经典电动力学

和统计物理理论,得出了一个黑体辐射公式,即(Rayleigh灢Jeans公式)

·3·
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栛

W.Wien,Wied.Ann.58(1896)662.根据热力学普遍理论,E(毻,T)形式应取E(毻,T)=毻3f(毻/T).但函

数f(毻/T)的形式不能从普遍理论给出.M.Planck,Ann.derPhys.1(1900)719,文中对 Wien公式的理论基础

作了深入论证.
M.Planck,Verh.D.Phys.Ges.2(1900)202,文中提到了当时已知的黑体辐射公式,包括 Wien公式,

Thiesen公式,Lummer灢Jahnke公式,Lummer灢Pringsheim公式.但文中未提Rayleigh灢Jeans公式,详细情况可参阅

F.Hund,HistoryofQuantumTheory,chap2,p.25.书中提到实验物理学家 H.Rubens和F.Kurlbaum的工

作,发现低频部分 Wien公式与实验明显偏离.Planck听到此结果后,立即动手找另外的表达式.D.terHaar,

TheOldQuantumTheory,Part1,书中p.9提到Planck当时并不知道 Rayleigh灢Jeans公式.还可参阅 E.U.
Condon,PhysicsToday1962,No.10.

LordRayleigh,Phil.Mag.49(1900)539;Nature71(1905)559;72(1905)54,243.J.H.Jeans,Na灢
ture71(1905)607;72(1905)101,293;Proc.Roy.Soc.A76(1905)545.Rayleigh灢Jeans公式中前面的因子的

正确结果是1905年得出的,Jeans的工作就是纠正了前面的因子.Rayleigh灢Jeans公式的推导,例如,参阅王

竹溪,《统计物理学导论》(1957),曥41.



E(毻)d毻=8毿kT
c3 毻2d毻 (1灡1灡3)

其中c为真空中的光速,k(=1灡38暳10-23J/K)是Boltzmann常量.此公式在低频

部分与实验曲线还比较符合.但当毻曻曓时,E毻曻曓,是发散的,与实验明显不符,
历史上称为紫外灾难(ultra灢violetcatastrophe).[如果黑体辐射能量密度真的像

Rayleigh灢Jeans分布那样,人的眼睛盯着看炉子内的热物质时,紫外线就会使眼睛

变瞎(参见p灡1所引文献栙).]A.Einstein首先注意到Planck公式(1灡1灡2)在低频

极限(毻曻0)下将回到Rayleigh灢Jeans公式(1灡1灡3)(c1/c2=8毿k/c3)栙.
Planck提出这个公式后,许多实验物理学家立即用它去分析了当时最精确的

实验数据,发现符合得非常好栚.他们认为,这样简单的一个公式与实验如此符合,
绝非偶然,在这公式中一定蕴藏着一个非常重要但尚未被人们揭示出的科学原理.

1灡1灡2暋光电效应

19世纪末,由于电气工业的发展,稀薄气体放电现象开始引起人们注意.
J.J.Thomson(1856~1940)通过气体放电现象和阴极射线的研究,以及测量电

子的荷质比(charge灢to灢massratio),肯定了它是一种新的基本粒子(1896).在此之

前,H.Hertz(1888)已发现光电效应,但对其机制还不清楚.直到电子发现后,人
们才认识到这是由于紫外线照射,大量电子从金属表面逸出的现象栛.经过实验研

究,发现光电效应呈现下列几个特征:
(1)对于一定的金属材料做成的(表面光洁的)电极,有一个确定的临界频率毻c.

当照射光频率毻<毻c 时,无论光的强度多大,都不会观测到光电子从电极上逸出.
(2)每个光电子的能量只与照射光的频率

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿毻有关
踿踿

,而与光强度无关
踿踿踿踿踿踿.光强度只

影响到光电流的强度,即单位时间从金属电极单位面积上逸出的电子的数目.
(3)当入射光频率毻>毻c 时,不管光强度多微弱,只要光一照上,几乎立刻(曋10-9s)

观测到光电子.这与经典电磁理论计算结果很不一致栜.
以上三个特征中,(3)是定量上的问题,而(1)与(2)在原则上无法用经典物理

学来诠释.

·4·
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A.Einstein,Ann.derPhysik17(1905)132.是Einstein在1905年指出,对于黑体辐射,按经典理

论应得到 Rayleigh公式,而按Planck从理论上推导出的公式(Planck公式)

E(毻)=8毿h毻3

c3 · 1
eh毻/kT-1

(1灡1灡4)

在长波和高温极限下,Planck公式趋于 Rayleigh公式,即经典理论成立.与 Planck的经验公式(1灡1灡2)相
比,参数c1=8毿h/c,c2=h/k,k为Boltzmann常量.

E.U.Condon,PhysicsToday(1962),No.10,p.37.
A.Einstein,Ann.derPhysik17(1905)132,文中关于光电效应的实验及分析的资料提到了Lenard

的工作.见P.Lenard,Ann.derPhysik8(1902)149.
见p.1所引文献栙.



1灡1灡3暋原子的线状光谱及其规律

最原始的光谱分析始于 Newton(17世纪),但直到19世纪中叶,人们把它应

用于冶金和化工等产业后才得到迅速发展.例如,R.W.Bunsen,G.Kirchhoff等

人开始利用不同元素所特有的标志谱线来做微量元素的成分分析.元素铷(Rb)与
铯(Cs)就是根据光谱分析才发现的.

由于光谱分析积累了相当丰富的资料,不少人对它们进行了整理与分析栙.

1885年,Balmer发现,氢原子的可见光谱线的波数焺毻 =1
毸=毻

c
,毸æ

è
ç

ö

ø
÷为波长 具有下

列规律(见图1灡2):

焺毻=R 1
22 -1

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,暋暋n=3,4,5,… (1灡1灡5)

R=109677灡581cm-1暋暋(Rydberg常量)

图1灡2暋氢原子光谱的Balmer线系

Balmer公式与观测结果的惊人符合,引起了光谱学家的注意.紧跟着就有不

少人对光谱线波长(波数)的规律进行了大量分析.例如,Rydberg对碱金属元素的

光谱进行过仔细分析,发现它们可以分为主(principal)线系、锐(sharp)线系及漫

(diffuse)线系等几个线系.每一线系的各条谱线的波数,都具有与式(1灡1灡5)类似

的规律.W.Ritz(1908)的组合规则(combinationrule)对此作了更普遍的概括.按
此原则,每一种原子都有它特有的一系列光谱项T(n),而原子发出的光谱线的波

数焺毻,总可以表示成两个光谱项之差,即
焺毻nm =T(n)-T(m) (1灡1灡6)

其中m 与n 是某些正整数.显然,光谱项的数目比光谱线的数目要少得多
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
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栙 关于19世纪光谱分析的情况,可参阅 H.Kayser,HandbuchderSpektroskopie,Bd.1(1900).对
于原子的线状光谱的规律性的探索,除 Balmer之外,Rydberg和 Ritz也有重要贡献.他们提出了组合规则

(combinationrule).见J.R.Rydberg,K.SvenskaVetensk,Ak.Handl.23,Nr.11(1890);Phil.Mag.29
(1890)331;Ann.Physik50(1893)629.W.Ritz,Z.Phys.9(1908)521;Astrophys.J.28(1908)237.Pas灢

chen根据组合原则研究氢原子光谱(红外区),得出了Paschen线系,焺毻=R 1
9 - 1

n( )2 ,n=4,5,6,…,参阅F.

Paschen,Ann.Physik27(1908)565.



这样,人们自然会提出以下一系列问题:原子光谱为什么不是连续分布
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

而是呈
踿踿

离散的线状光谱
踿踿踿踿踿踿踿

? 原子的线状光谱产生的机制是什么? 这些谱线的波长(波数)为
什么有这样简单的规律? 光谱项的本质又是什么?栙 ……

1灡1灡4暋原子的稳定性

1895年R昳ntgen发现了X射线.1896年A.H.Bequerrel在铀盐中发现了天

然放射性,后来才弄清楚,这些天然放射线由毩、毬及毭三种射线组成,其中毩射线

是由带正电的粒子(即氦原子核)组成,毬射线为带负电的电子组成,毭射线则为高

频电磁辐射.).1898年,Curie夫妇发现了放射性元素钋与镭.
19世纪末,电子与放射性的发现揭示出:原子不再是物质组成的永恒不变的

最小单位,它们具有复杂的结构,并可互相转化.原子既然可以放出带负电的毬粒

子来,而原子又是中性的,那么原子是怎样由带负电的部分(电子)与带正电的部分

结合起来的? 这样,原子的内部结构
踿踿踿踿踿踿踿

及其运动规律
踿踿踿踿

的问题就提到日程上来了.
J.J.Thomson(1904)曾经提出如下模型(Thomson模型):正电荷均匀分布在

原子中(原子大小曋10-8cm),而电子则在原子中作某种有规律的排列.1911年,

Rutherford用天然放射源发射出的毩灢粒子射向一个金箔片,以观测散射出去粒子

的角分布.他发现,在多数情况下,毩灢粒子只改变很小的方向,而只在偶然情况下,

毩灢粒子的方向有很大改变.如用原子的 Thomson模型去计算,无法解释大角度散

射现象.经过几个星期的分析,Rutherford发现,毩灢粒子只有在碰到一个体积很小

的带正电荷的粒子,才会出现毩灢粒子大角度散射现象.他提出:原子中正电部分集

图1灡3暋Rutherford的毩粒子对原子的散射

·6·

栙 值得提到,N.Bohr在发表他的划时代的三篇论文(1913年4月5日)之前,直到1913年2月都没有考

虑原子线状光谱的规律问题.到1913年3月初,他把论文送给 Rutherford时,文章中才有关于氢原子光谱的研

究,并告诉 Rutherford他已能解释氢原子光谱的规律.1913年初,H.M.Hansen自 G昳ttingen回到Copenhagen,
曾经问Bohr能否用他的理论解释光谱规律,Bohr说这可能是极为困难的.Hansen把Rydberg的简单规律告诉

了Bohr.可见Bohr是在很晚的阶段才把光谱规律吸收到他的理论中去.后来Bohr说,他看到Balmer公式后,
一切问题都趋于明朗.令人惊奇的是,发现光谱规律的Rydberg就在瑞典的Lund大学工作(Lund与Copenhagen
近在咫尺),想必与Bohr有经常接触.但Bohr在如此长时间对这方面工作并不了解,尚未触及此问题,而这问题

正是他的理论解决得最出色的部分(Hund,HistoryofQuantumTheory,p.70).



中在很小区域中(<10-12cm),原子质量主要集中在正电部分,形成“原子核暠,而电

子则围绕着它运动(与行星绕太阳运动很相似),这就是今天众所周知的“原子有核

模型暠.
Rutherfold模型可以很好地解释毩粒子的大角度偏转,但遇到了如下两大难题:
(1)原子的稳定性

踿踿踿踿踿踿
问题.电子围绕原子核旋转的运动是加速运动.按照经典电

动力学,电子将不断辐射能量而减速,轨道半径随之不断缩小,最后将掉到原子核

上去,原子随之塌缩(其寿命估算为氂~10-12s,见p灡1所引文献栙),并相应发射出

一个很宽的连续辐射谱,这与观测到的原子的线状光谱矛盾.此外,Rutherford模

型原子对于外界粒子的碰撞也是很不稳定的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.但现实世界表明,众多原子稳定地存

在于自然界.矛盾尖锐地摆在人们面前,如何解决呢?
(2)原子的大小

踿踿踿踿踿
问题.按19世纪经典统计物理学的估算,原子的大小约为10-10

m.在Thomson模型中,根据电子的空间排列构形的稳定性,可以找到一个合理的特

征长度.而在经典物理的框架中来考虑Rutherford模型,却找不到一个合理的特征长
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

度
踿.根据电子质量me 和电荷e,在经典电动力学中可以找到一个特征长度,即rc=e2/

mec2(经典电子半径)曋2灡8暳10-15m烆10-10m,它完全不适合用以表征原子的大小.
何况原子中电子的速度v烆c,看来光速c不应出现在原子的特征长度中.

1灡1灡5暋固体与分子的比热问题

固体中每个原子在其平衡位置附近作小振动,可以看成是具有三个自由度的

图1灡4暋固体比热随温度变化示意图

粒子.按照经典统计力学,其平均动能与势能

均为3
2kT,总能量为3kT.因此,一克原子固体

物质的平均热能为3NkT=3RT(N=6灡023暳
1023是 Avogadro常量,R=Nk 称为气体常

量).因此,固体的定容比热为

CV =3R=5灡958cal/K=24灡9J/K
此即Dulong灢Petit经验定律(1819)栙.但后来实

验发现,在极低温下
踿踿踿踿踿

,固体比热都趋于
踿踿踿踿踿踿踿0,如图

1灡4所示.这原因是什么? 此外,若考虑到原子由原子核与若干电子组成,为什么原

子核与电子的这样多自由度对于固体比热都没有贡献? (Boltzmann佯谬,1890.)
多原子分子的比热也存在类似的问题.例如,双原子分子(N2,O2,H2,CO

等),可以认为有5个自由度(三个平动自由度及两个转动自由度),比热应该为
5
2R曋5cal/K.在常温下,观测结果的确与此相近.但在温度低于60K后,它们的比

热都下降到了3cal/K左右.这原因又是什么?

·7·
栙 P.L.Dulong,A.T.Petit,Ann.Chim.10(1819)395.



量子理论就是在解决这些生产实践和科学实验同经典物理学的矛盾中逐步建

立起来的.

1灡2暋Planck灢Einstein的光量子论

历史上,量子理论首先在黑体辐射问题上突破.1灡1节已经提到,由于 Wien的

黑体辐射公式在低频部分与实验结果有明显偏离,Planck在解决此问题的探索

中,提出了(1900年10月19日)一个新的黑体辐射公式(Planck公式).一方面由

于Planck公式与实验的惊人符合,另一方面由于公式十分简单,在实验物理学家

的鼓励下,Planck进一步去探索这公式所蕴含的更深刻的本质.经过近两个月紧

张努力,他发现(1900年12月4日)栙,如果作下列假设,就可以从理论上推出他找

到的黑体辐射的公式栚.这个假设是:对于一定频率毻的电磁辐射,物体只能以h毻
为单位吸收或发射它,h为一个普适常量(后来人们称之为Planck常量).换言之,
吸收或发射电磁辐射只能以
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

“量子
踿踿

暠方式进行
踿踿踿踿

,每个
踿踿

“量子
踿踿

暠的能量为
踿踿踿踿

毰=h毻 (1灡2灡1)
这种吸收或发射电磁辐射能量的不连续性概念,在经典力学中是无法理解的.所以

尽管Planck的假设可以解释他的与实验符合得非常好的黑体辐射公式,却并未引

起很多人的注意栛.
首先注意到量子假设有可能解决经典物理学所碰到的其他困难的是 A.Ein灢

stein栜.他在1905年用Planck的量子假设去解决光电效应问题,进一步提出了光

·8·

栙

栚

栛

栜

M.Planck,Verh.D.Phys.Ges.2(1900)202,提出黑体辐射公式.M.Planck,Verh.D.Phys.
Ges.2(1900)237,提出理论解释,正式论文发表于:M.Planck,Ann.derPhysik4(1901)553.他在假设毰=h毻
之下,得出了黑体辐射公式

E毻=8毿h毻3

c3
1

exp(h毻/kT)-1
即c2=h/k,c1=8毿h/c3.Planck本人强调,为要与实验符合,h必须取有限值

踿踿踿
,而经典物理理论则要求h曻0.

Planck后来写道:“……这个很特别的常数h的物理意义的阐明,是极困难的理论问题,它的引进导致经典物

理理论失效,这比我最初的认识要基本得多……暠.但直到 Einstein引进光量子概念之后,h的物理意义及

Planck理论的基础才搞清楚(D.terHaar,TheOldQuantumTheory,p.13~14).
Planck公式的推导可参阅王竹溪,统计物理学导论,曥42,1957,或E.T.Whittaker,AHistoryofthe

TheoriesofAetherandElectricity,chap.3,1951;D.terHaar,TheOldQuantumTheory,chap.1,1967.
例如,J.W.Gibbs,ElementaryPrinciplesofStatisticalMechanics(1902)及J.H.Jeans,Kinetic

TheoryofGases(1904)两书均未提及Planck的工作.
A.Einstein,Ann.derPhysik17(1905)132.在此期刊的同一卷中,Einstein连着发表了三篇划时代的

论文.此文是其中第一篇.另外一篇是关于Brown运动,一篇是关于狭义相对论.由于第一篇论文引进光量子概

念他得到 Nobel物理学奖(不是因为提出狭义相对论).应当提到,不少人常说Einstein1905年的文章主要是去

解释光电效应,但实际情况并非如此.事实上,当时光电效应的测量还没有达到那样高的精度足以指明它与经

典行为确切背离(D.terHaar,TheOldQuantumTheory,p.15).关于光电效应的讨论只占文章很小一部分

(第8节).文中用了很大篇幅讨论黑体辐射规律不能纳入经典 Maxwell理论.第7节讨论荧光现象(Stokes规

则,发射光频率低于入射光频率),第9节讨论气体分子在紫外光照射下的游离现象.



量子概念栙,即认为辐射场就是由光量子组成,每一个光量子的能量与辐射场的频

率的关系是

E=h毻 (1灡2灡2)
并根据狭义相对论以及光量子以光速c运动的事实得出,光量子的动量p与能量

E 有如下关系:

p=E/c (1灡2灡3)
因此,光量子的动量p与辐射场的波长毸有下列关系:

p=h/毸 (1灡2灡4)
当采用了光量子概念之后,光电效应现象即可迎刃而解.当光量子射到金属表

面时,一个光量子的能量可能立即被一个电子吸收.但只当入射光频率足够大,即
每一个光量子的能量足够大时,电子才可能克服脱出功A 而逸出金属表面栚.逸出

表面后,电子的动能为

1
2mv2 =h毻-A (1灡2灡5)

当毻<毻c=A/h(临界频率)时,电子无法克服金属表面的引力而从金属中逸出,因
而没有光电子发出.

A.Einstein(1907)还进一步把能量不连续的概念用到固体中原子的振动上

去,成功地解决了在温度T曻0K时固体比热趋于0的现象栛.这时,Planck的光的

能量不连续性概念才引起人们的注意.
在这里可以看到,人们对于光的本性的认识是螺旋式上升的.在17世纪,Newton

认为光是由微粒组成的(微粒说).由于Newton在学术界的崇高权威,光的微粒说长期

占主导地位.Huygens倡议的光的波动说,只是在19世纪20年代经过 Young,Fresnel
等的光的干涉与衍射实验证实之后,才为人们普遍承认.到19世纪下半叶,经过 Max灢
well,Hertz等人的工作,肯定了光是电磁波.而后来发现的光电效应及黑体辐射所揭示

出的困难又促使人们重新认识到光的粒子性一面.但Planck灢Einstein的光量子论绝非

Newton微粒说的简单复归,而是认识上的一个大飞跃.光是粒子性与波动性矛盾的统

一体.从Planck灢Einstein关系式(1灡2灡2)和(1灡2灡4)中就可以看到,作为一个“粒子暠的光

量子的能量E和动量p,是与电磁波的频率毻和波长毸不可分割地联系在一起的.在不

同的条件下,主要矛盾方面会发生转化.例如,在干涉和衍射实验的条件下,光的波动性

就成为主要的矛盾方面,光就表现出像“波暠,而在原子吸收或发射光的情况下,光的粒

子性就成为主要的矛盾方面,光就表现出像“粒子暠.

·9·

栙

栚

栛

现今人们所用的“光子暠(photon)一词是1926年由 G.N.Lewis,Nature18,Dec.1926)提出的.但
此概念的实质在Einstein一文中已给出.

两个或多个光子同时被一个电子吸收的可能性是微不足道的,实际上不会出现.
A.Einstein,Ann.Physik22(1907)180,800;34(1911)170,590.P.Debye,Ann.Physik39(1912)

789.还可以参阅王竹溪,《统计物理学导论》(1957),曥60,固体比热的量子理论.



图1灡5暋Compton散射

光量子概念以及 Planck灢Einstein关系式,
在后来Compton散射实验(1923)中得到了直

接的证实栙.早在1912年 C.A.Sadler和 A.
Meshan就发现X射线被轻原子量的物质散射

后,波长有变长的现象.Compton建议把这种

现象看成 X射线的光子与电子碰撞而产生的.
假设在碰撞过程中能量与动量是守恒的

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,由于

反冲,电子带走一部分能量与动量,因而散射出

去的光子的能量与动量都相应减小,即 X射线

的频率相应变小而波长增大,如图1灡5所示.
在碰撞前电子速度很小,可视为静止.而且电子在原子中的束缚能,相对于 X

射线束中的光子能量,也很小栚,因此,可以视为自由电子.考虑到动量守恒律的要

求,光子与电子的碰撞只能发生在一个平面中.假设碰撞过程中能量与动量守

恒,即
h毻+mc2-h毻曚=Ee (1灡2灡6)

p-p曚=pe (1灡2灡7)
(1灡2灡6)2/c2-(1灡2灡7)2,并利用相对论中能量动量关系式

E2
e/c2-p2

e =m2c2

可得

1
c2(h毻+mc2-h毻曚)2-(p-p曚)2 =m2c2 (1灡2灡8)

对于光子,p=h毻/c,p曚=h毻曚/c,则

p·p曚=pp曚cos毴=h2毻毻曚
c2 cos毴

代入式(1灡2灡8),可解出

毻曚= 毻
1+ h毻

mc2(1-cos毴)

或

1
毻曚 = 1

毻
1+ h毻

mc2(1-cos毴[ ]) (1灡2灡9)

利用毸=c/毻,毸曚=c/毻曚,上式改写成

毸曚=毸+ h
mc

(1-cos毴) (1灡2灡10)

·01·

栙

栚

A.H.Compton,Phys.Rev.21(1923)483;22(1923)409.为此,Compton获1927年 Nobel物理

学奖.
实验上,常选用电子束缚能很小的物质,如石蜡.



令毸c=
h
mc=2灡43暳10-2痄(电子的Compton波长),则

毸曚=毸+毸c(1-cos毴)

殼毸=毸曚-毸=毸c(1-cos毴) (1灡2灡11)
由式(1灡2灡10)可清楚地看出,散射光的波长随角度增大而增加.理论计算所得公式

与实验结果完全符合.
从式(1灡2灡10)可以看出,散射的 X 射线波长与角度的依赖关系中包含了

Planck常量h.因此,它是经典物理学无法解释的.Compton散射实验是对光量子

概念的一个直接的强有力支持,因为在上述推导中,假定了整个光子(而不是它的

一部分)被散射.此外,Compton散射实验还证实了:(a)Planck灢Einstein关系式

(1灡2灡2)和(1灡2灡4)在定量上是正确的.(b)在微观的单个碰撞事件中
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,动量及能量
踿踿踿踿踿

守恒律仍然是成立的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(不仅是平均值守恒).栙

“微观的单个碰撞事件中,动量及能量守恒律仍然成立暠的结论,在后来发现的

“电子对湮没暠现象中也得到证实.1932年,C.D.Anderson在宇宙射线中观测到

正电子,其质量与电子同,电荷则同值异号.现在已有很多办法产生正电子e+ 和正

负电子对.例如,缺中子核的衰变产生e+ ,高能毭光子通过物质时在核电场附近产

生e+e- 对等.
一个正电子在经过物质时将与原子碰撞而失去大部分能量,逐渐减速,然后可

能被某原子捕获,最后与一个e- 一道湮没.在适当条件下,也可能与一个e- 形成

与氢原子类似的电子偶素,然后才湮没.在电子对湮没时,考虑到动量守恒,至少要

产生两个毭光子栚,即

e++e-曻n毭,暋暋n=2,3,…
在产生两个光子的情况下,两个光子的动量数值相同,但方向相反.设产生的光子

角频率为氊,则按能量守恒律,有

2淈氊 =2mc2暋暋(m 为电子静质量) (1灡2灡12)
即波长为

毸=2毿c
氊 = h

mc=0灡0243痄

与电子的Compton波长相同.上述分析结果与实验观测一致.从而再一次证实了

在微观的单个事件中,能量与动量守恒律仍然成立.
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N.Bohr,H.A.Kramers和J.C.Slater等人曾经认为,在微观过程中动量及能量是统计地守恒,
在单个事件中并不一定守恒.后来,W.Bothe和 H.Geiger(1924)用符合计数器进行仔细观测,否定了

Bohr等人的看法.A.W.Simon(1925)用云室仔细记录光子及反冲电子径迹,分析结果也否定了 Bohr等

人的看法.
例如,在e+e- 的质心系中来讨论.湮没前体系的动量为0.若湮没后只产生一个光子,而光子在任

何惯性系中速度均为c,动量都不为0,因此违反动量守恒.所以,至少要产生两个光子,这已为实验证实.



1灡3暋Bohr的量子论

Planck灢Einstein的光量子能量不连续的概念,必然会促进物理学其他重大疑

难问题的解决.当时正逢 Rutherford的原子有核模型提出,而用经典物理学来处

理Rutherford模型,既不能给出原子的一个特征长度,也无法说明原子的稳定性.
在此发生尖锐矛盾的时刻,Bohr把Planck灢Einstein的概念创造性地运用来解决原

子结构和原子光谱的问题,提出了他的原子的量子论栙.首先,从原子的稳定性的

分析中,Bohr深刻认识到在原子世界中必须背离经典电动力学
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,必须用新观念和

新原理来处理.正如 Bohr后来讲到栚,他从一开始就深信作用量子
踿踿踿踿

(quantumof
action)是解决原子问题的关键

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.Bohr的原子的量子论的主要贡献是,提出了两个

极为重要的概念(或者说假定),这可以认为是对大量实验事实深刻分析后所做出
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

的概括
踿踿踿

,即栛

(1)原子能够
踿踿踿踿

,而且只能够
踿踿踿踿踿

,稳定地存在于与离散的能量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(E1,E2,E3,…)相对
踿踿

应的一系列状态中
踿踿踿踿踿踿踿踿.这些状态称为定态(stationarystate).因此,原子能量的任何

改变,包括吸收和发射电磁辐射,都只能在两个定态之间以跃迁
踿踿

(transition)的方

式进行.
(2)原子在两个定态(分别属于能级En 和Em,设En>Em)之间跃迁时,吸收

或发射的辐射的频率毻是唯一的,由

h毻=En -Em暋暋(频率条件
踿踿踿踿

) (1灡3灡1)
给出.

简单说来,Bohr量子论中核心的思想有两条:一是原子具有能量不连续的定
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

态
踿

的概念,二是两个定态之间的量子跃迁
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

的概念以及频率条件
踿踿踿踿.它们在后来建立起

来的量子力学中,仍然被保留了下来.
对于Bohr提出的两条基本假定,我们再作一点补充说明:第一条假定涉及原

子能量的量子化及稳定性问题.Planck灢Einstein的辐射的量子论中提出,辐射与物
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Bohr于1911年9月赴英国剑桥,在J.J.Thomson领导的 Cavendish实验室作过短期逗留.翌年,
即赴 Manchester,在 Rutherford领导的实验室工作.不久即集中力量研究 Rutherford模型遇到的困难.
Thomson模型(1904提出)曾流行一时,几乎达十年之久,很少有人提到 Rutherford模型.Bohr以他深刻的

洞察力抓住这个问题,最后他成功地说明了氢原子光谱的规律性,写成了三篇划时代的论文[后人称之为“伟
大三部曲暠(GreatTrilogy)],题名为 OntheConstitutionofatomsandMolecules,发表在:N.Bohr,Phil.
Mag.,26(1913),1~25,471~502,857~875.

见 TheRutherfordMemorialLecture(1958),Proc.Phys.Soc.(London)78(1961).后转载于 N.
Bohr,AtomicPhysicsandHumanKnowledge,Vol.II(1963,NewYork,JohnWiley&Sons)一书中.

N.Bohr,Proc.Dan.Aca.Sc.(1918),(8)4,NoI,PartI,II.Proc.Dan.Aca.Sc.(1922),(8)4,No.
I,PartIII.转引自D.terHaar,TheOldQuantumTheory,p.43.这里几乎是逐字逐句从原文译出.



体(由原子组成!)之间交换能量(吸收或发射光)是以光量子方式进行.在Bohr理

论中提出了原子能量量子化的概念.这样,两个理论就显得十分和谐.关于稳定性

问题,除了表现在加速电子要放出辐射而丧失能量之外,还表现在 Rutherford模

型中原子对于外界(其他粒子)碰撞是极不稳定的,这些现象都迫使人们必须引进

原子能量量子化及定态之间量子跃迁的概念.有了这些概念之后,前面提到的关于

分子和原子比热的Boltzmann佯谬也就迎刃而解.
如果说原子能量量子化概念还可以从 Planck灢Einstein的光量子论中找到某

种启示,量子跃迁概念和频率条件则是Bohr很了不起的创见,Einstein对这一点

给予了极高的评价栙.按照经典电动力学,一个带电体系,如以某特征频率毻c 振动,
则体系可发出频率为n毻c(n=1,2,3,…)的辐射,换言之,辐射的频率总是与体系的

某一种振动特征频率的整倍数相联系.Bohr的重大贡献在于他把原子辐射的频率
踿踿踿踿踿踿踿踿

与原子的两个定态的能量差联系起来
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这样,光谱频率的 Rydberg灢Ritz组合原则

就能得到极好的说明.光谱项的物理意义也就搞清了,即焺毻nm =T(n)-T(m)正是

频率条件h毻nm=En-Em 的反映.T(n)=En/hc,光谱项
踿踿踿T(n)是与原子不连续的定

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
态能量
踿踿踿En 直接联系在一起的

踿踿踿踿踿踿踿踿.量子跃迁概念深刻地反映了微观粒子运动的特征
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,
而频率条件则揭示了
踿踿踿踿踿踿踿踿踿Rydberg灢Ritz组合原则的实质

踿踿踿踿踿踿踿.
当然,仅仅根据Bohr的两条基本假定,还不能把原子的离散的能级定量地确

定下来.Bohr解决此问题的指导思想是对应原理
踿踿踿踿

(correspondenceprinciple)———
在大量子数极限情况下

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,量子体系的行为应该趋向与经典力学体系相同.Bohr在

他的第一篇文章中,就根据对应原理的思想得出了一个角动量量子化条件栚,即电

子运动的角动量J只能是淈(=h/2毿)的整数倍

J=n淈,暋暋n=1,2,3,… (1灡3灡2)
关于如何根据对应原理来确定氢原子和一些简单体系的量子化能级和推导出

角动量量子化条件,将在本书卷栻第2章中讨论栛.直接根据对应原理思想来确定

一个体系的量子化能级,需要知道体系轨道运动的频率对能量E 的依赖关系

毻(E).一般说来,这是比较麻烦的.如果反过来,把角动量量子化条件作为出发点,
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栛

A.Einstein,Science113(1951)82.或见terHaar,TheOldQuantumTheory,chap4.Einstein在

分析了辐射现象与经典理论之间严重矛盾之后提到,他曾经企图修改理论物理基础去说明辐射现象,但一切

努力均告失败.对Bohr提出的量子跃迁和频率条件对光谱规律作出的漂亮解释,Einstein写道:“…appeared
tomelikeamiracle—andappearstomeasamiracleeventoday.Thisishighestformofmusicalityinthe
sphereofthought暠.

在Bohr第一篇论文中,角动量量子化条件是作为一个推论
踿踿

出现的.它并非Bohr理论中最基本的东

西.从历史事实来看,角动量量子化条件并不是Bohr一人的贡献.几乎与他同时,Ehrenfest在分析转子运动

的文章中,已提出了角动量量子化条件[见P.Ehrenfest,Verh.D.Phys.Ges.15(1913),451].Nicholson
在1912年发表的一系列文章中已提到让电子的轨道角动量等于淈[见J.P.Nicholson,MonthlyNot.Astr.
72(1912)49,139,677,692].Bohr的文章中就提到了 Nicholson的工作.

可参阅F.Hund,TheHistoryofQuantumTheory,Appendix.



往往可以比较容易求出体系的量子化的能级.这可能是当时一些人把注意力转向

研究量子化条件的原因之一.例如,Sommerfeld等栙为处理多自由度体系的周期

运动的能量量子化,给出了推广的量子化条件

曈pkdqk =nkh,暋暋nk =1,2,3,… (1灡3灡3)

其中qk、pk 代表一对共轭的正则坐标与动量,曈代表对周期运动积分一个周期.他们

还用量子化条件来处理中心力场中粒子运动的量子化问题,得到一些有价值的结果.
但后来Ehrenfest等人发现,表示成相空间积分形式的量子化条件式(1灡3灡3),有时会

导出很荒谬的结果栚.
Bohr根据对应原理思想,定量地求出了氢原子能级公式为

En =-2毿2me4

h2n2 =- me4

2淈2n2,暋暋n=1,2,3,… (1灡3灡4)

根据此能级公式和频率条件淈毻nm =En -Em,以及光谱项T(n)=En/淈c,可求出

Rydberg常量

R=2毿2me4

h3c
(1灡3灡5)

用当时已测得的m,e,h的数值,计算出Rydberg常量与光谱学中定出的精度很高

的Rydberg常量值相当符合.此外,根据Bohr理论,不但可以解释氢原子光谱中

已观测到的Balmer线系(在可见光区域)和Paschen线系(红外区),并且还预言在

紫外区存在另一个线系.第二年(1914),此线系果然被Lyman观测到了栛.原子能

量不连续的概念还在1914年为Franck和 Hertz的实验直接证实栜.Bohr还建议

把天文学上观测到的与氢原子光谱规律很相似的Pickering线系解释为 He+ 的光

谱.在此之前,A.Fowler在实验室中也曾经观测到此线系.Bohr理论提出后,Ev灢
ans重新仔细做了此实验,证明Bohr的看法完全正确.Einstein称赞Bohr的这个

预言是“最伟大的发现之一暠栞.这对于Bohr理论被人们承认起了很大作用.
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栞

W.Wilson,Phil.Mag.29(1915)795,但未做具体计算.Sommerfeld和Planck不知道 Wilson工作,
也提出此推广的量子化条件,并做了很多计算,特别对中心力场(不仅限于Coulomb场).见 A.Sommerfeld,

Stiz.Ber.M湽nchen(1915),425,457;Ann.derPhysik50(1916)5.M.Planck,Verh.D.Phys.Ges.17
(1915)407,438;Ann.derPhysik50(1916)385.

P.Ehrenfest&G.Breit,Proc.Ams.23(1922)989;Zeit.Physik9(1922)207.P.Ehrenfest&R.
C.Tolman,Phys.Rev.24(1924)287.Bohr也逐渐感到相空间积分形式所存在的问题(如用对应原理直接

去处理则不会出现那种荒谬结果).所以当他在 G昳ttingen讲学时(1922),曾经诙谐地表达这个思想:“Up
withtheCorrespondencePrinciple! DownwiththePhaseIntegral!暠(见F.Hund,TheHistoryofQuantum
Theory,p.84).

T.Lyman,Phys.Rev.3(1914)504.后来,1922年 Brackett发现 Brackett线系,1924年 Pfund发现

Pfund线系.见F.S.Brackett,Nature109(1922)209;H.A.Pfund,J.Opt.Soc.Am.9(1924)193.
J.Franck,G.Hertz,Verh.D.Phys.Ges.16(1914)457,512.
转引自 D.terHaar,TheOldQuantumTheory,p.42.



当然应该看到,尽管Bohr理论取得很大成功,首次打开了人们认识原子结构

的大门,它存在的问题和局限性也逐渐为人们发现.首先,Bohr理论虽然能成功地

说明氢原子光谱的规律性,但对于复杂原子光谱,甚至对氦原子光谱,Bohr理论就

遇到了极大的困难,不但定量上无法处理,甚至在原则上就有问题(这里有些困难

是与人们尚未认识到的电子的一个新的自由度———自旋的问题交织在一起).在光

谱学中,除了谱线的波长
踿踿

(频率
踿踿

或波数
踿踿

)之外,还有一个重要的观测量,即谱线的
踿踿踿

(相
对)强度

踿踿.这个问题,在Bohr理论中虽然借助于对应原理也取得了一些有价值的

结果,但却未能提供系统解决它的方法.此外,Bohr理论只能处理简单的周期运
踿踿踿

动
踿

,而不能处理非束缚态
踿踿踿踿

问题,例如,散射.再其次,从理论体系上来看,Bohr提出

的原子能量不连续概念和角动量量子化条件等,与经典力学是不相容的,多少带有

人为的性质,并未从根本上解决不连续性的本质.所有这一切都推动着理论进一步

发展,而量子力学就是在克服这些困难和局限性中发展起来的.
在今天看来,Bohr的量子论已经为量子力学所代替.但是Bohr提出的一些最

基本的概念(原子定态能量的量子化,量子跃迁概念,频率条件等)至今仍然是正确

的,并在量子力学中被保留了下来.而且Bohr的深刻的思想,在很长一段时间内,
对量子力学的建立和对近代物理的发展都有重要的影响.特别是对应原理的思想,
作为经典力学和量子力学的桥梁,在量子力学建立的过程中(例如,对 Heisenberg
和 Kramers关于色散问题的工作)起过积极的作用.所以有人称Bohr的量子论为

“对应原理的量子力学暠(TheQuantum MechanicsoftheCorrespondencePrinci灢
ple)栙,它与Planck和Einstein关于辐射的量子理论一道,实际上扮演了“简单体

系的暂时的量子力学暠(AProvisionalQuantum MechanicsofSimpleSystems)的
角色.Heisenberg的矩阵力学的提出,可以认为是Bohr对应原理的逻辑上发展的

结果栛 .

[注]暋对应原理

“对应原理暠(correspondenceprinciple,CP)一词首先出现在 N.Bohr的旧量子论中.按此

原理,当量子数很大(或者说,可以忽略Planck常数,h濚0)的情况下,原子及其辐射的量子理论

将渐近地趋于经典理论.实际上,CP的基本思想已蕴含在 Bohr的1913年的文献[N.Bohr,

PhilosophicMagazine26,1;或 NielsBohr,CollectedWorks,L .Rosenfeld 主编,North灢Hol灢
land,Amsterdam,1976.]及以后的几篇文章中.但“correspondence暠一词并未出现,他只用了

“analogy暠一词,以描述经典与量子理论的关系.后来在1920年 [N.Bohr,Z.Physik2(1920)

423],特别是1922年他获 Nobel物理学奖的演讲辞中,才使用“correspondence暠一词,以讲述原

子及其光辐射谱线频率和强度的经典和量子理论的关系.但在他所有的文献中,他从未明确地

表述此原理.
文献G.Q.Hassoun&D.H.Kobe,Am.J.Phys.57(1989)658提到,CP有两种表述:(1)Planck表

·51·
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述,[见 M.Planck,VerlesungeniiberdieTheoriederWarmestrahlung ,1906,1sted.],即h濚0
情况下,量子理论趋于经典理论.他想表述,当h濚0情况下,黑体辐射的能量密度将回到 Ray灢
leigh灢Jeans公式.(2)Bohr的表述.Bohr在1913年的文章提到,他的氢原子模型中的一个电子

在相邻的能级之间跃迁频率,在大量子数极限的情况下,将趋于经典圆轨道上电子的频率.但通

常人们还是把对应原理的提出归功于 Bohr.对应原理在量子力学的建立中,起了桥梁的作用.
关于对应原理的更详细的讨论,见本书卷栻,第2章.

有人把下列两种提法进行类比:(1)h濚0情况下量子力学(QM)趋于经典力学(CM)的对应

关系.(2)c濚曓情况下,Einstein的特殊相对论(STR)趋于经典力学理论.D.Bohm [Quantum
Theory,1951,625页.]认为,STR 的表述可以不必提及经典力学,但对于 QM,这是不可

能的.
还有人认为,h和c都是普适常数(universalconstant),h濚0与c濚曓的提法都不够确切.

更确切的提法应该是:
(1)S/淈濚曓 ,S是体系的特征作用量(action).例如,圆轨道上运动的电子的角动量J,按

照旧量子论,J=n淈,J/淈=n濚曓 (大量子数极),QM濚CM.两种表述是等价.
(2)v/c濚0(低速极限下实物粒子的运动),STR濚CM.

对应原理的一些简单应用实例,可参阅F.S.Crawford,Am.J.Phys.57(1989)621.

1灡4暋deBroglie的物质波

在Planck与Einstein的光量子论及Bohr的原子量子论的启发之下,考虑到

光具有波动 粒子二象性(两者通过E=h毻,p=h/毸联系起来),deBroglie根据类

比的原则,设想实物粒子(指静质量m曎0的粒子)也可能有粒子 波动二象性栙,只
不过其波动性尚未被人们认识到.这两方面必有类似的关系式相联系,而Planck
常量必然出现其中.有关历史情况,可参见deBroglie的文章栚 .

deBroglie仔细分析了光的微粒说及波动说发展的历史,并注意到了19世纪

Hamilton曾经阐述过的几何光学与经典粒子力学的相似性栚,提出了物质波假
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L.deBroglie,Nature112(1923)540,是只有一页的短文,为此工作,他获1929年Nobel物理学奖.
中译文见北京大学学报(自然科学版),2002年增刊,百年物理,p.24

L.deBroglie,TheBeginningsof WaveMechanics[载于 WaveMechanics,thefirstfiftyyears
(1973),W.C.Price等编,UniversityofLondonKing暞sCollege,Butterworth& Co.]提到:“……(1919年

以前)我的注意力特别为Planck,Einstein和Bohr关于量子理论的工作吸引住了.从Einstein提出的光量子

论中,我认识到光辐射中波与粒子共存乃是自然界本身最核心的一个事实.……在1923年,下列想法突然浮

现在我心头,即波与粒子共存绝不应仅局限于Einstein研究过的情况,而应推广到所有粒子.将这思想应用

于电子,看来就必须解释Bohr关于原子的定态理论中提到的电子在原子中运动的离奇性质.……在我的

1923年的文章和1924年学位论文中,我已经能对 Bohr原子理论中提出的量子化条件给出第一个解释,说
明波在原子中的传播与几何光学近似是协调的.这是不严格的,但提供了一个初步的和令人十分注目的对量

子化条件的诠释.在我的学位论文中还探讨了许多其他有趣的想法,特别是关于 Fermat原理与 Maupertuis
最小作用原理的最终统一.……暠.



说栙.人们知道,几何光学的三条基本定律(在均匀、各向同性介质中光线沿直线传

播,反射定律及折射定律)可以概括为Fermat原理(亦称最短光程原理),即

毮曇
B

A

dl
v =0 (1灡4灡1)

式中v=c/n为介质中光速,c为光在真空中的速度,n=c/v为介质的折射系数.
式(1灡4灡1)还可表示为

毮曇
B

A
ndl=0 (1灡4灡2)

上式表示,光线从A 点到B 点实际上所走路径,比起相邻的其他可能的路径来说,

光程曇
B

A
ndl应取极值(图1灡6).

图1灡6

另一方面,按照经典粒子力学,在势场V 中运动的一

个粒子从A 点到B 点实际上所走轨道,由 Maupertuis的

最小作用原理确定,即

毮曇
B

A
pdl=毮曇

B

A
2m(E-V)dl=0 (1灡4灡3)

其中m 是粒子质量,p 是粒子动量,E 是粒子能量.式
(1灡4灡3)表明,粒子从A 到B 所走的实际轨道的“作用积

分暠(actionintegral)曇
B

A
pdl,比起相邻的其他可能的轨

道,应取极值.
根据上述分析与类比,deBroglie提出,与具有一定能量E 及动量p 的粒子相

联系的波(他称为“物质波暠(matterwave))的频率及波长分别为

毻=E/h,暋毸=h/p (1灡4灡4)
他提出的这个假设,一方面是企图把实物粒子与光的理论统一起来,另一方面是为

了更自然地去理解微观粒子能量的不连续性栚,以克服Bohr量子化条件带有人为

性质的缺点.deBroglie把原子中的定态(stationarystate)与驻波 (stationary
wave)联系起来,即把粒子能量的量子化与有限空间中驻波的频率及波长的不连

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
续性联系起来
踿踿踿踿踿踿.虽然从尔后建立起来的量子力学的观点来看,这种联系还有不确切

之处,能处理的问题也很有局限性,但它的物理图像是很有启发性的.
例如,在氢原子中做稳定的圆轨道运动的电子所相应的deBroglie驻波的一
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L.deBroglie,LeJournaldePhysiqueetlaRadium7(1926)1.
D.Bohm,QuantumTheory,(1954),p.70,对此有仔细讨论.F.Bloch,PhysicsToday1976,No.

12,p.24的文章中提到,1924年他在瑞士苏黎世大学亲自听过Schr昳dinger的报告.Schr昳dinger谈及按照

deBroglie的物质波的思想,从驻波(standingwave)条件,可得出Bohr和Sommerfeld的量子化法则.当时资

深物理学家 Debye也在座,他指出:Schr昳dinger的想法是幼稚的,真正地研究波动,必须有波动方程.看来,

Schr昳dinger考虑了 Debye的建议.在后来的一次报告中,就给出了他的波动方程.M.Born在获 Nobel物理

学奖时的报告中提到,deBroglie和Schr昳dinger都有这种想法.



种波形,如图1灡7所示.驻波条件要求:波绕原子核传播一周后应光滑地衔接起来,
否则叠加起来的波将会由于干涉而相消.这就对轨道有所限制,即圆轨道的周长应

该是波长的整数倍:2毿r=n毸,n=1,2,3,…
即

毸=2毿r/n,暋暋n=1,2,3,… (1灡4灡5)
再利用deBroglie关系毸=h/p,即可得到p=nh/2毿r,因而粒子的角动量为

J=rp =nh
2毿=n淈,暋暋n=1,2,3,… (1灡4灡6)

图1灡7暋圆轨道上的驻波 图1灡8暋无限深方势阱内的驻波

这正是Bohr的角动量量子化条件.这样,就从物质波的驻波条件比较自然地得出

了角动量的量子化条件.
又例如,在无限深方势阱中运动的粒子(图1灡8),相应的物质波限制在[0,a]

区域中传播.在此区域之外,以及x=0和a两个端点上,波幅应为0,即x=0和a
是波的节点,这与两端固定的弦振动相似.按驻波条件,n毸

2 =a,n=1,2,3,…

即

毸=毸n =2a
n

,暋暋n=1,2,3,… (1灡4灡7)

可见驻波的波长是不连续变化的(图1灡8).再利用deBroglie关系式,即可得出粒

子的动量及能量的可能取值

p=pn =h/毸n =nh
2a暋暋暋暋暋暋

E=En =p2
n/2m = n2h2

8ma2 = 毿2淈2

2ma2n
2 (1灡4灡8)

它们都是不连续的.由此人们可以较自然地理解,为什么束缚粒子的能量是量子化的.
物质波假设提出以后,曾经使很多物理学家(包括 Langevin等)感到震惊.人

们自然会问,物质粒子既然是波,为什么人们在过去长期实践中把它们看成粒子,
·81·



却并没有犯什么错误呢? 为此,追溯一下人类对光的认识的发展历史是有意义的.
在17世纪,牛顿(I.Newton,1642~1727)认为光由微粒组成,并且在均匀介质中

作直线传播.直到19世纪 T.Young(1773~1829)等通过双缝实验肯定了光的干

涉与衍射现象之后,光的波动性才为人们确认.但光的干涉和衍射现象只有当仪器

的特征长度(例如双缝宽度)与光波长可相比拟的情况下才明显.例如,对比一下光

的针孔成像与圆孔衍射实验是有趣的.针孔成像可以用光的直线传播来说明,即用

几何光学来处理是恰当的.但平常所谓“针孔暠,其大小(例如曋10-2cm)比可见光

的波长[毸曋(4000~7000)痄<10-4cm]仍然大很多.但如把针孔半径a不断缩小,
当a曋毸时,针孔成像将不复存在,而出现圆孔衍射花样.这时用几何光学来处理就

不恰当,而波动光学就成为必需的了.
deBroglie认为,物质粒子的波动性与光有相似之处.但由于h是一个很小的

量,实物粒子的波长实际上是很短的.在一般宏观条件下,波动性不会表现出来(粒
子性是主要矛盾方面),所以用经典力学来处理是恰当的.但是到了原子世界中(原
子大小曋1痄),物质粒子的波动性便会明显表现出来.此时,经典力学就无能为力

了,正如几何光学不能用来处理光的干涉与衍射现象一样.因此,处理原子世界中

粒子的运动,就需要一种新的力学规律———波动力学.这个问题是Schr昳dinger在

1926年解决的.

练习1暋对于非相对论粒子,动能E=1
2mv2,动量p=mv= 2mE,deBroglie波长毸=h/p

=h/mv=h/ 2mE.对于m=1g的宏观粒子,设v=1cm/s,可以计算出毸曋10-26cm,波长非常

小(烆原子大小~10-8cm),所以在宏观世界中很难观测到粒子的波动性.
练习2暋一个具有能量10eV的自由电子,求其波长.在非相对论情况下,质量为m,能量为

E的自由粒子,deBroglie波长毸=h/p=h/ 2mE.若E 用eV 为单位,对于电子(m=9灡11暳

10-28g),有暋暋

毸= 150
E 痄 (1灡4灡9)

练习3暋一个具有5MeV能量的毩粒子穿过原子时,可否用经典力学来处理? 设枪弹质量

为20g,飞行速度为1000m/s,求其deBroglie波长,并讨论有无必要用波动力学来处理.

练习4暋对于高速运动粒子(E烅mc2),E= p2c2+m2c4曋pc,deBroglie波长为

毸暋- = 毸
2毿=淈c

E 曋200
E

(1灡4灡10)

式中E用 MeV为单位,毸暋-用fm为单位.设想用高能电子散射去探测原子核或核子的电荷分布

的细节,对电子能量E有何要求? (核子大小曋fm,中等原子核的半径曋5fm).

实物粒子的波动性的直接证明,是在1927年才实现的栙.Davisson和 Germer
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栙 G.J.Davisson,L.H.Germer,Phys.Rev.30(1927)705.G.P.Thomson,ProcRoySoc.A(London)

117(1928)600;Nature120(1927)802.为此,Davisson和Thomson获1937年 Nobel物理学奖.



用具有一定能量(波长)的电子垂直地射向金属镍单晶(立方晶)的磨光平面[例如,
(1,1,1)晶面]上,观测不同角度上的反射波强度,他们观测到与 X光相似的衍射

现象.在磨光的平面上成列地排列着整齐的原子,这晶面可以看成许多线型光栅的

集合.对于不同的磨光晶面,光栅常数也不相同.在垂直入射的情况下(图1灡9),单
晶表面等效于一个反射光栅,其光栅间距a依赖于晶格常数及磨光平面的取向.当
下列条件满足时,将出现反射波加强:

asin毴=n毸,暋暋n=1,2,3,… (1灡4灡11)

图1灡9暋电子对晶体光栅的衍射示意图

根据入射电子的能量,可计算出其波长[见
式(1灡4灡9)],然后代入式(1灡4灡11),可以求出

反射波强度的峰值将出现于下列方向:

毴n =arcsin(n毸/a),暋暋n=1,2,3,…
此预期值与实验观测相符.

后来很多实验都证实,不仅是电子,而且

质子、中子、原子、分子等都具有波动性栙.波踿
动性是物质粒子普遍具有的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.物质粒子的波

动性在现代科学实验与生产技术中有广泛应用.例如,电子显微镜,慢中子衍射技

术,可用来研究晶体结构与生物大分子结构等.
最近 Arndt等人又观测到C60分子束的衍射现象栚.这是迄今已在实验上观测

到其波动性的质量最重、而且结构最复杂的粒子.在他们的实验中,从约1000K的

高温炉中升华出来的C60分子束,C60分子最可几速度v=200m/s,殼v/v曋60%,经
过两条准直狭缝(collimationslits),然后射向一个 SiNx 光栅(光栅每条缝宽

50nm,缝距100nm),测得的衍射图像如图1灡10(a)所示.

[注1]暋有人提出,如让宏观粒子的速度不断变慢(v曻0),则deBroglie波长将不断变长,
因而可以观测到粒子的波动性.你对此有何看法?

注意,宏观粒子平常处于热平衡状态.按经典统计力学,粒子热运动能E~kT,k是 Boltz灢

mann常量,T 为温度(绝对温标).因此粒子热运动动量p~ 2mkT,deBroglie波长毸~h/

2mkT曍1/ mT,只当m 很小,T曻0K时,才能观测到波动现象.例如金属的超导现象,载流

子是Cooper电子对,m=2me(me 是电子质量),质量很小,在T曋4灡2K(对于金属汞)就出现超

导现象.而 对 于 稀 薄 碱 金 属 原 子 气 体 的 BEC(Bose灢Einsteincondensation)现 象,只 当 T~
nK(10-9K)情况下才可能观测到.

[注2]暋对于辐射场量子,即光子,E=pc.对于电磁波毻毸=c,按deBroglie关系式,毸=
淈/p和毻=E/h,是自洽的.对于非相对论情况下的实物粒子,处于势场V 中,势能有一个常数不
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I.Estermann,O.Stern,Zeit.Phys.61(1930)95,观测到分子束的波动性.H.Halban,P.Prei灢
swerk,C.R.Acad.Sci.203(1936)73,观测到中子的波动性.W.Schollkopf,J.Toennies,Science266
(1994)1345,观测到vanderWalls结团(cluster)的波动性.

M.Arndtetal.,Nature401(1999),680.



定性,因而粒子能量E以及毻=E/h,都有一个常数不定性.所以关于deBroglie关系式的实验验

证,只涉及波长毸=h/p,而不涉及毻=E/h.参见p.16所引文献栙.

图1灡10暋C60分子(fullerens)的干涉图像栙

(a)实验记录(圆圈)是每50秒的C60分子计数.实线所示是用 Kirchhoff衍射理论拟合的结果.波
长毸=h/Mv,M 是C60分子质量,v是其速度.光栅的相邻缝距为100nm,每条缝宽50nm.由图可以

清楚看出中央的干涉图像高峰和两侧一级衍射峰和谷.
后来在实验上又做了改进,C60分子最可几速度v=117m/s,殼v/v=17%,这样就清晰地观测到更

多的干涉波峰和波谷,详见 O.Nairz,M.Arndt,A.Zeilinger,Am.J.Phys.71(4),(2004)319.
(b)上述干涉装置中,不设置光栅情况下的C60分子的记录(每秒C60分子计数).

1灡5暋量子力学的建立

量子力学理论体系是在1923~1927年这一段时间中建立起来的.两个等价的

理论———矩阵力学
踿踿踿踿

与波动力学
踿踿踿踿

几乎同时提出.
矩阵力学的提出与Bohr的早期量子论有很密切的关系.W.Heisenberg一方

面继承了早期量子论中合理的内核,例如,原子能量量子化和定态,量子跃迁和频

率条件等概念,但同时又摒弃了早期量子论中一些没有实验根据的概念,例如,电
子轨道的概念.Heisenberg认为任何物理理论只应涉及可以观测的物理量,对于

·12·
栙 M.Arndtetal.,Nature401(1999)680.



建立微观现象的正确理论,尤其要注意这点.Heisenberg,Born与Jordan的矩阵力

学栙,赋予每一个物理量以一个矩阵,它们的代数运算规则与经典物理量不相同,
遵守乘法不可对易的代数.量子体系的有经典对应的各力学量(矩阵,或算符栚)之
间的关系(矩阵方程,或算符方程),形式上与经典力学相似,但运算规则不同.在矩

阵力学建立过程中,Bohr的对应原理
踿踿踿踿

思想起了重要的作用栛.
波动力学与早期量子论的关系,表面看来,不像矩阵力学那样密切,但实则殊

途同归.波动力学来源于L.deBroglie的物质波的思想栜.deBroglie在研究了力

学与光学的相似性之后,企图找到实物粒子与辐射的统一的理论基础,提出了下列

假定:波动 粒子两象性是微观客体的普遍性质
踿踿 踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(包括静质量m曎0的实物粒子以

及辐射).他从这概念出发,比较自然地导出了量子化条件.Schr昳dinger在deBro灢
glie物质波假设的启发下,找到了一个量子体系的波动方程———Schr昳dinger方

程栞,它是波动力学的核心.与矩阵力学一样,Schr昳dinger用他的波动方程(本征

值问题)成功地解决了氢原子光谱等一系列重大问题.接着Schr昳dinger还证明,
矩阵力学与波动力学是等价的,是同一种力学规律的两种不同形式的表述栟.量子

理论还可以更为普遍地表述出来.这是 Dirac和Jordan等人的贡献栠.后来,人们

习惯把矩阵力学和波动力学统称为量子力学.
虽然量子力学对于处理过去许多悬而未决和范围广泛的问题的威力,很快就

使人心悦诚服,但完全搞清这个理论的物理涵义却花了稍长的时间栢.量子理论的

诠释及内部的自洽性,是在Born对波函数的统计诠释提出之后才得以解决栣.到
此,量子力学仍属非相对论性的.Dirac的相对论波动方程(Dirac方程)以及电磁场
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W.Heisenberg,Zeit.Physik33(1925)879.M.Born,P.Jordan,Zeit.Physik34(1925)858.M.
Born,W.Heisenberg,P.Jordan,Zeit.Physik35(1926)557.W.Heisenberg,P.Jordan,Zeit.Physik37
(1926)263.

M.Born,N.WienerZeit.Physik36(1926)174.P.A.M.Dirac,Proc.Roy.Soc.(London)111
(1926)281.

A.Messiah,QuantumMechanics,vol.1,p.45~48,对矩阵力学和波动力学提出的历史背景和主

导思想给出了很精练的介绍.还可参见彭桓武,徐锡申,《理论物理基础》,(北京大学出版社,1998),

曥9灡1灡4,曥9灡1灡5.
L.deBroglie,ComptesRendus177(1923)507,Nature112(1923)540.
E.Schr昳dinger,Ann.derPhysik79(1926)361,489;80(1026)437;81(1926)109.
E.Schr昳dinger,Ann.derPhysik79(1926)734.
P.A.M.Dirac,Proc.Roy.Soc.(London)A112(1926)661.P.Jordan,Zeit.Physik37(1926)

383;38(1926)513.P.A.M.Dirac,ThePrinciplesofQuantum Mechanics,4thed.,1958.
P.Robertson,TheEarlyYears,TheNielsBohrInstitute,1921~1930(AkademiskForlag,Co灢

penhagen,1979).
M.Born,ZeitPhysik38(1926)803;W.Heisenberg,Z.Physik43(1927)172;N.Bohr,Natur灢

wissenschaften16(1928)245,17(1929)483,18(1930)73.更详细论述可参阅:W.Heisenberg,ThePhysical
PrinciplesoftheQuantumTheory(UniversityofChicagoPress,Chicago,1930);N.Bohr,AtomicTheory
andtheDescriptionofNature(CambridgeUniversityPress,Cambridge,1934).



的量子理论对它作了补充栙.这样,涉及非相对论性的实物粒子与电磁场作用的问

题,原则上都可以解决.
还应提到量子统计物理的建立.1924年S.N.Bose栚 用完全不同于经典的

Maxwell灢Boltzmann统计法的一种涉及粒子全同性的新的统计法,推导出了

Planck的黑体辐射公式.A.Einstein立即认识到此项工作的重要性,并推广去研

究单原子理想气体.他预言栛:原子气体在适当条件下(温度,密度等)将发生相变,
形成一种新的物质状态,后人称之为Bose灢Einstein凝聚(BEC).在这种状态下,所
有粒子都处于最低的单粒子能态.这种统计被称为Bose灢Einstein统计法(或简称

Bose统计法).经过实验工作者的长期努力,在20世纪90年代,在超冷(T~nK)
碱金属原子稀薄气体中观测到了BEC现象.为此,E.A.Cornell,C.E.Wieman
和 W.Ketterle获2001年 Nobel物理学奖.

在矩阵力学与波动力学提出之前,Bohr曾经力图在他的原子的量子论的框架内

用电子壳层结构去阐明化学元素的周期律栜,但未取得令人信服的结果.经过仔细分

析后,Pauli提出,在原子中要完全确定一个电子的能态需要四个量子数(参阅5灡5灡2
节),并提出不相容原理

踿踿踿踿踿
(exclusionprinciple)栞———在原子中每一个电子能态上,最多

只能容纳一个电子.按此原理,他成功阐明了元素周期律等重要问题,并获1945年

Nobel物理学奖.量子力学建立后,Heisenberg,Fermi,Dirac等人从量子态的置换反

对称性来说明Pauli不相容原理栟.另一种量子统计法,即Fermi灢Dirac统计法(或称

Fermi统计法),随之建立.
*暋暋*暋暋*

相对论与量子力学是20世纪物理学的两个主要进展.从对现代物理学和人类

物质文明的影响来说,后者甚至超过前者.物质结构这个重要的课题,只有在量子

力学的基础上才原则上得以解决.没有哪一门现代物理学的分支以及有关的边缘

学科(例如,固态物理学、原子和分子结构、原子核结构、粒子物理学、量子化学、量
子生物学、激光物理、表面物理、低温物理、天体物理学和宇宙论等)能够离开量子

力学这个基础.
相对论的创建人A.Einstein的名字已经家喻户晓,他的事迹被当做神话在人

民中广泛流传,但发展量子理论的物理学家的名字,基本上只有科学界人士才知

晓,他们的成就对于广大群众来说还是陌生的.这种缺乏广泛了解的重要原因之
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P.A.M.Dirac,Proc.Roy.Soc.(London)A114(1927)243,710.
S.N.Bose,Zeit.Physik26(1924)178.
A.Einstein,Sitzungsber.Kgl.Preuss.Akad.Wiss.261(1924),3(1925).
N.Bohr,TheTheoryofSpectraandAtomicConstitution(CambridgeUniversityPress,1922).
W.Pauli,Zeit.Physik31(1925)765.
W.Heisinberg,Zeit.Physik38(1926)411,39(1926)499;E.Fermi,Zeit.Physik36(1926)902;P.A.

M.Dirac,Proc.Roy.Soc.(London)A112(1926)661.



一,也许是由于量子理论不是主要由一个物理学家所创立
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而是许多物理学家共同
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

努力的结晶
踿踿踿踿踿.20世纪量子物理学所碰到的问题是如此复杂和困难,以致没有可能

期望一个物理学家能一手把它发展成一个完整的理论体系.在这征途中闪烁着

Planck、Einstein、Bohr、Heisenberg、deBroglie、Schr昳dinger、Born、Pauli、Dirac等

光辉的名字.“量子物理学的建立可以认为是开展物理学研究工作方式上的转折

点暠.“如果说它的建立标志着物理学研究工作第一次集体的胜利,那么这一批量子

物理学家公认的领袖就是 NielsBohr暠栙.

[注1]暋对量子力学理论的建立有过卓越贡献的物理学家名单.

获奖人
获奖工作发表

时间(年龄)
获奖时间 获奖工作

M.Planck(1858~1947) 1900(42) 1918 基本作用量子(光量子论)

A.Einstein(1879~1955) 1905(26) 1921 光电效应(光量子)及数学物理方面的成就

N.Bohr(1885~1962) 1913(28) 1922 原子结构与原子辐射

L.deBroglie(1892~1987) 1923(32) 1929 电子的波动性

W.Heisenberg(1901~1976)
暋

1925(24)
暋

1932
暋

创立量子力学(矩阵力学),原子核由质子

和中子组成

E.Schr昳dinger(1887~1961) 1926(39) 1933 创立量子力学(波动力学)

P.A.M.Dirac(1902~1984) 1927(25) 1933 电子的相对论性波动方程,预言正电子

W.Pauli(1900~1958) 1925(25) 1945 不相容原理

M.Born(1882~1970) 1926(44) 1954 波函数的统计诠释

[注2]暋继矩阵力学和波动力学在20世纪20年代中期提出之后约20年,R.P.Feynman
又提出了量子力学的第三种理论形式,即路径积分(pathintegral)理论.如果说矩阵力学是正则

形式下经典力学的量子对应,波动力学则与经典力学中的 Hamilton灢Jacobi方程密切相关.概括

起来,它们都与经典力学的 Hamilton形式有渊源关系.而路径积分理论则与经典力学的 La灢

grange形式(通过作用量)有密切关系.参阅 R.P.Feynman,Rev.Mod.Phys.20(1948),367.
或见本书卷栻,第3章.

习暋暋题

1灡1暋试用量子化条件,求谐振子的能量.谐振子势能V(x)取为 1
2m氊2x2

提示:

曈pdx=2曇
a

-a
dx 2m E- 1

2m氊2x( )2

a= 2E/m氊2

暋暋或设
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penhagen,1979).



x=asin氊t,暋暋p=mx暋· =ma氊cos氊t

暋暋利用曈pdx=nh,求出a= nh/毿m氊,代入谐振子能量.

暋暋答:E=En=n淈氊,暋暋n=1,2,…

1灡2暋用量子化条件求限制在箱内运动的粒子的能量.箱的长宽高分别为a、b和c.

答:E=h2

8m
n2

1

a2 +
n2

2

b2 +
n2

3

c( )2 ,暋暋n1,n2,n3=1,2,…

1灡3暋平面转子的转动惯量为I,求它的能量允许值.
答:E=n2淈2/2I,暋暋n=1,2,…

1灡4暋有一个带电q质量为m 的粒子在平面内运动,垂直于平面方向有磁场B.求粒子能量

允许值.
答:带电粒子将做圆周运动,能量允许值为

E=n淈 q B/mc,暋暋n=1,2,…

暋暋1灡5暋用量子力学可以证明(利用 WKB近似,见本书卷栻第2章),对于下列不同形式的势

阱(图1灡11),量子化条件略有不同.

图1灡11

(a)曈pdx= n+( )1
2 h,暋暋n=0,1,2,…

p= 2m[E-V(x)]

(b)曈pdx= n+( )3
4 h,暋暋n=0,1,2,…

(c)曈pdx= (n+1)h,暋暋 n=0,1,2,…,即曈pdx=nh,暋暋n=1,2,3,…

利用上述公式,计算在下列势阱中粒子的能量允许值.
(1)势阱V(x)=g x (见图1灡12)

先进行量纲分析.
答:

En =
g2淈2

2
æ
è
ç

ö
ø
÷

m

1/3

· 3毿
4 n+( )[ ]1

2
2/3

,暋暋n=0,1,2,…
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暋暋(2)

V(x)=
曓, x<0
eEx, x>{ 0

E为均匀电场强度,-e为粒子电荷(见图1灡13).
答:

En = 1
2

(9毿2e2E2淈2/m)1/3 n+( )3
4

2/3
,暋暋n=0,1,2,…

图1灡12 图1灡13

暋暋1灡6暋中心力场V(r)中,角动量为0的粒子(在经典力学中这是什么图像?)的能量量子化

条件(见卷栻,第2章)为

2曇
曓

0
dr 2m[E-V(r)]= n+( )3

4 h,暋暋n=0,1,2,…

设V(r)=-e2

r
(Coulomb场),求粒子能量允许值.

答:对于l=0的能级

En =-me4

2淈2 n+( )3
4

-2
,暋暋n=0,1,2,…

暋暋1灡7暋对于高速运动粒子(静质量m),能量及动量由下式给出:

E=mc2/ 1-v2/c2暋(v是粒子速度)

p=mv/ 1-v2/c2 =Ev/c2

试根据 Hamilton量

H =E= m2c4 +p2c2

及正则方程来验证这两式.由此求出粒子速度与deBroglie波的群速之间关系.计算其相速,并

证明相速大于光速c.

提示:利用vi=
灥H
灥pi

.

1灡8暋按照特殊相对论,粒子能量、动量和质量的关系式,E2=p2c2+m2c4,求:

(1)非相对论近似下的能量展开式

E=mc2 1+ pc
mc( )2

1/2

=mc2 +p2

2m- p4

8m3c2 +…
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上式右边mc2 为静止能(restenergy),p
2

2m
为非相对论极限下的动能,- p4

8m3c2
为最低级相对论

修正.
(2)在极高速情况下(高能物理实验中经常碰到),求能量的近似展开

E=pc 1+ mc2

p( )c[ ]
2 1/2

=pc+ 1
2

m2c4

pc +…

对于无静质量(m=0)粒子(例如光子),E=pc.

图1灡14

1灡9暋(1)试用Fermat最短光程原理导出光的折射

定律;n1sin毩1=n2sin毩2(见图1灡14).(2)光的波动说的拥

护者曾经向光的微粒论者提出下列非难:如认为光是

“粒子暠,则其运动遵守最小作用原理,毮曇pdl=0.若认为

p=mv,则毮曇vdl=0,p 指粒子“动量暠,v指粒子“速

度暠.这样将导出下列折射定律:n1sin毩2=n2sin毩1,这明显

违反实验事实.即使考虑相对论效应,对于自由粒子,p
=Ev/c2 仍然成立,E是粒子能量,从一种介质到另一种

介质,E不改变.因此,仍然得到毮曇vdl=0.矛盾依然存

在.你怎样解决这矛盾?

参阅L.deBroglie,LeJournaldePhysiqueetlaRadium7(1926)1.
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第2章暋波函数与Schr昳dinger方程

2灡1暋波函数的统计诠释

2灡1灡1暋波动 粒子二象性的分析

人们对物质粒子波动性的理解,曾经经历过一场激烈的争论.包括波动力学创

始人Schr昳dinger,deBroglie等在内的许多人,对于物质粒子波动性的早期理解,
都曾深受经典概念的影响栙.最初,电子波被理解为电子的某种实际结构栚,即电子

被看成在三维空间连续分布的某种物质波包栛,因而呈现出干涉与衍射等现象.波
包的大小即电子的大小,波包的群速度即电子的运动速度.

但仔细分析后,就会发现这种看法碰到了难以克服的困难.例如,在非相对论

情况下,自由粒子或孤立(isolated)粒子的能量为E=p2/2m,用deBroglie关系式

E=淈氊,p=淈k(氊=2毿毻,k=2毿/毸)代入,可得

氊=淈k2/2m (2灡1灡1)
因此,相应的波包的群速度(见附录一)为

vg =d氊
dk=淈k/m =p/m =v (2灡1灡2)

它相当于经典粒子的运动速度.但由于

dvg

dk =d2氊
dk2 =淈/m 曎0 (2灡1灡3)

物质波包必然要扩散
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栜,即使原来的波包很窄,在经历一段时间后,必然会扩散到

很大的空间中去.或者更形象地说,随时间的推移,电子将愈变愈“胖暠,这与实验是

矛盾的.实验上观测到的每一个电子,总处于空间一个小区域中,例如,在一个原子

里面,其广延不会超过原子的大小(曋1痄).
此外,在电子衍射实验中,当电子波打到晶体表面后会发生衍射,衍射波将沿

不同方向传播开去.如果把一个电子看成三维空间的物质波包,则在空间不同方向

·82·

栙

栚

栛

栜

参阅L.deBroglie,NonlinearWaveMechanics,Part1,chap.1(1955).
D.Bohm,QuantumTheory(1954),chap.3,曥13.F.Bloch,PhysicsToday(1976),No.12,p.24.
Schr昳dinger认为:波函数本身代表一个实在的和物理的可观测量,它描述物质的分布.例如,一个粒

子可以想像成一个物质波束或波包.参阅P.Robertson,TheEarlyYear,TheNielsBohrInstitute1921~
1930.中译本,《玻尔研究所的早年岁月(1921~1930)》,杨福家、卓益忠、曾谨言译,p.113,科学出版社,北京

(1985).
这里我们不去讨论非线性光学和粒子物理中探讨的孤子(soliton)解问题,它是一种既不扩散,又局

限于空间小区域中的波.这里涉及非线性场方程问题.



观测到的将是“一个电子的一部分暠,这与实验完全矛盾.实验上所测得的
踿踿踿踿踿踿踿

(例如,计
数器或照相底板上)总是一个一个的电子

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,各具有一定的质量
踿踿踿踿踿踿踿踿

、电荷
踿踿

等.
物质波包的观点显然夸大了波动性的一面,而实质上抹杀了粒子性的一面,是

带有片面性的.
与物质波包相反的另一种看法是:波动性是由于有大量的电子分布于空间而

形成的疏密波,它类似于空气振动出现的纵波,即分子的疏密相间而形成的一种分

布.这种看法也与实验矛盾.实际上已做过这样的电子衍射实验(图2灡1):使入射

电子流极其微弱,电子几乎是一个一个地通过仪器.但只要时间够长,则底板上将

出现衍射花样.这说明粒子的波动性并不依存于大量电子聚集在空间一起,单个电
踿踿踿

子就具有波动性
踿踿踿踿踿踿踿.也正是由于单个电子具有波动性,才能理解氢原子(只有一个电

子!)中电子运动的稳定性以及能量量子化等量子现象.
因此,把波动性看成大量电子分布于空间一定区域所形成的疏密波的看法也

是不正确的,它夸大了粒子性的一面,而实质上抹杀了粒子的波动性一面,也带有

片面性.

图2灡1暋电子干涉

(a)单缝衍射与双缝干涉花样(经过放大).加速电压为50kV,电子波长毸曋0灡055痄,缝宽0灡3毺m,相邻缝

的间隔为1毺m.[C.J昳nsson,Zeit.Physik161(1961)454;Am,J.Phys.42(1974)4.]

(b)电流密度不同情况下的电子干涉花样.在电子显微镜中装配一个电子光学双棱镜系统,并在电子显

微镜的成像系统上安装一个电视加强器,使干涉条纹的间距放大.图中各照片是不同电流密度下拍摄下

来的.[P.G.Merli,G.F.Missiroli,G.Pozzi,Am.J.Phys.44(1976)306.]
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然而电子究竟是什么东西? 是粒子? 还是波? “电子既不是粒子,也不是

波暠栙.更确切地说,它既不是经典粒子
踿踿踿踿踿踿踿

,也不是经典的波
踿踿踿踿踿踿踿.但我们也可以说:电子既

踿踿踿
是粒子
踿踿踿

,也是波
踿踿踿

,它是粒子和波动两象性矛盾的统一
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.但这个波不再是经典概念下

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
的波
踿踿

,粒子也不是经典概念下的粒子
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.为了更清楚地了解这一点,我们简要地回顾

一下经典粒子和波的概念.
在经典力学中谈到一个“粒子暠时,总意味着这样一个客体,它具有一定的质

量、电荷等属性,此即物质的“颗粒性
踿踿踿

暠(corpuscularity)或“原子性暠(atomicity).但
与此同时,人们还按照日常生活的经验,认为它具有一定的位置,并且在空中运动

时有一条确切的轨道,即在每一时刻有一定的位置与速度.物质粒子的“原子性暠是
为实验所证实了的(例如,电子具有一定的质量 m=9灡11暳10-28g与电荷-e=
-1灡602暳10-19C).但粒子有完全确切轨道的看法是 Newton力学理论体系中的

概念.在宏观世界中,这概念是一个很好的近似(例如,炮弹的轨道、卫星绕地球运

动的轨道等).但在微观世界中,这概念从来也没有为实验证实过.
在经典力学中谈到某种“波动暠时,总是意味着某种实际的物理量的空间分布

作周期性的变化(例如,水波、声波、弹性波、地震波),而更重要的是呈现出干涉

(interference)与衍射(diffraction)现象,干涉与衍射的本质在于波的相干叠加性
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(coherentsuperposition).
在经典概念下,粒子与波的确是难以统一到同一个客体上去,然而我们究竟应

该怎样正确地理解粒子 波动两象性呢?

2灡1灡2暋概率波,多粒子系的波函数

仔细分析实验就可以看出,电子所呈现出来的粒子性
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,只是经典粒子概念中的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

“原子性
踿踿踿

暠或“颗粒性
踿踿踿

暠,即总是以具有一定的质量、电荷等属性的客体出现在自然

界,但并不与“粒子有确切的轨道暠的概念有什么必然的联系.而电子呈现出的波动
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

性
踿

,只不过是波动性中最本质的东西
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

———波的
踿踿

“相干叠加性
踿踿踿踿踿

暠,并不一定要与某种实

际的物理量的空间分布的波动联系在一起.
把微观粒子的波动性与粒子性统一起来,更确切地说,把微观粒子的

踿踿踿踿踿
“原子性
踿踿踿

暠
与波的
踿踿踿

“相干叠加性
踿踿踿踿踿

暠统一起来
踿踿踿踿

,是
踿 M.Born(1926)提出来的概率波

踿踿踿
栚.Born是在用

Schr昳dinger方程来处理散射问题时为解释散射粒子的角分布而提出来的.他认为

deBroglie提出的“物质波暠,或Schr昳dinger方程中的波函数所描述的,并不像经
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栙

栚

例如,见 TheFeynmanLecturesonPhysics,栿,Quantum Mechanics(Addison灢Wesley,1965),

chap.1,1灢1.
M.Born,Zeit.Physik38(1926)803;Nature119(1927)354.
P.Jordan,Zeit.Physik41(1927)797.
W.Heisenberg,Zeit.Physik43(1927)172.



典波那样代表什么实在的物理量在空间分布的波动,只不过是刻画粒子在空间的

概率分布的概率波而已.
为了从实际的晶体衍射实验技术的复杂性中摆脱出来,以便于较简单和清楚

地阐明概率波概念,我们来分析一个比较简单的电子的双缝干涉实验.但为了更好

地理解电子在双缝干涉中呈现出的量子特征,先对比一下用经典粒子(例如,子弹)
与经典波(例如,声波、水波、地震波)来做类似的双缝实验.

图2灡2中,一挺机枪从远处向靶子不断进行点射,机枪与靶之间有一堵子弹不

能穿透的墙,墙上有二条缝.当只开缝1时,靶上子弹的密度分布为氀1(x);当只开

缝2时,靶上子弹的密度分布为氀2(x);当双缝齐开时,经过缝1的子弹与经过缝2
的子弹,互不相干地一粒一粒地打到靶上,所以靶上密度的分布氀12(x)简单地等于

两个密度分布相加:
氀12(x)=氀1(x)+氀2(x) (2灡1灡4)

图2灡2

暋暋其次,我们来分析声波经过双缝的干涉现象.图2灡3中,在远处S放置一个稳

定频率毻的声源,声波经过具有双缝的隔音板,在它后面有一个“吸音板暠,到达板

上的声波将被吸收,并把声音强度分布显示出来.

图2灡3

当只开缝1时,测出的声波强度(intensity)分布用I1(x)描述;当只开缝2时,
声波强度分布用I2(x)描述;当双缝齐开时,声波强度分布为I12(x).实验发现I12

曎I1+I2.例如,当只开一条缝时,声音很强的地方,在双缝齐开的情况下,声音可

能变得很弱,这里,出现了干涉现象
踿踿踿踿.

·13·



设经过单缝 1 的声波用h1 (x)ei氊t 描述 (氊=2毿毻),经过单缝 2 的声波用

h2(x)e
i氊t描述,双缝齐开时的波幅则为[h1(x)+h2(x)]e

i氊t(波的相干叠加性!).此
时声波强度分布为

I12= h1+h2
2 = h1

2+ h2
2+(h1h*

2 +h2h*
1 )

=I1+I2+干涉项

曎I1+I2 (2灡1灡5)

由于存在干涉项(h1h*
2 +h2h*

1 ),经典波强度分布与经典粒子密度分布(2灡1灡4)大
不相同.

现在我们回头来分析电子的双缝干射实验(图2灡1).设入射电子流很微弱,电子

几乎一个一个地经过双缝,然后打到感光底板上.起初,当感光时间较短时,底板上出

现的一些感光点子的分布,看起来没有什么规律,这些点子记录下一个一个电子的痕

迹.但当时间够长时,底板上感光点子愈来愈多,实验发现,有些地方点子很密集,有
些地方则几乎没有点子.最后底板上感光点的密度分布就形成一个有规律的花样,与

X光衍射实验中出现的衍射花样完全相似.就强度分布来说,它与经典波(如声波)的
双缝衍射是相似的,而与机枪子弹的分布完全不同.这种现象应怎样理解呢?

原来,在底板上某一点r附近衍射花样的强度

暋暋曍在点r附近小区域中感光点子的数目

暋暋曍在点r附近小区域中出现的电子的数目

暋暋曍电子出现在点r附近的概率.
设衍射波用氉(r)描述,与波动光学中一样,衍射花样的强度分布用 氉(r)2 描

述.但是在这里的波的强度 氉(r)2 的含义与经典波根本不同,它是用来刻画电子

出现在点r附近的概率大小的一个量.更确切地说,氉(r)2殼x殼y殼z正比于在点
踿踿踿踿踿r

附近的小体积元
踿踿踿踿踿踿踿殼x殼y殼z中找到粒子的概率

踿踿踿踿踿踿踿踿.这就是Born提出的波函数的概率

诠释,它是量子力学的基本原理之一.栙

按照这样的理解,电子呈现出来的波动性反映了微观客体运动的一种统计规
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栙 这是正统的 Copenhagen学派的波函数的统计诠释的观点.详细讨论可参见 N.Bohr,Naturwiss.
16(1928)245;17(1929)483和18(1930)73;N.Bohr,AtomicTheoryandtheDescriptionofNature(Cam灢
bridgeUniversityPress,Cambridge,1934);W.Heisenberg,ThePhysicalPrinciplesoftheQuantum
Theory(ChicagoUniversityPress,Chicago,1930).

此观点得到绝大多数物理学家的支持.M.Born的波函数的统计诠释的工作,获1954年 Nobel物理学

奖.在历史上以Einstein,Schr昳dinger,deBroglie为代表的少数物理学家,对波函数的统计诠释持不同的观

点,有过长期的争论.但长期以来,争论局限于纯理论领域,并无实验上的判据.例如见,AlbertEinstein,

Philosopher灢Scientist,主编,P.A.Schilpp,(TudorPublishingCompany,NewYork,1949and1951);L.
deBroglie,LaTh湨oriedeMesureenM湨caniqueOndulatoire(Gauthier灢Villars,Paris,1957).

直到20世纪60年代Bell等人的理论分析(Bell不等式)以及以后很多的实验工作,都证实正统的量子

力学理论预期与实验一致.例如,参阅:J.A.WheelerandW.H.Zurek,QuantumTheoryandMeasurement
(PrincetonUniversityPress,Princeton,NJ,1983).关于这方面的最新进展,以后将陆续提及.



律性,所以称为概率波
踿踿踿

(probabilitywave).所以波函数氉(r)有时也称为概率波幅
踿踿踿踿

(probabilityamplitude).应该说,在非相对论的情况下(没有粒子产生与湮没现

象),概率波正确地把物质粒子的波动性与原子性统一了起来,并经历了无数实验

的检验.

[注]暋通常的光辐射都来自大量原子的集合.讨论粒子束的散射,以及固态物体的导电性

等性质时也都涉及大量电子的集合.有一种看法,认为在量子世界中所有东西只不过是某种模

糊的几率波.H.Dehmelt对此有不同看法.他强调被束缚在他的原子阱中的基本粒子的真实性

(reality)和个体性(individuality).他把被束缚的原子和正电子分别取名为“Astrid暠和“Priscil灢

la暠.他曾经观测到把一个 “单电子振子暠(mono灢electronoscillator)束缚在他的原子阱中几乎达

一年之久,而不让它逃离.由于他和 W.Paul所制备的原子阱(Penningtrap和 Paultrap)的贡

献,他们获得1989年的 Nobel物理学奖.参阅 T.Hey& P.Walters,TheNewQuantumUni灢

verse,CambridgeUniversityPress,2003 .中文译本见,雷奕安,《新粒子世界》,湖南科技出

版社.

讨论

(1)波函数的归一化与相因子的不定性

根据波函数的统计诠释,很自然要求该粒子(不产生,不湮没)在空间各点的概

率之总和为1,即要求氉(r)满足下列条件:

曇(全) 氉(r)2d3x=1暋暋(d3x=dxdydz) (2灡1灡6)

这称为波函数的归一化
踿踿踿

(normalization)条件
踿踿.

但应该强调,对于概率分布来说,重要的是相对概率分布
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.不难看出,氉(r)与

C氉(r)(C为常数)所描述的相对概率分布是完全相同
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

的.例如,粒子在空间点r1 与

点r2 的相对概率,在波函数为C氉(r)情况下,是

C氉(r1)2

C氉(r2)2 = 氉(r1)2

氉(r2)2
(2灡1灡7)

这与波函数为氉(r)情况下的相对概率完全相同.换言之,C氉(r)与氉(r)所描述的概

率波是完全一样的.所以,波函数总是有一个常数因子的不定性
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,在这一点上,概率
踿踿

波与经典波
踿踿踿踿踿

(声波、水波、弹性波等)有本质的差别
踿踿踿踿踿.一个经典波的波幅若增加一倍,

则相应的波动的能量将为原来的4倍,因此代表了完全不同的波动状态.这一点是

概率波与经典波的原则性区别
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.概率波有归一化概念

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,而经典波则根本谈不上什么
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

“归一化
踿踿踿

暠.
按上述分析,波函数的归一化条件(2灡1灡6)就相当于波函数的平方可积条

件,即

曇(全) 氉(r)2d3x=A >0暋暋(A 为正实数) (2灡1灡8)
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因为,假设氉(r)满足式(2灡1灡8),则显然

曇(全)
氉(r)

A

2

d3x=1 (2灡1灡9)

即氉(r)/ A将是归一化的,1/ A称为归一化因子.但无论是氉(r),或氉(r)/ A,它
们所描述的概率波是完全一样的.波函数的归一化与否

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,并不涉及概率分布有何变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

化
踿.以后,为处理问题方便,我们还将引进某些理想的、不能归一化的波函数(参见

练习3与练习4).
还应提到,即使加上了归一化条件,波函数仍然有一个模为1的因子的不定

性,或者说,相位不定
踿踿踿踿

性.因为,假设氉(r)是归一化波函数,则ei毩
氉(r)(毩为实常数,

即相位)也是归一化的,而ei毩
氉(r)与氉(r)所描述的是同一个概率波.

练习1暋粒子在一维无限深势阱(见图1灡8)中运动(旤x旤曑a),设

氉(x)=Asin毿x
a

求归一化常数A.设氉(x)=Ax(a-x),A=? 粒子在何处概率最大?

练习2暋设氉(x)=Aexp -1
2毩2x( )2 ,毩为实常数,求归一化常数A.

练习3暋设氉(x)=exp(ikx),粒子的位置概率分布如何? 这个波函数能否归一化?
练习4暋设氉(x)=毮(x),粒子的位置分布概率如何? 这个波函数能否归一化?
练习5暋设粒子波函数为氉(x,y,z),求在(x,x+dx)范围中找到粒子的概率.
练习6暋设在球坐标系中,粒子波函数表示为氉(r,毴,氄).试求:(a)在球壳(r,r+dr)中找到

粒子的概率.(b)在(毴,氄)方向的立体角d毟=sin毴d毴d氄中找到粒子的概率.

(2)多粒子体系的波函数

对于含有多个粒子的体系,例如,N 粒子体系(设每个粒子有3个空间自由

度),它的波函数表示成

氉(r1,r2,…,rN)
其中r1(x1,y1,z1)、r2(x2,y2,z2)、…、rN(xN,yN,zN)分别表示各粒子的空间坐标.
此时

氉(r1,r2,…,rN)2d3x1d3x2…d3xN

表示

粒子1出现在(r1,r1+dr1)中,
而且粒子2出现在(r2,r2+dr2)中,

暋暋暋暋暋……
而且粒子N 出现在(rN,rN +drN)中

的概率.归一化条件表示为

曇(全) 氉(r1,…,rN)2d3x1…d3xN =1 (2灡1灡10)
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以后,为表述简洁,引进符号

(氉,氉)曉曇(全)
d氂氉 2 (2灡1灡11)

其中曇(全)
d氂表示对体系的全部坐标空间进行积分.例如,

对于一维情况,

曇(全)
d氂曉曇

+曓

-曓
dx

对于三维情况,

曇(全)
d氂曉曇

+曓

-曓
dxdydz

对于N 个粒子体系,

曇(全)
d氂曉曇

+曓

-曓
…曇

+曓

-曓
d3x1d3x2…d3xN

这样,归一化条件就可以简洁地表示为

(氉,氉)=1 (2灡1灡12)

暋暋多粒子体系波函数的物理意义进一步表明:物质粒子的波动性不可以仅仅看

成三维空间中某种实在的物理量的波动现象,而一般说来是多维位形空间
踿踿踿踿踿踿

(config灢
urationspace)中的概率波

踿踿踿踿踿
栙.例如,两个粒子的体系,波函数氉(r1,r2)刻画的是六

维位形空间中的概率波.这个六维空间,只不过是标志一个具有6个自由度体系的

坐标的抽象空间而已.

练习7暋N 粒子系的波函数为氉(r1,r2,…,rN),求在(r1,r1+dr1)范围中找到粒子1的概率

(其他粒子位置不限制).

2灡1灡3暋动量分布概率

按照上述波函数氉(r)的统计诠释,在空间点r 找到该粒子的概率密度

曍 氉(r)2.我们进一步要问,测量粒子其他力学量的概率分布如何? 这些力学量

中最常碰到的是动量、能量及角动量.下面以动量的概率分布为例来讨论.
按照已为衍射实验证实了的deBroglie关系式,若氉是一个平面单色波(波长

毸,频率毻),则相应粒子的动量为p=h/毸,能量为E=h毻.
在一般情况下,氉是一个波包,它由许多平面单色波叠加而成

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,即含有各种波

长(频率)的分波,因而相应粒子的动量(能量)也是不确定的,而有一个分布.与测

量粒子的位置相似,也可以设计某种实验装置来测量粒子的动量,晶体衍射实验就

是其中一种.
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栙 N.Bohr,Essays1958~1962onAtomicPhysicsand HumanKnowledge,p.56,1963;或见 A.
Messiah,QuantumMechanics,Vol.1,p.150.



在分析测量动量的实验装置以前,不难想像到(详细论证见后),与 氉(r)2 代

表粒子在坐标空间的概率密度相似,氄(p)2 代表粒子的动量分布的概率密度栙,
这里氄(p)是氉(r)按平面波展开(Fourier分析)的波幅,即

氉(r)= 1
(2毿淈)3/2曇氄(p)exp(ip·r/淈)d3p (2灡1灡13)

其逆变换为

氄(p)= 1
(2毿淈)3/2曇氉(r)exp(-ip·r/淈)d3x (2灡1灡14)

氄(p)2 代表氉(r)中所含有平面波exp(ip·r/淈)的成分,所以 氄(p)2 与粒子动

量为p的概率密切相关是可以理解的.
下面来分析前面已讨论过的电子对于单晶体的衍射实验栚.设电子(动量为p)

沿垂直方向入射到晶体表面(图1灡9),即入射波为具有一定波长(毸=h/p)的平面

波,而衍射波实际上将沿一定的角度毴n 出射,毴n 由下式给出:

sin毴n =n毸
a =nh

pa
,暋暋n=1,2,3,… (2灡1灡15)

暋暋如果入射波是一个波包
踿踿

,它的每一个Fourier分波(平面波)将各自独立地沿

一定的角度[分别由式(2灡1灡15)确定]出射,因而衍射波将分解成为一个波谱(称为

谱的分解
踿踿踿踿

),这将被探测仪器在屏上测到.式(2灡1灡15)表明了衍射角毴与入射粒子

动量p 之间的确定联系.而沿毴方向出射的波的波幅f(毴)正比于入射波中相应的

Fourier分波的波幅氄(p),因而沿毴方向衍射波强度曍 f(毴)2曍 氄(p)2.在衍射

过程中,波长未改变,即粒子动量值未改变(虽然方向改变了).因此,衍射波谱的分

布反映了衍射前粒子动量的分布概率.测出衍射粒子的角度,就等于测出了粒子的

动量,即晶体衍射实验可以作为测量粒子动量的装置.
因此,对于一个粒子,它在毴方向被测到的概率曍 f(毴)2曍 氄(p)2,即测得

粒子动量为p的概率曍 氄(p)2,或者说,测得粒子动量在(p,p+dp)范围中的概

率正比于 氄(p)2d3p.不难证明,如氉(r)已归一化,则氉(p)也是归一化的.
因为根据式(2灡1灡14)及Fourier积分公式(或毮函数性质,见附录二),可得

曇
+曓

-曓
氄(p)2d3p=曇

+曓

-曓
氄* (p)氄(p)d3p

=犿
+曓

-曓
d3pd3xd3x曚氉* (r)氉(r曚)exp[ip·(r-r曚)/淈]

(2毿淈)3

=犽
+曓

-曓
d3xd3x曚氉* (r)氉(r曚)毮(r-r曚)

=曇
+曓

-曓
氉* (r)氉(r)d3x=1 (2灡1灡16)
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栙

栚

参阅 A.Messiah,QuantumMechanics,Vol.1,pp.116~119.
参阅 D.Bohm,QuantumTheory,曥4灡8,1954.



2灡1灡4暋不确定性原理与不确定度关系

上面已提到 M.Born的波函数的统计诠释把物质的粒子 波动两象性统一到

概率波的概念上.在此概念中,经典波的概念只是部分地被保留了下来(主要是波

的相干叠加性
踿踿踿踿踿

),而一部分概念则被摒弃.例如,概率波并不是什么实在的物理量在

三维空间中的波动,而一般说来是多维位形空间中的概率波.同样,经典粒子的概

念也只是部分地被保留了下来(主要指原子性
踿踿踿

或颗粒性
踿踿踿

以及力学量之间某些关
踿踿踿踿踿踿踿踿

系
踿

),而一部分概念则被摒弃,即经典粒子运动的概念对于微观世界不可能全盘适
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

用
踿.例如,轨道的概念,即粒子的运动状态用每一时刻粒子的位置r(t)和动量p(t)
来描述的概念.试问,由于粒子 波动二象性的存在,经典粒子的概念对于微观粒子

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
究竟在多大程度上适用
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

? 不确定度关系(uncertaintyrelation)对此做了最集中和

最形象的概括.[不确定性原理及不确定度关系提出的历史,见p.39的注].
下面我们先从分析几个特殊的量子态入手,根据波函数的统计诠释来引出不确定

度关系.对于一般的量子态的不确定度关系的严格表述和证明,将于4灡3节中给出.
例1暋设一维运动粒子具有确定的动量

踿踿踿踿踿踿踿p0,即动量不确定度殼p=0,相应的波

函数为平面波

氉p0
(x)=exp(ip0x/淈) (2灡1灡17)

氉p0
(x)称为动量本征态

踿踿踿踿踿
,p0 为动量本征值.可以看出,氉p0

(x)2=1,即粒子在空

间各点的相对概率完全相同(即不依赖于x).换言之,粒子的位置是完全不确定

的,因此,殼x=曓.
例2暋设一维粒子具有确切的位置x0,即位置不确定度殼x=0,相应的波函数为

氉x0
(x)=毮(x-x0) (2灡1灡18)

氄x0
(x)称为粒子位置(坐标)的本征态,x0 为坐标的本征值.氉x0

(x)的Fourier展开为

氄x0
(p)= 1

2毿淈曇
+曓

-曓
氉x0

(x)e-ipx/淈
dx= 1

2毿淈
e-ix0p/淈 (2灡1灡19)

所以

氄x0
(p)2 = 1

2毿淈
这说明粒子动量取各种值的相对概率完全相同(即不依赖于p),即动量完全不确

定.因此,殼p=曓.

例3暋考虑 Gauss波包氉(x)=exp -1
2毩

2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 所描述的粒子,

氉(x)2 =exp(-毩2x2) (2灡1灡20)

可以看出,粒子在空间主要局限在|x|燂1
毩

区域中(图2灡4),殼x曋1
毩.氉(x)的

Fourier变换为(见附录一)
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氄(k)= 1
2毿曇

+曓

-曓
氉(x)e-ikxdx= 1

毩exp(-k2/2毩2) (2灡1灡21)

氄(k)2 = 1
毩2exp(-k2/毩2)

可见殼k曋毩.因此,对于 Gauss波包

殼x·殼k曋1 (2灡1灡22)
利用deBroglie关系式p=淈k,可得出

殼x·殼p曋淈 (2灡1灡23)

图2灡4

暋暋这就是不确定度关系.在导出此关系时,deBroglie关系是必要的
踿踿踿踿踿踿.因为式

(2灡1灡22)对于经典 Gauss波包也是成立的.但要得出式(2灡1灡23),则需要用到

p=淈k关系.更严格的证明可得出(见4灡3灡1节)

殼x·殼p燁淈/2 (2灡1灡24)

暋暋在经典力学中,粒子的坐标和动量同时取确定值.与此截然不同,量子力学中

的粒子的坐标和动量不能同时取确定值,称为不确定性原理(uncertaintyprinci灢
ple).其数学表达式(2灡1灡24)称为不确定度关系(uncertaintyrelation).它的更普

遍的证明和含义见4灡3节.
不确定性原理表明
踿踿踿踿踿踿踿踿

,微观粒子的位置和动量不能同时具有完全确定的值
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,或者

说,粒子的坐标和动量不具有共同本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,它是物质的波动 粒子两象性矛盾的反

映.我们可以如下理解,按照deBroglie关系式p=h/毸,其中波长是描述波在空间
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

变化快慢的一个量
踿踿踿踿踿踿踿踿

,是与整个波动相联系的量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.因此,正如“在空间某一点x 的波

长暠的提法是没有意义一样,“微观粒子在空间某点
踿踿踿踿踿踿踿踿踿x 的动量

踿踿踿
暠的提法也同样没有
踿踿踿踿踿踿踿踿

意义
踿踿

,因而微观粒子运动轨道的概念也没有意义
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这对于长期习惯于使用经典力学

以及日常生活中关于粒子运动的概念的人是很难接受的.但它却是物质的波动 粒
踿踿踿踿踿 踿

子二象性的必然结果
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

当然,由于h是一个非常小的量,h=6灡626暳10-34J·s,不确定度关系与我们

日常生活经验并无什么矛盾.在一般的宏观现象中,不确定度关系给不出什么有价

值的东西.迄今,人们所做过的任何精确测量所得的殼x与殼p的乘积,都远比h的

数量级要大得多,所以在一般的宏观现象中
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,仍然不妨使用轨道运动等经典力学概
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

念
踿.例如,对于一粒微尘,假设其直径曋1毺m(10-6m),质量m曋10-12g,速度v曋
0灡1cm/s,则动量p=mv曋10-13g·cm·s-1.设位置测量精度达到 殼x曋1痄
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(=10-4毺m),按不确定度关系,殼p曋淈/殼x曋10-19g·cm·s-1,因此殼p/p曋10-6,
而对这种粒子的实际测量的相对精度都没有达到10-6.所以,对即使像微尘那样

的粒子,经典力学中粒子的概念仍然是适用的.
概括起来说,Heisenberg的不确定性原理及其数学表达式不确定度关系给我

踿踿踿踿踿踿踿踿
们指出了使用经典粒子概念的一个限度
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栙.这个限度用
踿踿踿踿踿Planck常量

踿踿h来表征
踿踿踿.当踿

h曻踿0时
踿

,量子力学将回到经典力学
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,或者说量子效应可以忽略.

[注]暋不确定性原理与互补性原理提出的历史

1927年初,Heisenberg曾多次试图用量子理论去描述某一特定的实验(例如电子在云室中

的路径),但困难总会发生.后来他悟出,应该把问题简单倒过来:是理论本身决定什么东西能

被实验观测到[1,p.117].这一点,他曾经受到 Einstein的一个提示的启发,“Itisthetheory
whichdecideswhatcanbeobserved.暠他经过进一步的计算后,得出了如下一个惊人的结论:按

照量子的数学理论,人们无法知道一个粒子同时的位置Q和动量P.设计来测量位置或动量的

任何实验(例如,用毭显微镜去观测一个粒子的位置),必然导致另一个变量的知识的不确定

性.例如,粒子位置Q的测量误差毰(Q)与同时测量粒子动量P 所受到的干扰毲(P)的乘积,不能

无限小(不能小于由Planck常量h给出的一个量)[2]

毰(Q)毲(P)曒h/2毿 (1)

我国老一辈物理学家王竹溪先生把 Heisenberg原来讨论的关系式翻译为测不准关系,是有根

据的.上世纪70年代,Ballentine指出[3],Heisenberg原来给出的是测量误差 干扰关系(meas灢

urementerror灢disturbancerelation),在形式上不完全正确.2003年,Ozawa对其做了修改[4].
由此引发了很多议论,这将在p灡142的[注]中讨论.

前面给出的式(2.1.24),或4.3.1节给出的式(4.3.8)及其更普遍的表述式(4.3.7)

殼A殼B曒 1
2旤暣C暤旤 (2)

在量子力学的教材中,被称为不确定度关系(uncertaintyrelation),它的证明是稍后Robertson[5],Ken灢

nard[6],和 Weyl[7]给出的,参见4.3.1节p.142的注.在式(2)中,殼X= 暣氉|X2|氉暤-暣氉|X|暣氉|暳|氉暤2

(X=A,B)是在量子态|氉暤下可观测量A 和B 的标准误差,暣C暤=暣氉|C氉暤,C=i[B,A].在量子力

学的标准教材中,不确定度关系(2)的证明,基于波函数的统计诠释和Schwartz不等式.不确定

度关系(2)给出,对于完全相同制备的大量量子态(即系综),可观测量A和B的独立测值的标准误差

的乘积受到的限制[8].但不确定度关系(2)常常被误解为:对于给定的量子态如果暣氉|[B,A]|氉暤曎0,

则不能联合地(jointly)[或相继地(successively)]进行测量[见文献8,及所引文献].

Schr昳dinger还指出[9],与不确定度关系(2)的平方相应的表示式的右边,应加上一个正定
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栙 R.G.KnobelandA.N.Cleland,Nature424(2003)291~293,对宏观振动晶体杆(vibratingcrys灢
talbeam)进行了极精密的位置测量.振动晶体杆长度约为1毺m,重量大约相当于包含1010个原子,测量在极

低温T=30mK下进行.位置测量精度达到殼x~10-3nm(约相当于原子大小的百分之一),振子频率测量和

位置测量精度,离开不确定度关系允许的极限大约还差2~3个量级.见 M.Blencowe,Nature424(2003)

262~263的评述:为说明 Heisenberg不确定度关系在宏观领域仍然成立,位置测量精度还需提高约100倍,
振子频率还需增大约10倍.



的协变项,即

(殼A)2(殼B)2 曒 1
2

暣氉旤AB-BA旤氉暤2
2

+ 1
4

[暣氉旤AB+BA旤氉暤-4暣氉旤A旤氉暤暣氉旤B旤氉暤]2

(3)

如果没有最后这一项,式(3)就回到式(2).式(3)的证明,可参见文献[10].Schr昳dinger认为,

不确定度关系(2)给出的极限,并非真正的最小极限,而对于某些特殊的波函数,这个极限可能

还要高一些.
应当指出,不确定度关系(2)并不涉及一个测量的精度与干扰,而是给定的量子态|氉暤本身

的不确定度所固有的,不依赖于任何特定的测量[11],并已经在许多实验中得到证实[12],是没

有争议的.不确定度关系(2)的物理内涵就理解为不确定性原理(uncertaintyprinciple).例如,

对于一个粒子的坐标和动量,A=x,B=px,C=h,是一个非0的常量,因此,对于任何一个量子

态,一个粒子同一时刻的坐标和动量不可能具有完全确定的值;或者说,一个粒子的坐标和动量

不可能具有共同本征态.
在经典力学中,一个粒子同一时刻的坐标和动量是完全确定的,粒子的运动状态用相空间

(phasespace,即正则坐标和正则动量空间)中的一个点来描述.对于给定 Hamilton量的体系,其
运动状态随时间的演化,由初始点和正则方程完全确定,这就是经典力学中的决定论(determin灢
ism).基于不确定性原理,一个量子态不能像经典力学中那样用相空间中的一个点来描述,而是用

Hilbert空间中的一个矢量来描述.Heisenberg的不确定性原理的提出,是科学史中的一个重大成

就.Heisenberg的不确定性原理展现出量子力学中的非决定性(indeterminacy)与经典力学中的决

定论(determinism)的截然反差.Heisenberg不确定性原理标志量子理论与经典理论的本质的差

异,是对经典力学的原则上的冲击.对于 Heisenberg的工作,Pauli当即给予了极高的评价.
对于 Heisenberg的工作,Bohr有更深层次的看法[1,pp.119-121].Bohr认为:量子理论的诠释

的关键在于把彼此矛盾的波动和粒子这两种描述协调起来.他认为:“波动与粒子的描述是两个理想

的经典概念,每一个概念都有一个有限的适用范围….在这两种理想的描绘中,任何单独一个都不能

对所涉及的现象给出完整的说明.…不确定度关系是这样一个简单的数学表述,它给出了同时应用这

两种描述而不至于陷入矛盾的程度暠.后来,Bohr把此观点提升为互补性原理(complementarityprinci灢

ple).“为了表达彼此不相容,但为了完整描述又都是必要的逻辑关系暠,Bohr称之为互补性(comple灢
mentarity).对于不确定性原理提出的历史和评价,还可以参阅文献[13灢15]。

[1]P.Robertson,TheEarlyYears,TheNielsBohrInstitute,1921-1930a,chap.5.
中文译本《玻尔研究所的早年岁月(1921灢1930)》,杨福家,卓益忠,曾谨言译,科学出版社,

北京,1985.
[2]W.Heisenberg,Zeit.Physik43(1927)172.英译文见 QuantumTheoryandMeasure灢

ment,J.A.WheelerandW.H.Zurek主编,p.62。[PrincetonUniversityPress,NJ,1984)].
[3]L.E.Ballentine,Rev.Mod.Phys.42(1970)358.
[4]M.Ozawa,Phys.Rev.A67(2003)042105.
[5]H.P.Robertson,Phys.Rev.34(1929)163.
[6]E.H.Kennard,Zeit.Phys.44(1927)326.
[7]H.Weyl,GruppentheorieundQuantenmechanik,Hirzel,Leipzig,1928.
[8]C.Branciard,PNAS110(2013)6742-6747.
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[9]E.Schr昳dinger,Sitz.Preuss.Akad.Wiss.14(1930)296..英译本(2000年),参见arXiv:

quant灢ph/9903100v2,pp.1-16.
[10]R.Shankar,PrinciplesofQuantum Mechanics,第二版,9.2节.
[11]L.A.Rozema,A.Darabi,D.H.Mahler,A.Hayat,Y.Soudagar&A.M.Steinberg,

Phys.Rev.Lett.109(2012)100404.
[12]O.Nairz,M.Arndt& A.Zeilinger,Phys.Rev.A65(2002),以及所引文献.
[13]D.C.Cassidy,ScientificAmerican,1992,5月号,64-70页.
[14]J.Maddox,Nature362(1993)693.
[15]J.L.Heilbron,Nature498(2013)27.

*暋暋*暋暋*

不确定度关系除了有上述的基本概念和理论上的意义之外,还有广泛的实际

用途,特别是常常用来定性地估计体系的基本特征.以后将不断讲述这种例子.下
面举两个例子.

例1暋原子核的组成问题.
在1932年Chadwick发现中子以前,有人曾经认为原子核是由质子和电子

组成.但这种看法遇到了很多矛盾,例如,统计性上的矛盾.此外,如用不确定度

关系来估算一下毬衰变粒子的能量,就会发现与实验有明显矛盾.因为原子核半

径<10-12cm,若电子是原子核的一个组成粒子,则其位置不确定度 殼x燂10-12

cm,按不确定度关系,殼p曋淈/殼x曋10-15g·cm·s-1.从数量级来考虑,p曋殼p,

因此电子能量(因为它远大于电子静止能量mc2曋0灡51MeV,所以需用相对论力

学来计算)

E= p2c2+m2c4 曋pc曋c殼p曋 淈c
殼x曋20MeV

但所有原子核在毬衰变中放出的电子的能量都差不多是E毬曋1MeV.这与理论估计差

几十倍.在中子发现后,由于中子质量mn曋1842me,矛盾就完全解决了(后来实验发现,

毬衰变中释放出的电子,并非原子核的一个组成粒子,是在衰变过程中产生的).
例2暋不确定度关系可以用来估计物质结构的不同层次的特征能量.按不确

定度关系,

殼p曋淈/殼x
在非相对论情况(对原子,分子,原子核适用),

E 曋p2/2m 曋 (殼p)2/2m
对于原子,殼x曋10-8cm,用电子质量me 代入,

E 曋 淈2

2me(殼x)2 曋4eV

对于中等原子核,殼x曋6暳10-13cm,用中子或质子质量代入,
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E 曋 淈2

2mn(殼x)2 曋1MeV

所以,在分子或原子物理中常选用eV 为能量单位,而在核物理中则用 MeV 和

keV比较方便.对于相对论情况,

E 曋pc曋c殼p曋 淈c
殼x

在粒子物理中,粒子大小 殼x燂10-13cm,所以E曋0灡2GeV,所以,粒子物理中常用

GeV和 MeV为能量单位.

暋暋栙 有时也把平均值记为暣x暤=曇
+曓

-曓氉
*(x)x氉(x)dx= (氉,x氉)

暣V(r)暤=曇
+曓

-曓氉
*(r)V(r)氉(r)d3x= (氉,V氉)

这里已假定波函数是归一化的,即(氉,氉)=1.如波函数尚未归一化,则

暣x暤=(氉,x氉)/(氉,氉)

暣V(r)暤=(氉,V氉)/(氉,氉)

2灡1灡5暋力学量的平均值与算符的引进

粒子处于波函数氉(r)所描述的状态下,虽然不是所有力学量都具有确定的观

测值,但它们都有确定的概率分布,因而有确定的平均值(averagevalue),在文献

也常称之为期待值(expectationvalue).以下假定波函数已归一化.例如,位置x的

平均值为栙

x暋- =曇
+曓

-曓
氉(r)2xd3x (2灡1灡25)

又例如,势能V(r)的平均值为

煀V =曇
+曓

-曓
氉(r)2V(r)d3x (2灡1灡26)

但是动量的平均值怎样计算呢?
上面已提到,由于粒子的动量与波长相联系,而波长是用以刻画波动在空间变

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
化快慢的
踿踿踿踿

,是属于整个波动的量.因此严格说来,“空间某一点的波长暠的提法是没有

意义的.再根据deBroglie关系式(p=h/毸),“微观粒子在空间某点的动量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

暠的提法也
踿踿踿踿

是没有意义的
踿踿踿踿踿踿.因此,不能像求位置或势能的平均值那样来求动量的平均值,即

煀p曎曇氉(r)2p(r)d3x (2灡1灡27)

所以我们得换一种思路来解决这问题.
按2灡1灡3节所述,给定波函数氉(r)后,测得粒子的动量在(p,p+dp)中的概率

正比于 氄(p)2,
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氄(p)= 1
(2毿淈)3/2曇

+曓

-曓
氉(r)exp(-ip·r/淈)d3x (2灡1灡28)

因此,可以借助于氄(p)来间接表述动量的平均值

煀p=曇
+曓

-曓
氄(p)2pd3p=曇d3p氄* (p)p氄(p) (2灡1灡29)

用式(2灡1灡28)代入,得

煀p=犽d3xd3p氉* (r)exp(ip·r/淈)
(2毿淈)3/2 p氄(p)

=犽d3xd3p氉
* (r) 1

(2毿淈)3/2(-i淈

殼

)eip·r/淈
氄(p) (2灡1灡30)

对p积分,利用式(2灡1灡14),即氉(r)的Fourier展开,可得

煀p=曇d3x氉* (r)(-ih

殼

)氉(r) (2灡1灡31)

这样,我 们 就 找 到 一 个 直 接
踿 踿

用 氉(r)来 计 算 动 量 平 均 值 的 公 式,而 不 必 像

式(2灡1灡29)那样,间接
踿踿

地通过氉(r)的Fourier变换氄(p)来计算.可是,这时就出现

了一种新的数学工具———算符(operator).令

p
暷=-i淈

殼

(2灡1灡32)
殼

即梯度算符,则式(2灡1灡31)可表示成

煀p=曇氉
* (r)p暷氉(r)d3x (2灡1灡33)

p
暷 称为动量算符.上式说明,动量平均值与波函数的梯度密切联系在一起,这是完

全可以理解的.因为,按照deBroglie关系,动量与波长的倒数(即波数)成比例.波踿
函数的梯度愈大
踿踿踿踿踿踿踿

,即波长愈短
踿踿踿踿踿

,或波数愈大
踿踿踿踿踿

,因而动量平均值也就愈大
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

与上面类似,可求出动能T=p2/2m 及角动量l=r暳p(三个分量)的平均值,

分别表示为

煆T =曇氉* (r)-淈2

2m

殼æ

è
ç

ö

ø
÷

2 氉(r)d3x=曇氉* (r)T
暷

氉(r)d3x (2灡1灡34)

T
暷

=-淈2

2m

殼

2暋(动能算符) (2灡1灡35)

焵l=曇氉
* (r)r暳p暷氉(r)d3x=曇氉

* (r)l
暷

氉(r)d3x (2灡1灡36)

l
暷

=r暳p暷暋暋(角动量算符) (2灡1灡37)

l
暷

是一个矢量算符
踿踿踿踿

,它的三个分量算符可以表示成
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l
暷

x =yp暷z -zp暷y =-i淈y灥
灥z-z灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

y

l
暷

y =zp暷x -xp暷z =-i淈z灥
灥x-x灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

z

l
暷

z =xp暷y -yp暷x =-i淈 x 灥
灥y-y 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

(2灡1灡38)

又例如,设粒子在势场V(r)中运动,Hamilton量 H=T+V 相应的算符为

H
暷

=-淈2

2m

殼

2+V(r) (2灡1灡39)

暋暋一般说来,粒子的任何一个力学量A 的平均值可以表示为

煆A =曇氉
*A

暷

氉d
3x= (氉,A

暷

氉) (2灡1灡40)

A
暷

是与力学量A 相应的算符.如氉未归一化,则

煆A = (氉,A
暷

氉)/(氉,氉) (2灡1灡41)

关于有经典对应的力学量,如何写出它的算符,算符的一般性质,以及算符与力学

量之间的更深刻的联系,将于第4章详细讨论.

练习1暋对于2灡1灡2节的练习1~4中的粒子,求它的位置和动量的平均值.

2灡1灡6暋统计诠释对波函数提出的要求

波函数的统计诠释赋予了波函数以确切的物理含义,那么根据统计诠释究竟

对波函数氉(r)应提出哪些要求?
(a)首 先,根据统计诠释,要 求 氉(r)2 取 有 限 值 似 乎 是 必 要 的,即 要 求

氉(r)取有限值.但应该注意,氉(r)2 只是表示概率密度
踿踿踿踿

,而在物理上只要求在空
踿踿

间任何有限体积元中找到粒子的概率为有限值即可
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.因此,并不排除在空间某些孤立

奇点处,氉(r)曻曓.例如,设r=r0 是氉(r)的一个孤立奇点,按统计诠释,只要

曇氂0
氉(r)2d3x= 有限值 (2灡1灡42)

就是物理上可以接受的,式中氂0 是包围点r0 的任意小体积(氂0曻0时,显然要求积

分值曻0).如取r0=0,采用球坐标,则式(2灡1灡42)条件相当于要求

当r曻0时,暋暋r3
氉(r)2 曻0 (2灡1灡43)

当r曻0时,氉~1
rs,就要求

s<3/2 (2灡1灡44)

对于二维情况,要求s<1.对于一维情况,要求s<1/2.
(b)按照统计诠释,一个实在的波函数要求满足归一化条件
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曇全空间
氉(r)2d3x=1 (2灡1灡45)

即平方可积.但概率描述中实质的问题是相对概率
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.因此,在量子力学中并不排除

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
使用某些不能归一化的理想的波函数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.例如,平面波氉(r)~exp(ip·r/淈)(动量本

征态),毮波包氉(r)~毮(r)(位置本征态).实际的波函数当然不会是一个理想的平

面波.但如果粒子态可以用一个很大的波包来描述,而波包的广延比所涉及问题的

特征长度大得多,它所描述的粒子在问题所涉及的空间范围中动量值基本确定,且
各处的概率密度相同,则不妨用平面波来作为一个良好的近似来描述这种状态.例
如,在散射理论中,入射粒子态常用平面波来描述(见第13章).

(c)按照统计诠释,要求 氉(r)单值
踿踿

,但由此是否可得出要求
踿踿踿踿踿踿踿氉(r)单值

踿踿
? 这并

不一定,例如,涉及粒子的其他自由度的问题.在后面适当地方还要详细讨论这

一点.

2灡2暋Schr昳dinger方程

2灡2灡1暋方程的引进

前已提及,一个微观粒子的量子态用波函数氉(r,t)来描述,当氉(r,t)确定后,
粒子的任何一个力学量的平均值以及它取各种可能测值的概率就完全确定.下一

步最核心的问题是要解决量子态
踿踿踿

[即氉(r,t)]怎样随时间演化以及在各种具体情况
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

下如何求出波函数
踿踿踿踿踿踿踿踿

的问题.Schr昳dinger在1926年提出的波动方程成功地解决了

这个问题.栙

下面我们从一个简单的途径来引进这方程栚.应该强调,Schr昳dinger方程是
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E.Schr昳dinger(1926)在 AnnalenderPhysik上发表了4篇论文,题目是“QuantisierungalsEigen灢
wertproblem暠(英 译:QuantizationasEigenvalueProblem).栺灢栻,79(1926)361~376,489~527,栿,80
(1926)437~490,桇,81(1926)109~139.Schr昳dinger在deBroglie物质波假说的启发下,对微观粒子能量量

子化问题给出了一个系统的理论方案,即把它作为一个波动方程的本征值问题来处理.他深入分析了正则形

式下经典粒子力学与几何光学的相似性,并参照几何光学与波动光学的关系,建立起粒子的波动力学.关于

这段历史,可以参阅:F.Bloch,PhysicsToday,Dec.23,1986;T.HeyandP.Walters,TheNewQuantum
Universe(CambridgeUniversityPress,2003),p.35~37.还可参阅:E.Schr昳dinger,FourLectureson
WaveMechanics,(1928);E.Schr昳dinger,CollectedPaperson WaveMechanics(Chelsea,New York,

1978);或E.Schr昳dinger,GesammelteAbhandlungen(Wier,Verlagder昳sterreichischenAkademiederWis灢
senshaften,1984).

D.Bohm,QuantumTheory,chap.3,p.77,1954;R.W.Robinett,QuantumMechanics,chap.
3(OxfordUniversityPress,N.Y.1997),提到:“JustasitisimpossibletoderiveNewton狆sequationsofmo灢
tioninclassicalmechanicsorMaxwell暞sequationsforelectricityandmagnetismfromfirstprinciples,neither
canwedemonstratethevalidityoftheSchr昳dingerequationapproach(oranyotherequivalentone)toquan灢
tummechanicsapriori.暠



量子力学最基本的方程,其地位与 Newton方程在经典力学中的地位相当,应该认

为是量子力学的一个基本假定,并不能从什么比它更根本的假定来证明它.它的正

确性,归根到底,只能靠实验来检验.
先讨论自由粒子情况.粒子能量E 及动量p 之间的关系是

E=p2/2m (2灡2灡1)

m 是粒子质量.按 deBroglie关系,与粒子运动相联系的波的角频率氊 及波矢

k(|k|=2毿/毸)分别由下式给出:

氊=E/淈,暋暋k=p/淈 (2灡2灡2)
或者说,与具有一定能量E 及动量p 的粒子相联系的是平面单色波

氉(r,t)曍exp[i(k·r-氊t)]

=exp[i(p·r-Et)/淈] (2灡2灡3)
由上式可以看出

i淈灥
灥t氉=E氉

-i淈

殼

氉=p氉,暋-淈2

殼

2氉=p2氉
再利用式(2灡2灡1),可以得出

i淈灥
灥t+淈2

2m

殼æ

è
ç

ö

ø
÷

2 氉= E-p2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m 氉=0

即

i淈灥
灥t氉

(r,t)=-淈2

殼
2

2m氉(r,t) (2灡2灡4)

暋暋自由粒子的一般状态具有波包的形式,即许多平面单色波的叠加,

氉(r,t)= 1
(2毿淈)3/2曇

+曓

-曓
氄(p)exp[i(p·r-Et)/淈]d3p (2灡2灡5)

上式中

E=p2/2m
不难证明

i淈灥
灥t氉= 1

(2毿淈)3/2曇
+曓

-曓
氄(p)Eexp[i(p·r-Et)/淈]d3p

-淈2

殼

2氉= 1
(2毿淈)3/2曇

+曓

-曓
氄(p)p2exp[i(p·r-Et)/淈]d3p

所以

i淈灥
灥t+淈2

殼

2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m 氉= 1
(2毿淈)3/2曇

+曓

-曓
氄(p)E-p2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m
exp[i(p·r-Et)/淈]d3p=0

可见氉仍然满足方程(2灡2灡4).所以式(2灡2灡4)是自由粒子波函数满足的方程
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

值得提到,如在经典的能量动量关系式(2灡2灡1)中,作如下替换:

E 曻i淈灥
灥t暋暋暋暋 (2灡2灡6)
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p曻p暷 =-i淈

殼

然后作用于波函数上,即可得到方程(2灡2灡4).
进一步考虑在势场

踿踿V(r)中运动的粒子
踿踿踿踿踿踿.按照经典粒子的能量关系式

E=p2/2m+V (2灡2灡7)
对于上式作替换(2灡2灡6),然后作用于波函数上,即得

i淈灥
灥t氉

(r,t)= -淈2

2m

殼

2+æ

è
ç

ö

ø
÷V 氉(r,t) (2灡2灡8)

这就是Schr昳dinger在1926年提出的方程,它揭示了原子世界中物质运动的基本

规律.在随后的几年中,原子结构和在原子水平上的物质结构,以及究竟是什么东

西决定物质的物理和化学性质这些古老而基本的问题,一个接着一个地迅速得到

解决.例如,物体为什么有绝缘体、半导体和导体之分.原子结构这个谜在原则上完

全搞清楚了.原子辐射和毩衰变现象(势垒穿透)也搞清了.在量子力学出现之前,
化学和物理学是截然分开的两门学科,而量子力学出现之后,两者的关系就十分明

显了.化学家唯象地引进了“键暠的概念来说明分子的形成.但只有在量子力学的基

础上才能阐明化学键的本质.19世纪 Mendeleev提出的元素周期律是经验的概

括,它使化学成为一门系统的科学.但元素的化学和物理性质的周期性的本质,只
在用量子力学原理搞清了原子中的电子壳结构之后才得以阐明.近几十年来科学

的进展表明,各种化学和生物的现象,原则上可以在量子力学原理和电磁作用的基

础上得到满意的理解.
讨论

1)定域的概率守恒

Schr昳dinger方程是非相对论量子力学的基本方程
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.在非相对论(低能)情况

下,实物粒子(m曎0)没有产生或湮没的现象,所以在随时间演化的过程中,粒子数

目将保持不变栙.对于一个粒子来说,在全空间找到它的概率之总和应不随时间改

变,即
d
dt曇

+曓

-曓
氉(r,t)2d3x=0 (2灡2灡9)

这一点不难从Schr昳dinger方程得以论证.对式(2灡2灡8)取复共轭,注意V* =V,得

-i淈灥
灥t氉

* = -淈2

2m

殼

2+æ

è
ç

ö

ø
÷V 氉

* (2灡2灡10)

氉
* 暳(2灡2灡8)-氉暳(2灡2灡10),得
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栙 A.Messiah,QuantumMechanics,Vol.1,p.65提到:“Actually,thefactthatawavecanrepresent
thedynamicalstateofoneandonlyoneparticleisjustifiedonlyinthenon灢relativisticlimit,i.e.whenthe
lawofconservationofthenumberofparticlesissatisfied.暠在这一点上,实物粒子与光子(m=0)不同.光子静

质量为0,速度为c,不存在非相对论的情况
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.光子可以不时被吸收或产生,光子数是不一定守恒的.对于实物

粒子,在高能领域中,粒子产生和湮没是经常发生的.例如,正负电子对湮没而产生两个或多个光子的现象.
此时应该用量子场论来处理.



i淈灥
灥t

(氉
*
氉)=-淈2

2m
(氉

* 殼

2氉-氉

殼

2氉* )

=-淈2

2m

殼

·(氉*

殼

氉-氉

殼

氉
* ) (2灡2灡11)

在空间闭区域V 中积分上式(见图2灡5),根据 Gauss定理,得

i淈d
dt曇V

氉
*
氉d

3x=-淈2

2m曈S
(氉

* 殼

氉-氉

殼

氉
* )·dS (2灡2灡12)

令
氀=氉

* (r,t)氉(r,t)暋暋(概率密度) (2灡2灡13)

j=-i淈
2m

(氉
* 殼

氉-氉

殼

氉* )

= 1
2m

(氉*p暷氉-氉p
暷

氉* ) (2灡2灡14)

(j的物理意义的讨论见下),则式(2灡2灡12)化为

d
dt曇V

氀d3x=-曈S
j·dS (2灡2灡15)

图2灡5

上式左边代表在闭区域V 中找到粒子的总概率(或粒

子数)在单位时间内的增加,而右边(注意负号!)代表

单位时间内通过封闭曲面S而流入V 的概率(或粒子

数).所以j具有概率流密度
踿踿踿

的意义.概率流密度是矢

量.式(2灡2灡12)或式(2灡2灡15)乃是概率(粒子数)守恒

的积分表达式.而式(2灡2灡11)可改写为

灥
灥t氀+

殼

·j=0 (2灡2灡16)

则是概率守恒的微分表达式,形式上与流体力学中的

连续性方程相似.
在式(2灡2灡12)中,让V曻曓(全空间).对于任何实

际的波函数,要求满足平方可积条件.在此情况下,可
以证明,式(2灡2灡12)右边的面积分曻0栙.所以

d
dt曇

+曓

-曓
氉(r,t)2d3x=0

这就是要证明的式(2灡2灡9).从此式还可看出,

曇
+曓

-曓
氉(r,t)2d3x= 常数 暋暋(与时间无关) (2灡2灡17)

即波函数的归一化不随时间而变.如果在初始时刻波函数已归一化,则在以后任何

时刻都是归一化的.

·84·
栙 对于平方可积波函数,当r曻曓,氉曍r-(3/2+毰),毰>0正数.代入式(2灡2灡12),右边面积分的确曻0.



应该强调,这里的概率守恒具有局域
踿踿

的性质栙.当粒子在空间某处的概率减小

了,必然在另外某个地方的概率增加了(总概率不变),而且伴随着有什么东西在两

地之间传递.连续性意味两点之间有某种流,设想在中间加上一堵墙,则概率分布

就会不同.所以仅概率守恒本身还不是该守恒定律的全部内容栚 ,正如能量守恒不

如局域的能量守恒那样深刻一样.局域的能量守恒表明:空间某地的能量减少了,
必然通过能流的方式传播到另外一个地方去了.概率流概念与能流的概念类似.

练习1暋设氉1 与氉2 是Schr昳dinger方程的两个解,证明

曇氉
*
1 (r,t)氉2(r,t)d3x

与时间无关.

2)波函数的物理意义

Schr昳dinger在 提 出 他 的 方 程 时,就 已 发 现 守 恒 定 律 [式 (2灡2灡15)及

(2灡2灡16)]是他的方程的必然结论.他当时曾经认为栚,氀是一个电子的电荷分布

密度,j代表该电子的电流密度.因此,他认为电子通过这样的电荷与电流跟电

磁场发生相互作用.但当他用他的方程去解释氢原子时,就遇到了矛盾.一方面

原子是稳定的,但又有电流绕原子核流动,因而会辐射出光来.这种矛盾情况是

难以解释的.在其他许多问题上也都遇到类似的困难,包括2灡1灡1节已提到过的

电子的“原子性暠问题.
后来是Born提出波函数的统计诠释才克服了这困难.Born认为,Schr昳dinger

方程中波函数氉的模方,即 氉(r)2,并不代表一个电子的电荷密度,而是代表单

位体积中找到该电子的概率.当你在空间某处找到一个电子时,出现的是整个电子

(原子性!),因此,原子中一个电子的波函数氉(r),并非描述在空中连续分布的电

荷.电子既可以在这里,也可以在那里.但一旦在某处出现
踿踿踿踿踿踿踿

,就是一个整体
踿踿踿踿踿踿

,具有一

定的电荷和质量等确切的属性.
另一方面可以设想,有大量的同类的粒子处于同一个状态[用同样的波函数

氉(r)来描述,这就是系综(ensemble)的概念栛].由于发现任何一个粒子处于r处的

概率正比于 氉(r)2,如果粒子的数目非常大,在体积元殼x殼y殼z中就可以有大量

的粒子(粒子数曍 氉(r)2殼x殼y殼z).这样,就可以把 氉(r)2 解释成粒子密度.设
想每个粒子带电荷q,则q氉(r)2 代表电荷密度,而qj 代表电流密度.因此,如果

有可能使大量同样的粒子处于完全相同的状态(系综),则波函数将具有实在的物

理意义而拓展到宏观的领域.
与光子对比一下是有益的栙 .光子的波动方程即 Maxwell方程,光子的波函数

就是矢势A.由于光子是无相互作用的Bose子(参阅5灡5节),可以有许多光子处
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栚

栛

TheFeynmanLecturesonPhysics,Vol.栿,曥27灢1.
TheFeynmanLecturesonPhysics,Vol,栿,曥21灢4.
A.Messiah,QuantumMechanics,Vol.1,p.121.



于同一状态,而且还倾向于处于同一状态栙.当有大量的光子处于同一状态时,如
去测波函数,它直接就是矢势A.历史上最早观测到的正是大量光子处于同一状态

的情况,因此,可以通过宏观尺度上的测量直接认识到光子波函数的性质,因而远

在量子力学提出之前,就找到了光子的波动方程.
然而对于电子,由于它是Fermi子,不允许有两个电子处于完全相同的一个状

态(Pauli不相容原理,见5灡5节).所以长期以来人们一直认为:电子的波函数不会

有一个宏观的体现.然而在极低温情况下的超导现象,提供了这样一个实例.超导

是金属中大量的“电子对暠(Cooper对)的相干关联产生的现象,“电子对暠可以近似

地看成Bose子.这将在第7章中仔细讨论.
在绝大多数情况下,Schr昳dinger方程中出现的波函数所描述的是一个或为数

不多的粒子体系,波函数本身就没有经典的意义.

2灡2灡2暋量子力学中的初值问题,传播子

由于Schr昳dinger方程只含波函数对时间的一次微商,当给定体系的初态波

函数氉(r,0)后,求解Schr昳dinger方程,原则上即可确定以后任何时刻t>0的波函

数氉(r,t).换言之,Schr昳dinger方程给出了波函数(量子态)随时间演化的决定论

性的(deterministic)规律栚.
在一般情况下,这个初值问题的求解是比较困难的,往往需用近似方法求解.但对

于自由粒子,则可严格求解.对于具有一定动量p的自由粒子,其量子态称为动量本征

态(相应的动量本征值为p,见4灡2节),用下列平面单色波描述[见式(2灡2灡3)]

氉(r,t)= 1
(2毿淈)3/2e

i(p·r-Et)/淈,暋暋E= p2

2m
(2灡2灡18)
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栙

栚

TheFeynmanLecturesonPhysics,Vol.栿,chap.4.
W.H.Zurek,Phys.Today,Oct.1991,p.36~44,文中提到:“Statesofquantumsystemsevolve

accordingtothedeterministiclinearSchr昳dingerequation,i淈 灥
灥t|氉暤=H|氉暤.Thatis,justasinclassicalme灢

chanics,giventheinitialstateofthesystemanditsHamiltonianH,onecancomputethestateatarbitrary
time.Thisdeterministicevolutionof|氉暤hasbeenverifiedincarefullycontrolledexperiments.暠文中又提到:
“Macroscopicquantumsystemsareneverisolatedfromtheirenvironments,…theyshouldnotbeexpectedto
followSchr昳dinger狆sequation,whichisapplicableonlytoaclosedsystem暠.文中讨论了体系与环境相互作用

导致体系量子态的退相干
踿踿踿

(decoherence),并逐渐演化为经典态.J.Maddox,Nature362(1993),693,提到

“…theSchr昳dingerequationisaperfectlydeterministicequationexactlycomparabletotheequationofmo灢
tionofaclassicalmechanicalsystem,…暠

在经典力学中,自由度为N 的体系的运动状态用相空间(phasespace)中一个点{qi(t),pi(t)},i=1,2,

…,N 来描述,qi 和pi 分别为一组正则坐标和正则动量.当给定初始时刻状态{qi(0),pi(0)},i=1,2,…,N
后,从求解正则方程

qx暋·i=
灥H
灥pi

,暋暋px暋·i=-灥H
灥qi

,暋i=1,2,…,N

(H 为 Hamilton量)可以确定以后任何时刻t>0的运动状态{qi(t),pi(t)},i=1,2,…,N.这种规律称为

Laplace决定论,是粒子机械运动的因果律的表现.



不难验证它满足Schr昳dinger方程(2灡2灡4).自由粒子的一般量子态氉(r,t)可以表

示成平面单色波的叠加

氉(r,t)= 1
(2毿淈)3/2曇

+曓

-曓
d3p氄(p)e

i(p·r-Et)/淈
暋暋(E= p2

2m
) (2灡2灡19)

其初态为

氉(r,0)= 1
(2毿淈)3/2曇

+曓

-曓
d3p氄(p)e

ip·r/淈 (2灡2灡20)

它的Fourier逆变换为

氄(p)= 1
(2毿淈)3/2曇

+曓

-曓
d3r氉(r,0)e-ip·r/淈 (2灡2灡21)

氄(p)由初态氉(r,0)决定.可以直接验证式(2灡2灡19)给出的量子态也满足自由粒子

的Schr昳dinger方程(2灡2灡4).
把式(2灡2灡21)代入式(2灡2灡19),可得

氉(r,t)= 1
(2毿淈)3曇

+曓

-曓
d3r曚曇

+曓

-曓
d3peip·(r-r曚)/淈-iEt/淈

氉(r曚,0)

=曇
+曓

-曓
d3r曚G(r,t;r曚,0)氉(r曚,0)暋暋(t>0) (2灡2灡22)

式中

G(r,t;r曚,0)= 1
(2毿淈)3曇

+曓

-曓
d3pexpip·(r-r曚)

淈 -ip2t
2m

é

ë
êê

ù

û
úú淈

(2灡2灡23)

称为自由粒子的传播子(propagator).经过计算,可得出

G(r,t;r曚,0)= m
2毿i淈

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
3/2

expim
2淈t

(r-r曚)[ ]2 暋(t曒0) (2灡2灡24)

不难证明

lim
t曻0

G(r,t;r曚,0)=毮(r-r曚) (2灡2灡25)

图2灡6

暋暋由式(2灡2灡22)可以看出,如已给定粒子初始状态氉(r曚,0),则借助于传播子

G(r,t;r曚,0)式(2灡2灡24),即可确定t曒0时刻的量子态(图2灡6).换言之,直接利用

传播子,可知道量子态如何随时间演化.对于非

自由粒子,传播子的计算就比较复杂.传播子的

物理意义如下:
设初始时刻粒子处于r曚0 点,氉(r曚,0)=

毮(r曚-r曚0),即粒子位置的本征态,本征值为r曚0.
由式(2灡2灡22)可知

氉(r,t)=G(r,t;r曚0,0) (2灡2灡26)
即G(r,t;r曚0,0)=氉(r,t)表示t(曒0)时刻粒子

在r点的概率波幅.在一般情形下,粒子初态并

不是位置本征态,而是由概率波幅氉(r曚,0)描

述.t曒0时刻粒子在r点的概率波幅氉(r,t),则
·15·



是从不同点r曚传播而来的概率波的相干叠加,如式(2灡2灡22)所示.当然,来自不同点

r曚的贡献,并不一定相同,这由传播子G(r,t;r曚,0)决定.而传播子本身则由具体的物

理条件[势场V(r),边界条件等]决定.由上面讨论可以看出,在数学形式上,式
(2灡2灡22)描述的相当于波动光学中的 Huygens原理,但量子力学中描述的是概率波.

在量子力学中有系统计算传播子的方法.值得提到,R.P.Feynman在20世纪

40年代提出了不同于Schr昳dinger波动力学的另一种计算传播子的方案,称为路径

积分理论.这将在卷栻中讲述.

2灡2灡3暋不含时Schr昳dinger方程,能量本征值与定态

下面讨论一种常见的而且极重要的情况,即势场不显含时间t(在经典力学

中,这种势场中的粒子的机械能是守恒的).此时,Schr昳dinger方程存在下列形式

的特解,即氉(r,t)可以分离变量,

氉(r,t)=氉(r)f(t) (2灡2灡27)
代入式(2灡2灡8),分离变数后,得

i淈
f(t)

df
dt

= 1
氉(r)-淈2

2m

殼

2+V(r[ ])氉(r)=E (2灡2灡28)

E 是既不依赖于t,也不依赖于r的常数.这样,
d
dtlnf

(t)=-iE
淈

所以

f(t)~exp(-iEt/淈) (2灡2灡29)
因此,特解式(2灡2灡27)可以表示为

氉(r,t)=氉E(r)exp(-iEt/淈) (2灡2灡30)
其中氉E(r)是满足下列方程

-淈2

2m

殼

2+V(r[ ])氉(r)=E氉(r) (2灡2灡31)

的解.式(2灡2灡31)称为不含时间的(time灢independent)Schr昳dinger方程.上式也常

表示成

H氉=E氉 (2灡2灡32)
其中 H 是在势场V(r)中的粒子的 Hamilton算符

H = p2

2m
+V(r)=-淈2

2m

殼

2+V(r) (2灡2灡33)

暋暋从数学上来说,对于任何E 值,方程(2灡2灡31)都有解.但并非对于一切E 值所

得出的解氉(r)都满足物理上的要求栙.这些要求中,有一些是根据波函数的统计诠

释而提出的要求(见2灡1灡6节),也有根据体系的具体物理情况提出的要求.例如,
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栙 参见 Cohen灢Tannoudji,etal.,Quantum Mechanics,vol.1,p.352;A.Messiah,Quantum
Mechanics,vol.1,p.72~73.



对于束缚态,就要求氉(r)在无限远处的值趋于零.在此情况下,往往只有某些E 值

所对应的解,才满足这些物理上的要求.这些 E 值称为体系的 能 量 本 征 值
踿 踿 踿 踿 踿

(energyeigenvalue),而相应的波函数记为氉E(r),称为能量本征函数
踿踿踿踿踿踿

(energyei灢
genfunction).不含时间的

踿踿踿踿踿Schr昳dinger方程
踿踿

(2灡2灡31),实际上就是粒子的能量本
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

征方程
踿踿踿

(energyeigenequation).在第3章,我们将对一维运动粒子的能量本征值及本

征函数作更仔细的分析.在第4章中将对本征值及本征函数问题进行普遍的讨论.

练习2暋当势能V(r)改变一个常量C时,即V(r)曻V(r)+C,粒子的能量本征波函数改变

否? 能量本征值改变否?

练习3暋设粒子势能V(r)的极小值表示为Vmin,证明粒子的能量本征值E>Vmin.
提示:在能量本征态下,E=煀T+煀V,煀T曒0,煀V曒Vmin.
下面来讨论一个很重要的情况,即粒子初始时刻(t=0)处于某一个能量本征

态(能量本征值为E)

氉(r,0)=氉E(r)
其中氉E(r)满足方程(2灡2灡31)或(2灡2灡32),V(r)(或 H)不显含t.不难验证

氉(r,t)=氉E(r)exp(-iEt/淈) (2灡2灡34)
满足含时Schr昳dinger方程(2灡2灡8).显然,与初始时刻一样,氉(r,t)也满足不含时

Schr昳dinger方程(2灡2灡31),即仍然保持为体系的能量本征态(对应于能量本征值E).
形式如式(2灡2灡30)的波函数所描述的态,称为定态

踿踿
(stationarystate)栙.处于

定态下的粒子具有如下特征:
(1)粒子在空间中的概率密度氀(r)= 氉E(r)2 及概率流密度j,显然都不随

时间改变.
(2)任何力学量(不显含t)的平均值,不随时间变化.(读者自己证明)
(3)任何力学量(不显含t)取各种可能测值的概率分布也不随时间改变.(其

普遍证明将于5灡1节给出.)
此外,还不难看出,如初始时刻体系并不处于某一个能量本征态,而是若干能

量本征态的叠加(设能量本征值是离散的),

氉(r,0)= 暺
E
cE氉E(r) (2灡2灡35)

其中展开系数cE 由初态氉(r,0)确定栚.不难验证(留作读者练习)

氉(r,t)= 暺
E
cE氉E(r)e-iEt/淈 (2灡2灡36)

满足含时Schr昳dinger方程(2灡2灡8),它是若干定态波函数的叠加.这种状态称为
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栙

栚

A.Messiah,QuantumMechanics,vol.1,p.72,指出:形式如式(2灡2灡30)的态称为体系的能量为E
的定态,并指出:“thetime灢independentwavefunction氉isusuallycalledthewavefunctionofthestationary
state,althoughthetruewavefunctiondiffersfromthelatterbythephasefactorexp(-iEt/淈).暠

利用能量本征函数的正交归一性,可知cE =曇氉*
E (r)氉(r,0)d3r,详细讨论,见第4章和第5章.



非定态
踿踿踿

(nonstationarystate).在这种状态下,粒子的概率分布密度氀(r,t)和流密

度j(r,t)都要随时间改变.而且一般说来,力学量A
暷

(不显含t)的平均值及概率分

布也要随时间改变(守恒量除外,详见第5章).

练习4暋设氉(r,0)=c1氉E1
(r)+c2氉E2

(r),求氉(r,t).讨论氀(r,t),j(r,t)以及它们随时间变

化的周期氂.

2灡2灡4暋Schr昳dinger方程的普遍表示式

粒子在势场V(r)中的Schr昳dinger方程(2灡2灡8),推广到一般的量子力学体

系,可以表示成

i淈灥
灥t氉=H氉 (2灡2灡37)

式中 H 为体系的 Hamilton量算符,它可以不显含t,也可以显含t.在 H 不显含t
的情况下,可以写出不含时的Schr昳dinger方程,即能量本征方程

H氉=E氉 (2灡2灡38)
如何写出各种体系的 Hamilton量,以及在各种表象

踿踿踿踿
中写出Schr昳dinger方程,以

后将陆续讨论.对于有经典对应的体系,可以把经典 Hamilton量量子化而得出

Schr昳dinger方程.在无经典对应的情况(例如,对有自旋的粒子),则只能根据实验

表现出来的特征,建立其 Hamilton量,而其正确性则只能靠实验来检验.

[注]暋设在曲线坐标(q1,q2,q3)中,线段元记为ds,

ds2 = 暺
i,k

gikdqidqk

在这曲线坐标系中的Schr昳dinger方程表示为

i淈灥
灥t氉= H氉= -淈2

2m
1
g暺i,k

灥
灥qi ggik 灥

灥q( )k +[ ]V 氉 (2灡2灡39)

其中
g= det(gik)

暺
j
gijgjk =毮i

k

在球坐标系中

H =-淈2

2m
1
r2

灥
灥rr

2 灥
灥r+ 1

r2sin毴
灥
灥毴sin毴灥

灥毴+ 1
r2sin2毴

灥2

灥氄( )2 +V (2灡2灡40)

参阅 W.Pauli,DieAllgemeinenPrinzipenderWellenMechanik,HandbuchderPhysik,Bd.
24(1946).

对于N 个粒子组成的体系,设粒子质量分别为mi(i=1,2,…,N),第i个粒

子受到的外场作用能为U(ri),而各粒子之间的相互作用能为V(r1,r2,…,rN),则
在坐标表象(关于表象的概念,见下节)中

H = -暺
N

i=1

淈2

2mi

殼2
i +暺

N

i=1
U(ri)+V(r1,…,rN[ ]) (2灡2灡41)
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殼

2
i = 灥2

灥x2
i
+ 灥2

灥y2
i
+ 灥2

灥z2
i

而含时Schr昳dinger方程表示成

i淈灥
灥t氉

(r1,r2,…,rN,t)=H氉(r1,r2,…,rN,t) (2灡2灡42)

不含时Schr昳dinger方程表示成

H氉E(r1,r2,…,rN)=E氉(r1,r2,…,rN) (2灡2灡43)

E 为能量本征值,而相应的定态波函数为

氉E(r1,r2,…,rN,t)=氉E(r1,r2,…,rN)e-iEt/淈 (2灡2灡44)
特别是,对于含有Z个电子的原子

V(r1,…,rZ)= 暺
Z

i<j

e2

ri-rj

(2灡2灡45)

表示电子之间的Coulomb排斥能,而(原子核位置取为坐标原点)

U(ri)=-Ze2

ri
(2灡2灡46)

表示原子核(带+Ze电荷)对第i个电子的Coulomb吸引能.

2灡3暋态叠加原理

2灡3灡1暋量子态及其表象

按2灡1节的分析,在量子力学中,对于一个粒子,当描述它的波函数氉(r)给定

后,如去测量粒子的位置,则粒子出现在点r的概率密度为 氉(r)2.如去测量粒子

的动量,则动量为p的概率密度为 氄(p)2,其中氄(p)是氉(r)的Fourier变换,它
由氉(r)完全确定,

氄(p)= 1
(2毿淈)3/2曇氉(r)exp(-ip·r/淈)d3x (2灡3灡1)

其逆变换为

氉(r)= 1
(2毿淈)3/2曇氄(p)exp(ip·r/淈)d3p (2灡3灡2)

与此相似,还可以给出测量粒子的其他力学量的概率分布(详见第4章).概括起来

说,当
踿氉(r)给定后

踿踿踿
,粒子所有力学量的观测值的分布概率都确定了
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.从这个意义上

踿踿踿踿踿踿
来说
踿踿

,氉(r)完全描述了一个具有三个自由度的粒子的状态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栙.所以,波函数也称为
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栙 例如,A.Messiah,QuantumMechanics,Vol.1,p.162,“…thewavefunctioncompletelydefinesthe
dynamicalstateofthesystemunderconsideration.Incontrasttowhatoccursinclassicaltheory,thedynami灢
calvariablesofthesystemcannotingeneralbedefinedateachinstantwithinfiniteprecision.However,ifone
performsthemeasurementofagivendynamicalvariable,theresultsofmeasurementfollowacertainproba灢
bilitylaw,andthelawmustbecompletelydetermineduponspecifyingthewavefunction.暠



态函数
踿踿踿

,Feynman称之为概率幅(probabilityamplitude).显然,这种描述态的方式
踿踿踿踿踿踿

与经典粒子运动状态的描述方式
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(用每一时刻粒子的坐标及动量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即相空间中一个
踿踿踿踿踿踿踿

点
踿

,来描述
踿踿踿

)根本不同
踿踿踿踿.它反映了微观粒子的波动 粒子的二象性矛盾的统一.

同样,我们也可以说,氄(p)也完全描述了粒子的状态.因为氄(p)给定后,不仅

测量动量的概率分布完全确定[曍 氄(p)2],而且测量粒子位置的概率分布也完

全确定[曍 氉(r)2,而氉(r)可通过式(2灡3灡2)由氄(p)完全确定].类似,测量其他

力学量的分布概率也都是完全确定的(详见第4章).
因此,一个三维粒子的状态,既可以用氉(r)来描述,也可以用它的Fourier变

换氄(p)来描述,还可以有其他描述方式.它们彼此间有确定的变换关系,彼此是完

全等价的.它们描述的都是同一个状态
踿踿踿踿踿

,只不过表象
踿踿

(representation)不同而已栙,
这犹如一个矢量可以选用不同的坐标系来描述一样.我们称氉(r)是粒子状态在坐

踿
标表象
踿踿踿

(r表象
踿踿

)中的表示,而氄(p)则是同一个状态在动量表象
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(p表象
踿踿

)中的表示
踿踿踿踿

,
还可以选用其他的表象.关于表象及表象变换的详细讨论,见第8章.

练习1暋平面单色波氉p0
(x)= 1

2毿淈
exp(ip0x/淈)所描述的态下,粒子具有确定的动量p=

p0,量子力学中称之为动量本征态
踿踿踿踿踿

,动量本征值为p0.试在动量表象中写出此量子态.
答:氄p0

(p)=毮(p-p0).
练习2暋毮函数氉x0

(x)=毮(x-x0)描述的是粒子具有确定位置x=x0 的量子态,称为粒子

位置
踿踿

(坐标)本征态
踿踿踿

,位置本征值为x0.试在动量表象中写出此量子态.

答:氄x0
(p)= 1

2毿淈
exp(-ix0p/淈).

练习3暋量子态在坐标表象中用氉(r)描述,粒子位置的平均值表示成焵r=曇氉
* (r)r氉(r)d3x.

试在动量表象中计算焵r.

答:焵r=曇氄
* (p)i淈灥

灥p氄
(p)d3p,即在动量表象中r应表示为算符r

暷

=i淈灥
灥p.

2灡3灡2暋态叠加原理

在初步弄清了量子力学中态的概念之后,我们来讨论量子力学的另一个基本

原理———态叠加原理.它是量子态的不同表象的理论基础.
在经典力学中,当谈到一个波由若干子波相干叠加而成时,只不过表明这个合

成的波含有各种成分(具有不同波长,频率,确定的相对相位等)的子波而已.
在量子力学中,当我们弄清了波函数是用来描述一个微观体系的量子态时,则

前面分析过的波的叠加就有了更深刻的含义,即 态 的 叠 加
踿 踿 踿 踿

(superpositionof
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栙 更一般说来,态及态叠加概念可以脱离波函数的具体表示形式,详见 Dirac,ThePrinciplesof
Quantum Mechanics,4thed.,OxfordUniversityPress,1958.



states).态叠加原理可以认为是
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

“波的相干叠加性
踿踿踿踿踿踿踿

暠与
踿

“波函数完全描述一个微观体
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

系的状态
踿踿踿踿

暠两个概念的概括
踿踿踿踿踿踿踿.

例如,考虑一个用波包氉(r)描述的量子态,它由许多平面波叠加而成[如
式(2灡3灡2)所示],其中每一个平面波[~exp(ip·r/淈)]描述具有确定动量p的量

子态(称为动量本征态
踿踿踿踿踿

).对于用波包来描述的粒子,测量其动量时,实验表明,可能

出现各种可能的结果,也许出现p1,也许出现p2,……(凡是波包中包含有的那些

平面波所相应的p值,均可出现,出现的相对概率是确定的).我们应怎样来理解

这样的测量结果呢? 这只能认为原来那个波包所描述的量子态就是粒子的许多动
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

量本征态的某种相干叠加
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(coherentsuperposition),即粒子部分地处于
踿踿踿踿踿踿踿p1 态

踿
,部
踿

分地处于
踿踿踿踿p2 态

踿
,……这从经典物理概念来看,是很难理解的,但只有这样看法,才

能理解为什么测量动量时有时出现p1,有时又出现p2,……
更简单和更一般地说,设体系处于氉1 描述的状态下,测量某力学量A 所得结

果是一个确切的值a1(氉1 称为A 的本征态,a1 为相应的本征值).又假设在氉2 描

述的状态下,测量A 的结果为另外一个确切的值a2,则在

氉=c1氉1+c2氉2暋暋(c1,c2 常数) (2灡3灡3)
所描述的状态下,测量A 所得结果,既可能为a1,也可能为a2(但不会是另外的

值),而测得为a1 或a2 的相对概率是完全确定的.我们称氉态是氉1 态与氉2 态的线

性叠加态.在叠加态中氉1 与氉2 有确切的相对权重和相对相位
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.量子力学中这种态

踿踿踿踿踿踿踿踿
的叠加
踿踿踿

,导致在叠加态下观测结果的不确定性
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.与经典波的叠加的物理含义有本质

不同,在量子力学中
踿踿踿踿踿踿

,态叠加原理是与测量密切联系在一起的一个基本原理
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,它是

微观粒子的波动 粒子二象性的反映.
以上我们讨论的都是对某一时刻t的状态而言.若涉及态随时间的演化,则波

函数还是时间变量t的函数,简称“运动状态暠(stateofmotion).此时态叠加原理

还包含下述内容:设氉1(r,t)及氉2(r,t)分别代表粒子的两个可能的运动状态,则其

线性叠加c1氉1(r,t)+c2氉2(r,t)也代表粒子的一个可能的运动状态.按此要求,波函

数随时间演化的方程,即波动方程,必须是线性
踿踿

方程.表现在Schr昳dinger方程中

[见2灡2灡4节,式(2灡2灡37)],要求 Hamilton算符为线性算符.

*2灡3灡3暋光子的偏振态的叠加

下面我们以光子的偏振态栙的叠加作为具体例子来更形象地阐明态叠加原理.
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栙 设平面单色光(波长毸)沿z轴方向传播,电场强度E=Exex+Eyey,磁场强度B=ez暳E.

Ex(r,t)=E0
xcos(kz-氊t+毩x)

Ey(r,t)=E0
ycos(kz-氊t-毩y)

其中k=2毿
毸

,氊=2毿毻=kc,毩x 和毩y 表示相位.表示成复数形式则更方便.令

Ex=E0
xexp(i毩x),暋暋Ey=E0

yexp(i毩y)



续上页

则

Ex(r,t)=Exexp[i(kz-氊t)],暋暋Ey(r,t)=Eyexp[i(kz-氊t)]

如Ey=0,则称之为x方向线偏振光(或平面偏振光).如Ex=0,则称之为y方向线偏振光.如Ex=Ey,则称光沿45曘

方向线偏振[图2灡7(a)].如Ey=Exei毿
/2=iEx,(y方向振动的相位比x方向落后毿/2),则称为右旋圆偏振光[图2灡7

(b)].如Ey=Exe-i毿/2=-iEx,(y方向振动的相位比x方向超前毿/2),则称为左旋圆偏振光[图2灡7(c)].

图2灡7暋

暋

我们来考虑一个经典的检偏实验.设有一束线偏振光通过理想的电气石

(tourmaline)晶片(晶轴沿x方向).如入射光为x方向线偏振光,则偏振光束将全

部通过而不会被吸收[图2灡8(a)].如入射光为y方向线偏振光,则将被全部吸收,
在晶片后面将观测不到入射光束[图2灡8(b)].如入射光是沿与x轴成毩角方向的

线偏振光,则入射光的 能 量
踿 踿

只有一部分 (曍cos2毩)能通过晶片,而 另 一 部 分

(曍sin2毩)则被晶片吸收[图2灡8(c)].例如,毩=45曘,令电场强度分量Ex=Ey=E,则
透过晶片后,Ex=E,Ey=0,能量有一半被吸收,即晶片只允许x方向偏振光通过.
从测量来说,检偏器把入射光束中的x方向线偏振光挑选出来,而把其他方向线

偏振光全部吸收掉.

图2灡8

在第1章已提及光的量子性,在目前人类实践所及的领域,具有一定频率毻的

电磁辐射是不能无限分割的,是由光量子(能量E=h毻)组成的.任何测量光强度的
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装置,测出的只能是一个一个的整光子(而绝不会出现“半个光子暠等).实验还表

明,若用一束线偏振光去激发光电子,光电子的分布有一个优越的方向(与光偏振

方向有关).而光电效应只能用光的量子性去说明.因此只能认为:一个偏振光束
踿踿踿踿踿踿

中
踿

,每一个光子处于一定的偏振态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.线偏振光束中的光子处于线偏振态,圆偏振光

的光子处于圆偏振态,等栙.试问:从光的量子性观点来看,应怎样理解经典检偏实

验的观测结果? 对于平常宏观观测来讲,这是容易回答的.因为实际上是入射的大

量的光子(光子数N烅1)处于同一个偏振态,总能量为 N淈氊.毩=45曘线偏振光经过

晶片时,半数光子被吸收,而半数光子通过晶片,并且通过的光子都处于x方向线

偏振态.但如果只有一个光子入射
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,情况将如何? 对于图2灡8(a)的情况,光子将通

过晶片,能量及偏振态均不改变.对于图2灡8(b)的情况,光子将被吸收,因而在晶

片后就观测不到光子.对于图2灡8(c)的情况,则在晶片后面,有时会观测到一个整
踿

光子
踿踿

(能量与入射光子同,但偏振方向改变,成为x方向线偏振光),而有时则什么

也没有(从来没有观测到“半个光子暠通过晶片).
怎样才能对有大量光子出现的经典检偏实验和只有一个光子通过晶片的实验

现象给予统一的理解? 可以设想,毩=45曘线偏振态下的光子,有一半概率通过晶

片,有一半概率被晶片吸收.这样,我们就可以得出一个统一的理解.但从经典力学

来看,这是很难理解的.因为所有入射光子所处偏振态都相同,所感受到的宏观(实
验)条件也全相同,为什么有的光子就得以通过,而有的就被吸收? 除了给予概率

诠释,别无它途.所以,光量子
踿踿踿

(即电磁场量子化
踿踿踿踿踿踿

)图像就迫使人们必须去正视概率
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

诠释的观点
踿踿踿踿踿

,正如实物粒子的波动性迫使人们必须去正视波函数的统计诠释一样.
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栙 光子偏振态的表示:角频率为氊的光子能量为淈氊.设相应的辐射场局限在空间体积V 中,总能量为

|E|2

8毿V=淈氊.考虑到光的横波性,光子的偏振态可以记为

氉=
Cx

C( )
y

其中

Cx= V
8毿淈氊Ex,暋暋Cy= V

8毿淈氊Ey

Cx 2 表示测得光子处于x方向线偏振态的概率,Cy
2 则表示处于y方向线偏振态的概率,Cx 2+

Cy
2=1暋(归一化条件).

特例暋氉= ( )
1
0

表示x方向线偏振态,记为氉x.

氉= ( )
0
1

表示y方向线偏振态,记为氉y.

氉= 1
2 ( )

1
1

= 1
2

(氉x+氉y)表示45曘方向线偏振态.

氉= 1
2

1
( )i

,即Cy=iCx,表示右旋圆偏振光,记为氉R.

氉= 1
2

1
( )-i

,即Cy=-iCx,表示左旋圆偏振光,记为氉L.



在量子力学中,对于一个光子,究竟是通过还是被吸收,只给予概率性的回答.至于

在通过晶片的过程中,一个光子怎样改变了偏振态,现今的量子力学理论还不能回

答.而且按照量子力学正统的观点来看,根本不必要回答这个问题,而应该按照态

叠加原理来理解这个实验:一个偏振方向与晶轴成毩角的光子
踿踿

,部分地处于沿晶轴
踿踿踿踿踿踿踿踿

方向偏振的态
踿踿踿踿踿踿氉x,部分地处于与晶轴垂直方向偏振的态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿氉y,即可以看成氉x 与氉y

的相干叠加

氉毩 =cos毩氉x +sin毩氉y

两个叠加态之间有确定的联系(相对权重及相对相位
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

).正是由于两个叠加态之间

有确切的相对相位关系,才能解释观测到的光的干涉现象.

习暋暋题

2灡1暋对于一维自由粒子,设氉(x,0)= 1
(2毿淈)1/2exp(ip0x/淈),求氉(x,t).

2灡2暋对于一维自由粒子,设氉(x,0)=毮(x),求 氉(x,t)2.
提示:利用Fresnel积分公式

曇
+曓

-曓
cos(毼2)d毼=曇

+曓

-曓
sin(毼2)d毼= 毿

2
或

曇
+曓

-曓
exp(i毼2)d毼= 毿exp(i毿/4)

暋暋答:氉(x,t)2=m/2毿淈t
2灡3暋设一维自由粒子的初态为

氉(x,0)= 1
(2毿a2)1/4exp -

(x-x0)2

4a[ ]2

利用

氉(x,t)=e-iHt/淈
氉(x,0)暋暋 H =-淈2

2毺
灥2

灥x( )2

= 暺
曓

n=0

1
n!

it
2( )毺

n 灥2n

灥x2nexp -
(x-x0)2

4a[ ]2 · 1
(2毿a2)1/4

以及恒等式

灥2

灥x2
1 [p

e-
(x-x0)2

4 ]氀 = 灥
灥氀

1
氀
e

-
(x-x0)2

4[ ]氀

和

e
毩灥
灥zf(z)= 暺

曓

n=0

毩n

n!
灥n

灥znf(z)=f(z+毩)

求出

氉(x,t)= a2

2( )毿
1/4 1

(a2 +i淈t/2毺)exp -
(x-x0)2

4(a2 +i淈t/2毺[ ])

氉(x,t)2 = 1
2毿

a(t)exp -
(x-x0)2

2a2(t[ ])
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a(t)= a2 + 淈2t2

4毺2a( )2

1/2

参阅,S.M.Blinder,Am.J.Phys.36(1968)525.
2灡4暋设一维自由粒子的初态为

氉(x,0)= (2毿毩2)-1/4expik0(x-x0)- x-x0

2( )毩[ ]
2

暋(a>0)

求t>0时氉(x,t)及波包运动特征.
参阅钱伯初、曾谨言,《量子力学习题精选与剖析》(第二版,1998,科学出版社),第一章.
2灡5暋设一维自由粒子的初态为氉(x,0),证明在足够长时间之后,

氉(x,t)= m
淈texp(-i毿/4)exp(imx2/2淈t)氄

mx
淈( )t

其中

氄(k)= 1
2毿曇

+曓

-曓
氉(x,0)exp(-ikx)dx

暋暋提示:利用lim
毩曻曓

毩
毿exp(i毿/4)exp(-i毩x2)=毮(x)

2灡6暋设粒子在势场V(r)中运动.
(1)证明其能量平均值为

E=曇d3xW =曇d3x 淈2

2m

殼

氉* ·

殼

氉+氉*V( )氉

暋暋W 称为能量密度.

提示:利用归一化条件曇氉*氉d3x=1对氉在r曻曓处的行为的限制,即氉曻r-3/2-毰(毰>0).

(2)证明能量守恒公式

灥W
灥t +

殼

·S=0

暋暋其中

S=-淈2

2m
灥氉

*

灥t

殼

氉+
灥氉
灥t

殼

氉æ
è
ç

ö
ø
÷

* 暋暋(能流密度)

暋暋2灡7暋考虑单粒子的Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉

(r,t)=-淈2

2m

殼

2氉(r,t)+[V1(r)+iV2(r)]氉(r,t)

V1 与V2(V2曎0)为实函数,证明粒子的概率不守恒.求出在空间体积毟 中粒子概率“丧失暠或
“增加暠的速率.

提示:

d
dt犿

毟
氉*氉d3x=- 淈

2im犽
S

(氉*

殼

氉-氉

殼

氉* )·dS+2V2

淈犿
毟
氉

*
氉d3x

暋暋2灡8暋证明从单粒子Schr昳dinger方程得出的粒子速度场是非旋的,即求证

殼

暳v =0
其中

v =j/氀
暋暋2灡9暋在非定域势V(r,r曚)中粒子的Schr昳dinger方程表示为

i淈灥
灥t氉

(r,t)=-淈2

2m

殼

2氉(r,t)+曇V(r,r曚)氉(r曚,t)d3r曚
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求概率守恒对非定域势的要求.此时,只依赖于波函数氉在空间一点的值的概率流是否存在?
答:V(r,r曚)=V* (r曚,r).
2灡10暋设 N 粒子系的 Hamilton量为

H =-暺
N

i=1

淈2

殼2
i

2m +暺
N

i<j
Vij(ri-rj )

氉(r1,r2,…,rN ,t)是它的任一态函数.定义

氀(r,t)= 暺
i
氀i(r,t)

j(r,t)= 暺
i
ji(r,t)

其中

氀1(r1,t)=曇d3r2…d3rN氉
*
氉

氀2(r2,t)=曇d3r1d3r3…d3rN氉
*
氉

……

j1(r1,t)= 淈
2im曇d3r2…d3rN(氉

* 殼

1氉-氉

殼

1氉
* )

j2(r2,t)= 淈
2im曇d3r1d3r3…d3rN(氉

* 殼

2氉-氉

殼

2氉
* )

……
求证

灥氀
灥t

+

殼

·j=0

暋暋2灡11暋写出动量表象中的不含时间的Schr昳dinger方程.
答:对于一维定域势V(x),

p2

2m氄
(p)+曇dp曚Vpp曚氄(p曚)=E氄(p)

其中

Vpp曚 = 1
2毿淈曇

+曓

-曓
V(x)exp[-i(p-p曚)x/淈]dx

或表示成

p2

2m氄
(p)+V i淈 灥

灥( )p 氄(p)=E氄(p)

上述结果可推广到三维情况

p2

2m氄
(p)+曇d3pVpp曚氄(p曚)=E氄(p)

Vpp曚 = 1
(2毿淈)3曇V(r)exp[-i(p-p曚)·r/淈]d3x

或

p2

2m氄
(p)+V i淈灥

灥( )p 氄(p)=E氄(p)

暋暋2灡12暋设粒子在对数中心势V(r)=V0ln(r/r0)中运动(V0,r0曎0,常数),证明粒子的能谱

与其质量无关.

提示:做尺度变换,令r曚= mr,m 是粒子质量.
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第3章暋一维定态问题

3灡1暋一维定态的一般性质

在继续阐述量子力学基本原理之前,我们用Schr昳dinger方程来处理一类简

单的问题———一维定态问题.这有助于更具体地理解已学过的基本原理,也有利于

进一步阐明其他基本原理.一维问题在数学上处理起来比较简单,较容易得出严格

的结果,从而能够对结果进行细致的讨论.量子力学体系的许多特征,都可以在这

些一维问题中展示出来.此外,一维问题还是处理各种复杂问题的基础.例如,一维谐

振子问题,对于任何体系的小振动,如分子的振动、晶格的振动、原子核表面的振动以

及辐射场的振动等,都是很重要的.下面我们先讨论一维运动的一些共同特点.
设粒子质量为m,沿x方向运动,势能为V(x).Schr昳dinger方程为

i淈灥
灥t氉

(x,t)= -淈2

2m
灥2

灥x2 +V(x[ ])氉(x,t) (3灡1灡1)

以下讨论定态,即具有一定能量E 的状态.定态波函数形式为

氉(x,t)=氉(x)e-iEt/淈 (3灡1灡2)
式(3灡1灡2)代入式(3灡1灡1),氉(x)满足下列能量本征方程

-淈2

2m
d2

dx2 +V(x[ ])氉(x)=E氉(x) (3灡1灡3)

即

d2

dx2氉+2m
淈2 [E-V(x)]氉=0 (3灡1灡3曚)

在求解上述微分方程时,要根据具体问题中的边条件来定解,例如,束缚态的边条

件,散射态的边条件等.下面我们先对定态Schr昳dinger方程(3灡1灡3)的解的一般

性质进行分析.以下定理1~4不仅对于一维问题成立,对于三维问题也同样适用.
在量子力学中,如不作特别的声明,都假定势能V 取实数栙,即

V*(x)=V(x) (3灡1灡4)
定理1暋设氉(x)是方程(3灡1灡3)的一个解,对应的能量本征值为E,则氉

*(x)
也是方程(3灡1灡3)的一个解,对应的能量也是E.

证明

我们注意到,在物理上允许的能量取值E(即能量本征值)都应为实数,E* =E.
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栙 这样可以保证 Hamilton量为厄米算子,从而保证概率守恒.Hamilton量的本征值(能量)也保证为

实数.详细讨论见第4章.



式(3灡1灡3)取复共轭,利用V*(x)=V(x),得

-淈2

2m
d2

dx2 +V(xæ

è
ç

ö

ø
÷)氉

*(x)=E氉
*(x) (3灡1灡5)

即氉
*(x)与氉(x)满足相同的方程,对应的能量本征值E 也相同,定理得证.
假设对应于能量E,只有一个能量本征函数氉(x),则称能级E 无简并(nonde灢

generate).由此可得出如下推论:
设能级
踿踿踿E 不简并

踿踿踿
,则相应的能量本征函数总可以取为实函数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

理由如下:因为该能级不简并,氉和氉* 描述的是同一个量子态,因而它们最多

可以差一个常数因子C,即氉
* =C氉.取复共轭,氉=C*氉* =C*C氉= C 2氉,所以

C 2=1,C=ei毩(毩实常数).不妨取毩=0,则C=1,氉* =氉,即实函数.
例如,一维势阱中的束缚态(见定理6),中心力场中的基态(s态,见6灡1节).
定理2暋对应于某个能量本征值E,总可以找到方程(3灡1灡3)的一组完备的实

解,即凡是属于E 的任何解,均可表示为这一组实解的线性叠加.
证明

假设氉(x)是方程(3灡1灡3)的一个解.如它是实解,则把它归入实解的集合中

去.如它是复解,则按定理1,氉
*(x)也是方程(3灡1灡3)的一个解,并且与氉(x)一样,

同属于能量本征值E.再根据线性方程解的叠加性定理,

氄(x)=氉(x)+氉*(x)

氈(x)= 1
i

[氉(x)-氉*(x)]

也是方程(3灡1灡3)的解,它们同属于能量E,且彼此独立.不难看出,氄(x)与氈(x)均

为实解,而氉(x)与氉
*(x)(同属于E)均可表示成氄(x)与氈(x)的线性叠加,即

氉= 1
2

(氄+i氈)

氉
*= 1

2
(氄-i氈)

定理得证.
定理3暋设V(x)具有空间反射不变性,V(-x)=V(x).如氉(x)为方程

(3灡1灡3)的一个解(属于E),则氉(-x)也是方程(3灡1灡3)的一个解,也属于E.
证明

当x曻-x时, d2

[d(-x)]2=d2

dx2,按假设V(-x)=V(x),所以方程(3灡1灡3)化为

-淈2

2m
d2

dx2氉(-x)+V(x)氉(-x)=E氉(-x) (3灡1灡6)

可见氉(-x)也满足方程(3灡1灡3),并且与氉(x)一样,同属于能量E.定理得证.
定理4暋设V(-x)=V(x),则对应于任何一个能量本征值E,总可以找到方
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程(3灡1灡3)的一组完备的解,它们中每一个都具有确定的宇称(奇偶性).(注意:每
一个解的宇称并不一定相同.)

证明

假设氉(x)为方程(3灡1灡3)的一个解,属于能量E.按定理3,氉(-x)也是方程

(3灡1灡3)的一个解,也属于E.我们可以构造下列具有确定宇称的波函数

f(x)=氉(x)+氉(-x)=f(-x)

g(x)=氉(x)-氉(-x)=-g(-x) (3灡1灡7)

f(x)=f(-x)具有偶宇称(evenparity),g(x)=-g(-x)具有奇宇称(oddpari灢
ty).f(x)与g(x)也是方程(3灡1灡3)的解(属于E).而氉(x)与氉(-x)(同属于E)均
可用f(x)和g(x)线性叠加来表示,即

氉(x)= 1
2

[f(x)+g(x)]

氉(-x)= 1
2

[f(x)-g(x)]

定理得证.
推论

设V(-x)=V(x),而且对应于能量本征值E,方程(3灡1灡3)的解无简并
踿踿踿踿

,则该

能量本征态必有确定的宇称
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.例如,一维谐振子,一维对称方势阱即属这种情况(见

3灡2节,3灡4节).

练习暋对于三维情况,试证明定理1~4.

关于根据波函数的统计诠释,应该对波函数的性质提出哪些要求,已在第2章

(2灡1灡6节)中做了初步的讨论.在坐标表象中,涉及波函数氉(x)及其各阶导数的

连续性等问题,应该从Schr昳dinger方程出发,根据V(x)的性质来进行讨论.
显然,如V(x)是x的连续函数

踿踿踿踿
,按方程(3灡1灡3),氉曞(x)是存在的,因此氉(x)和

氉曚(x)必为
踿踿x的连续函数

踿踿踿踿踿.但如V(x)不连续变化,或有某种奇异性,则关于氉(x)及
其各阶导数的连续性需要做具体分析.对于一维方势场,M.Baranger曾经仔细证

明过下列定理栙:
对于阶梯形方势(图3灡1),粒子的定态波函数氉(x)及氉曚(x)必定是连续的.

V(x)=
V1, x<a
V2, x>a暋(V2-V1){ 有限

(3灡1灡8)

但当
踿 V2-V1 曻曓时

踿
,此定理不成立
踿踿踿踿踿踿.

下面给出一个较简单的证明(更严格的证明见Baranger栙 ).

·56·
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图3灡1

按方程(3灡1灡3曚)

d2氉
dx2 =-2m

淈2 [E-V(x)]氉(x)

(3灡1灡9)
在V(x)有限而且连续的区域,氉(x)显然

是有限和连续的.当V(x)发生阶梯形跳

跃时,V氉 发生跃变,但变化是有限的.方
程 (3灡1灡9)在 x曋a 邻 域 进 行 积 分,

曇
a+毰

a-毰
dx,毰曻0+,得

氉曚(a+0+)-氉曚(a-0+)=lim
毰曻0+

-2m
淈2曇

a+毰

a-毰
dx[E-V(x)]氉(x)

由于[E-V(x)]是有限的,当毰曻0+ 时,上式右边积分曻0,因此

氉曚(a+0+)=氉曚(a-0+) (3灡1灡10)
即氉曚(x)在x=a点连续.当然,这也意味着氉(x)在点a也连续.

对于一维运动的定态解,下列定理是很有用的.
定理5暋对于一维运动粒子,设氉1(x)与氉2(x)是方程(3灡1灡3)的属于能量本

征值E 的两个解,则

氉1氉曚2-氉2氉曚1 = 常数(不依赖于x) (3灡1灡11)

暋暋证明

按假设,

氉曞1+2m
淈2 [E-V(x)]氉1 =0 (3灡1灡12)

氉曞2+2m
淈2 [E-V(x)]氉2 =0 (3灡1灡13)

氉1暳(3灡1灡13)-氉2暳(3灡1灡12),得

氉1氉曞2-氉2氉曞1 =0
即

(氉1氉曚2-氉2氉曚1)曚=0
积分,得

氉1氉曚2-氉2氉曚1 = 常数(不依赖于x)
定理得证.

定理6暋设V(x)是规则的(regular)势场,如存在束缚态,则必定是不简

并的栙.
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栙 L.D.LandauandE.M.Lifshitz,QuantumMechanics,Non灢RelativisticTheory,21节给出定理:
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证明

设氉1(x)和氉2(x)都是方程(3灡1灡3)的属于能量E 的解.按定理5,

氉1氉曚2-氉2氉曚1 = 常数(不依赖于x)
若氉1 和氉2 均为束缚态

踿踿踿
(boundstate),即 x 曻曓时,氉1、氉2 都趋于0.因此,上式中

的常数必为0,即

氉1氉曚2 =氉2氉曚1 (3灡1灡14)
在不含氉1 和氉2 的节点的区域中,可用氉1氉2 除上式,得

氉曚1
氉1

=氉曚2
氉2

(3灡1灡15)

积分,得

氉1(x)=C氉2(x) (3灡1灡16)

C为积分常数(与x无关),所以氉1(x)与氉2(x)代表同一个量子态(彼此不独立).
在以上证明中,得出式(3灡1灡15),并积分,只能在不出现氉1 和氉2 的节点

(node,指波函数值为0的点)的区域中进行.设x=a是氉1(x)或氉2(x)的节点,则
在x的两侧(无节点区域中)进行积分所得出的积分常数C 可能取不同的值,此
时,定理可能不成立.但若V(x)在全空间规则,取有限值,则氉1、氉曚1、氉2、氉曚2 在x=a
点都连续.这时,在x<a区域和在x>a区域中得出的积分常数C[见式(3灡1灡16)]
必然取相同值,因此本定理成立.

* 但如果x=a点是V(x)的奇点(当x曻a,V(x)曻曓),则在x=a点有可能出现氉=0(x=a
点是氉(x)的节点)而氉曚不连续的情况.在x<a区域和在x>a区域中积分得出的C 可能取不同

值,本定理可能失效
踿踿踿踿.但对于基态(波函数无节点),这种情况不会出现.具体例子可参阅一维氢

原子的能量本征值问题的讨论(见6灡7节).
通常我们常碰到两种奇异势场,即无限深方势阱(垒)和毮势阱(垒).
对于无限深方势阱(见3灡2灡1节)

V(x)=
0, 0<x<a
曓, x<0,x>{ a

(3灡1灡17)

这里出现的不是孤立奇点,而在一个区域中(x<0,x>a),V(x)=曓,粒子不可能出现在这样的

区域中.在此区域中氉(x)=氉曚(x)=…=0.按Baranger证明了的定理,在此边界上氉(x)连续,但

氉曚(x)不连续(详见3灡2节).在处理此问题时,可以撇开V(x)=曓这个禁区,而只在V(x)取有

限值的区域中来讨论问题.禁区的存在可以用氉(0)=氉(a)=0来反映.由于x=0点与x=a
点都处于边界的一侧,对应用本定理无妨,所以无限深势阱中能级是不简并的(详细计算见

3灡2灡1节).
对于毮势阱(见3灡5节),

V(x)=-毭毮(x) (3灡1灡18)

x=0是一个孤立奇点.在x=0点,虽然氉曚(x)不连续,由于其基态波函数(无节点)氉(0)曎0,所

以也不是简并的.还可以证明,对于毮势阱,不存在激发的定态.
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3灡2暋方暋势暋阱

3灡2灡1暋无限深方势阱,离散谱

先考 虑 一 个 理 想 的 情 况———无 限 深 方 势 阱 中 粒 子 的 运 动.势 阱 表 示 成

(图3灡2)

图3灡2

V(x)=
0, 0<x<a
曓, x<0,暋x>{ a

在势阱内部(0<x<a),Schr昳dinger方程为

d2

dx2氉+2m
淈2E氉=0 (3灡2灡1)

m 为粒子质量.令

k= 2mE
淈2 (3灡2灡2)

则常系数二阶微分方程(3灡2灡1)的解可以表示为

氉(x)=Asin(kx+毮) (3灡2灡3)

A 与毮是待定积分常数.因为势壁无限高,从物理上考虑,
粒子不能透过阱壁.按照波函数的统计诠释,要求在阱壁

上及阱壁外波函数为0,特别是

氉(0)=0 (3灡2灡4)

氉(a)=0 (3灡2灡5)
把式(3灡2灡3)代入式(3灡2灡4),得毮=0.再利用式(3灡2灡5),得

sinka=0
所以

ka=n毿,暋暋n=1,2,3,… (3灡2灡6)
(n=0给出的波函数为氉曉0,无物理意义.而n取负整数给不出新的波函数.)把式

(3灡2灡6)代入式(3灡2灡2),得

E=En =淈2毿2n2

2ma2 ,暋暋n=1,2,3,… (3灡2灡7)

可以看出,并非任何E 值对应的波函数都满足问题所要求的边条件,而只当能量

取式(3灡2灡7)所给出的那些En 值时,对应的波函数才满足边条件.这样,我们就得

出,体系的能量是量子化的,即所构成的能谱是离散的(discrete).见图3灡3.
对应于能级En 的波函数记为氉n(x),

氉n(x)=Ansinn毿
a

æ

è
ç

ö

ø
÷x (3灡2灡8)

利用归一化条件
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曇
a

0
氉n(x)2dx=1 (3灡2灡9)

可以求出 An
2=2/a.不妨取An 为实数,

An = 2/a
则得到归一化的实波函数为

氉n(x)= 2
asinn毿

a
æ

è
ç

ö

ø
÷x (3灡2灡10)

图3灡3暋无限深方势阱中较低几条能级的波函数

一维无限深方势阱中粒子能级具有下列特点:
(1)粒子的最低能级并不为零,E1=淈2毿2/2ma2曎0,这与经典粒子不同,是微

观粒子波动性的表现,“静止的波暠是没有意义的.从不确定度关系也可以给予粗略

的说明.因为粒子局限于无限深势阱中,位置不确定度 殼x曋a,按不确定度关系,

殼p曋淈/a.因此,能量E 不可能为0,E曋p2/2m曋(殼p)2/2m曋淈2/2ma2曎0.与严格

计算结果[式(3灡2灡7)]在数量级上相同.此最低能量称为零点能
踿踿踿

(zeropointenergy).

(2)En曍n2,能级分布是不均匀的.能级愈高,密度愈小.但殼En曋淈2毿2

ma2n(相邻

能级的间距).当n曻曓,殼En/En曋2/n曻0,即当n很大时,殼En烆En.
(3)从图3灡3可看出,除端点

踿踿踿
(x=0,a)之外

踿踿
,基态波函数无节点
踿踿踿踿踿踿踿踿

,而第一激发

态(n=2)有一个节点,第k个激发态(n=k+1)有k个节点.

练习1暋设粒子限制在二维无限深势阱中运动,

V(x,y)=
0, 0<x<a,暋0<y<b
曓,{ 其他地方

(3灡2灡11)

则粒子能量允许值为
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En1n2 =毿2淈2

2m
n2

1

a2 +
n2

2

b( )2 ,暋暋n1,n2 =1,2,3,… (3灡2灡12)

相应的波函数为

氉n1n2
(x,y)= 4

absin n1毿
a( )x sin n2毿

b( )y (3灡2灡13)

设a=b,讨论能级的简并度.
提示:式(3灡2灡11)可改写为

V(x,y)=Va(x)+Vb(x),

Va(x)=
0, 0曑x曑a
曓, x<0,x>{ a

,暋暋Vb(y)=
0, 0曑y曑b
曓, y<0,y>{ b

然后用分离变量法求解.
练习2暋设粒子限制在矩形“匣子暠中运动,即

V(x,y,z)=
0, 0<x<a,暋0<y<b,暋0<z<c
曓,{ 其他地方

(3灡2灡14)

则粒子能量允许值为

En1n2n3 =毿2淈2

2m
n2

1

a2 +n2
2

b2 +n2
3

c( )2 ,暋n1,n2,n3 =1,2,3,… (3灡2灡15)

相应的归一化波函数为

氉n1n2n3
(x,y,z)= 8

abcsin n1毿
a( )x sin n2毿

b( )y sin n3毿
c( )z (3灡2灡16)

设a=b=c,讨论能级的简并度.
练习3暋对于一维(宽度L),二维(a=b=L),三维(a=b=c=L)无限深方势阱中的粒子,在

大量子数情况下,分别讨论它们的态密度氀(E)=dN
dE

,即单位能量范围中的量子态数,并讨论氀

(E)对能量E,参数L,质量m 的依赖关系.

答:一维暋氀(E)= L
2毿淈

2m
E

二维暋氀(E)= L2

2毿淈2m暋暋(不依赖于E)

三维暋氀(E)= L3

4毿2淈3(2m)3/2 E (3灡2灡17)

练习4暋试取一维无限深势阱的中心为坐标原点,即

V(x)=
0, x <a/2
曓, x >a/{ 2

(3灡2灡18)

显然,粒子的能级不会改变,仍如式(3灡2灡7)所示,但能量本征函数表示式相应有所改变.试

求之.
答:

氉n(x)=

2
acos n毿

a( )x , n=1,3,5,…(偶宇称)

2
asin n毿

a( )x , n=2,4,6,…(奇宇称

ì

î

í

ï
ï

ïï )
暋暋旤x旤<a/2 (3灡2灡19)

·07·



氉n(x)=0,暋暋旤x旤>a/2
暋暋练习5暋同上题,一维无限深势阱中[见式(3灡2灡18)]的粒子,处于基态(n=1),

氉1(x)=
2
acos毿x

a
, x <a/2

0, x >a/
{

2

(3灡2灡20)

其宇称为偶.试讨论其动量和能量的概率分布.

答:设暋f(k)= 1
2毿曇

+曓

-曓
氉1(x)e-ikxdx

氄(p)= 1
2毿淈曇

+曓

-曓
氉1(x)e-ipx/淈dx= 1

淈
f(k)

p=淈k
测得粒子动量在(p,p+dp)中的概率为

氄(p)2dp= f(k)2dk暋暋暋

f(k)2 = 4毿a
(毿2 -k2a2)2cos

2 ak( )2
(3灡2灡21)

3灡2灡2暋有限深对称方势阱

设

V(x)=
-V0, x <a/2
0, x >a/{ 2

(3灡2灡22)

a为势阱宽度,V0 为势阱高度(图3灡4).本节只讨论粒子能量-V0<E<0(束缚

态)情况.

图3灡4

在势阱外(|x|>a/2,经典禁区),Schr昳dinger方程为

d2氉
dx2 =毬2氉 (3灡2灡23)

式中
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毬= -2mE/淈(实数) (3灡2灡24)
方程(3灡2灡23)的解可表示为

氉曍e暲毬x

考虑到束缚态
踿踿踿

波函数在|x|曻曓的边条件,氉应取如下形式:

氉(x)=
Ae-毬x, x>a/2

Be毬x, x<-a/{ 2
(3灡2灡25)

其中积分常数A,B 待定.
在|x|<a/2(势阱内,经典允许区)区域,Schr昳dinger方程为

d2

dx2氉=-k2氉 (3灡2灡26)

式中k为实数

k= 2m(V0+E)/淈 (3灡2灡27)
方程(3灡2灡26)的两组线性无关解可取为

e暲ikx暋暋 或 暋暋sinkx,coskx (3灡2灡28)
对于束缚态,能级是不简并的,再考虑到对称势阱V(x)的空间反射对称性,能量本

征态必有确定的宇称,因此取sinkx,coskx形式的解,以下分别讨论之.
1)偶宇称态

氉(x)曍coskx暋暋(x <a/2)

暋暋以下我们根据氉及氉曚在x=暲a/2处的连续性来确定能量的可能取值.若只

对能量本征值有兴趣,更方便的办法是利用氉曚/氉或(ln氉)曚的连续性来确定能量的

可能取值,这种办法的优点在于可以撇开波函数的归一化问题.这样,根据

(lncoskx)曚 x=a/2 = (lne-毬x)曚 x=a/2

可得出

ktan(ka/2)=毬 (3灡2灡29)
根据x=-a/2处的连续条件所得出的结果,与此相同.引进无量纲参数

ka/2=毼,暋暋毬a/2=毲 (3灡2灡30)
则式(3灡2灡29)变成

毼tan毼=毲 (3灡2灡31)
联合式(3灡2灡30)、(3灡2灡27)及(3灡2灡24),可得

毼2+毲2 =mV0a2/2淈2 (3灡2灡32)
这是毼与毲满足的超越代数方程组,可以用数值计算法精确计算,或者用图解法近

似计算.见图3灡5(a).
2)奇宇称态

氉(x)曍sinkx暋暋(x <a/2)

暋暋与偶宇称态相似,利用(ln氉)曚的连续条件可以求出

-kcot(ka/2)=毬 (3灡2灡33)
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用式(3灡2灡30)代入,得

-毼cot毼=毲 (3灡2灡34)
而

毼
2+毲

2 =mV0a2/2淈2 (3灡2灡35)
见图3灡5(b).

图3灡5

讨论

由图3灡5(a)可以看出,在对称方势阱
踿踿踿踿踿

情况下,无论V0a2 的值多小,方程组

(3灡2灡31)与(3灡2灡32)至少有一个根.换言之,至少存在一个束缚态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(基态
踿踿

),其宇称
踿踿踿

为偶
踿踿.当毼2+毲2=mV0a2/2淈2曒毿2 时,开始出现第一个偶宇称激发态.随V0a2 继续

增大,更高的激发态还会相继出现.
奇宇称态与此不同,图3灡5(b)表明,只当

毼2+毲2 =mV0a2/2淈2 曒毿2/4
即

V0a2 曒毿2淈2/2m (3灡2灡36)
才可能出现最低的第一个奇宇称态.

让a保持有限值,并让V0曻曓,则上述结果将与无限深势阱的结果完全一致.
注意:图3灡2中,阱底能量取为0.而在图3灡4中,阱底能量取为-V0.当V0曻曓时,
即能量零点无限下移,相当于(-E)曻曓,即式(3灡2灡24)中的毬或式(3灡2灡30)中的

毲曻曓.此时,式(3灡2灡31)与(3灡2灡34)变成

毼tan毼= 曓,暋毼= (n+1/2)毿,暋n=0,1,2,…

-毼cot毼= 曓,暋毼=n毿,暋暋暋暋 n=1,2,… (3灡2灡37)
概括起来,即

毼=n毿
2

,暋n=1,2,3,…

即
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k=n毿/a
再从式(3灡2灡27)即可得出

E=En =-V0+淈2毿2

2ma2n2,暋n=1,2,3,… (3灡2灡38)

这与式(3灡2灡7)一致,不同的只是势能零点选择
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.在图3灡1中,阱底取为势能零点,

而在图3灡4,阱外(|x|>a/2),取为势能零点,而阱内底部势能为-V0.

3灡2灡3暋束缚态与离散谱的讨论

由以上分析可以看出,束缚态
踿踿踿

(E<V0)的能谱是离散的
踿踿踿踿踿踿踿

(discrete),它是在一

定的边条件下,求解定态Schr昳dinger方程的必然结果.为更形象地理解这一点,
我们试从波函数的形状的变化规律来定性讨论.按Schr昳dinger方程

d2

dx2氉=-2m
淈2 [E-V(x)]氉(x) (3灡2灡39)

暋暋在V(x)<E 区域(经典允许区)中,氉曞与氉 的正负号相反.因此,氉总是向x 轴

弯曲,即
当氉>0时,氉曞<0,曲线向下弯,当氉<0时,氉曞>0,曲线向上弯

所以,一段一段地看,曲线有些像sinx或cosx曲线,呈现振荡的性质.(E-V)愈大,
则振荡愈厉害,如图3灡6(a)所示.

图3灡6

在V(x)>E 区域(经典禁区),氉曞与氉 的正负号相同.因此,氉总是背离x 轴弯

曲,即
当氉>0时,曲线向上弯,当氉<0时,曲线向下弯

所以,一段一段地看,曲线近似像指数曲线那样上升或下降,无振荡现象,如图3灡6(b)
所示.
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根据上述讨论,可以定性地分析粒子能量的可能取值以及波函数的节点数目.
先分析基态.对于图3灡4所示方势阱,在x<-a/2区域,由于E<V0,在

x曻-曓时,氉曻0.当x增加时,氉成指数上升(曲线向上弯),见图3灡7(a).而当

到达x=-a/2点之后,由于E>0,曲线开始向下弯,一直延续到x=+a/2点.
而在x>a/2区域,由于E<V0,曲线又开始向上弯.在一般情况下,在保证x=
暲a/2处波函数光滑地连接条件下,当x曻+曓时,波函数将趋于曓,不满足有界

条件.在V(x)给定情况下,曲线的弯曲变化情况取决于粒子能量
踿踿踿踿踿踿踿 E· 的取值

踿踿踿.只踿
有当
踿踿E 取某个适当值

踿踿踿踿踿踿
时,在x曻+曓处氉才可能满足有界的边条件

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,即氉曻0.这

个适当的E 值,即粒子的最低的能量本征值,只要能量稍微偏离此值,氉都不会

满足有界条件.我们注意到,基态波函数氉0(x),除x=暲曓外,在x有限的地方

无节点
踿踿踿.

图3灡7

当粒子能量继续增加,一方面在|x|>a/2区

域,氉曲线的曲率将减小,另一方面在|x|<a/2区

域,氉曲线的振荡将加快.有可能在E 取某适当值

时,氉在|x|<a/2区域中经历了一次振荡(出现一

个节点,图 3灡7(b))之后,在x=a/2 处,能够与

x>a/2区域中的波函数(曍e-毬x)光滑地衔接起来.
此时就出现了第二个稳定态,即第一激发态氉1(x).
它在有限远处,只有一个节点.在对称势阱情况下,
这个波函数的宇称为奇.

如此继续下去,可以得出:只有当粒子能量E
取某些离散的值E0、E1、E2、…时,相应的波函数为

氉0(x)、氉1(x)、氉2(x)、…才满足|x|曻曓处波函数

(概率)为0的边条件.这些能量的离散值称为能量
踿踿

本征值
踿踿踿

(energyeigenvalue),相应的波函数称为能
踿

量本征函数
踿踿踿踿踿

(energyeigenfunction).基态波函数
踿踿踿踿踿氉0

(x)的节点数目为
踿踿踿踿踿踿0(无穷远点除外

踿踿踿踿踿踿
),第

踿n激发态
踿踿踿

氉n(x)的节点数目就是
踿踿踿踿踿踿踿n.在微分方程的本征值理论

中称为振荡定理(或称为Sturm定理).

例暋半壁无限高势垒(图3灡8)

V(x)=

曓, x<0

-V0, 0<x<a
0, x>

{
a

(3灡2灡40)
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考虑-V0<E<0情况.分三个区域讨论:

x<0区域,暋暋暋暋暋暋氉曉0.
0<x<a区域,令

氉=Asin(kx+毮)

k= 2mE/淈,暋暋E>0 (3灡2灡41)

图3灡8

利用氉(0)=0的边条件,可知毮=0,所以

氉=Asinkx (3灡2灡42)

暋暋x>a区域,有

氉曍e暲毬x

其中

毬= 2m(V0 -E)/淈
(3灡2灡43)

考虑在x曻+曓处,要求氉为0的边界条件,只能取

氉(x)=Be-毬x暋暋(x>a)
(3灡2灡44)

然后根据x=a处(ln氉)曚的连续条件,可求出

kcotka=-毬 (3灡2灡45)

上式可改写成

cotka=-毬/k<0 (3灡2灡46)

所以ka处在第栻,桇象限中.上式还可改为

sinka=暲1/ 1+cot2ka =暲k/ k2 +毬2 = E/V0 (3灡2灡47)

可以用图解法近似求出方程(3灡2灡47)的根.图3灡9是具有5个根的情况,这5个根是y=ka/k0a

与y= sinka 的交点(交点的栻,桇象限中)k0= 2mV0/h.

图3灡9

当V0曻曓(即k0曻曓),即无限深方势阱情况,直线y=ka/k0a变成y=0(横轴),它与y=

sinka 的交点(在栻,桇象限中者)为

ka=n毿,暋暋n=1,2,3,…

与式(3灡2灡6)完全一致.
与对称势阱不同,半壁无限深势阱中的粒子,并不一定存在束缚定态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿.而至少有一个束缚定

态存在的充要条件为,在ka=毿/2处,y=ka/k0a曑1,即 毿
2

/k0a曑1,即k0a曒毿/2.即

k0a曒毿/2
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图3灡10

上式平方,利用式k0= 2mV0/h,得

V0a2 曒淈2毿2/8m (3灡2灡48)

这是对势阱的深度V0 及宽度a的限制.
本题可用以粗略估算氘核中的质子与中子的作用力的

强度参数.实验表明:氘核基态的结合能B曋2灡237MeV(图

3灡10),半径a曋2灡8暳10-13cm,而质子质量 Mp曋中子质量

Mn曋1灡67暳10-24g,两粒子系的约化质量m曋Mp/2(见6灡1

节).因此,对于氘核基态,利用式(3灡2灡45)以及毬= 2mB/

淈,得

kacotka=-毬a=- 2mBa/淈曋-0灡650

数值求解可得ka=1灡90.再利用ka= 2mBa/淈= 2m(V0-B)a/淈,可求出V0曋21灡3MeV.

3灡3暋一 维 散 射

3灡3灡1暋势垒穿透

先考虑最简单的方势垒的穿透.设具有一定能量E(>0)的粒子,沿x轴正方

向射向方势垒(图3灡11),

V(x)=
V0, 0<x<a
0, x>a,暋x<{ 0

(3灡3灡1)

图3灡11暋方势垒的穿透

按照经典力学观点,若E<V0,则粒子不能进

入势垒,将被弹回去.若E>V0,则粒子将穿过

势垒.但从量子力学观点来看,考虑到粒子的

波动性,此问题与波透过一层介质(厚度为a)
相似,会有一部分波穿过,一部分波被反射回

去.因此,按波函数的统计诠释,粒子有一部分

概率穿过势垒,并有一定的概率被反射回去.
先考虑E<V0 情况(图3.11).
在势垒之外(x<0,x>a,经典允许区),

Schr昳dinger方程为

d2

dx2氉=-k2氉,暋暋k= 2mE/淈 (3灡3灡2)

它的两个线性无关解可取为

氉曍e暲ikx (3灡3灡3)
按假设,粒子是从左入射.由于势垒的存在,在x<0区域中,既有入射波,也有反

射波.但在x>a区域中,只有透射波,所以
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氉(x)=
eikx +Re-ikx (x<0)

Seikx (x>a{ )

(3灡3灡4a)
(3灡3灡4b)

式中R 与S 待定.式(3灡3灡4a)右边第一项为入射波,其波幅(任意地)取为1,这只

是为了计算方便(波函数有一个常数不定性),对于粒子进入势垒和反射的几率并

无影响.按概率流密度公式

jx = 淈
2mi氉

* 灥
灥x氉-氉

灥
灥x氉

æ

è
ç

ö

ø
÷

*

取入射波氉i=eikx就相当于粒子入射流密度取为

ji = 淈
2mie-ikx 灥

灥xeikx -æ

è
ç

ö

ø
÷复共轭项 =淈k

m =v (3灡3灡5)

式(3灡3灡4a)右边第二项Re-ikx为反射波,相应的反射流密度为

jr = R 2v (3灡3灡6)
式(3灡3灡4b)代表透射波,透射流密度为

jt = S 2v (3灡3灡7)
所以

反射系数 = jr/ji = R 2 (3灡3灡8)
透射系数 =旤jt/ji旤= S 2 (3灡3灡9)

以下根据方势垒边界上波函数及其导数的连续条件来确定R 与S,从而求出反射

系数与透射系数.
在势垒内部(0<x<a,经典禁区),Schr昳dinger方程为

d2

dx2氉=毷2氉,暋毷= 2m(V0-E)/淈

其通解可表示为

氉=Ae毷x +Be-毷x (3灡3灡10)
在x=0点,氉及氉曚的连续条件导致

1+R=A+B暋暋
ik
毷

(1-R)=A-B

两式相加、减,得

A = 1
2

1+ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 +R 1-ikæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]毷

(3灡3灡11a)

B= 1
2

1-ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 +R 1+ikæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]毷

(3灡3灡11b)

在点x=a,氉及氉曚的连续条件导致

Ae毷a +Be-毷a =Seika

Ae毷a -Be-毷a =ik
毷Seika
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两式分别相加、减,得

A = S
2

1+ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 eika-毷a (3灡3灡12a)

B= S
2

1-ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 eika+毷a (3灡3灡12b)

比较式(3灡3灡11)和(3灡3灡12),消去A、B,可得

1+ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 +R 1-ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 =S 1+ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 e
ika-毷a

1-ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 +R 1+ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 =S 1-ikæ

è
ç

ö

ø
÷

毷 e
ika+毷a

(3灡3灡13)

再从上式消去R,得

Seika-毷a -1
Seika+毷a -1

= 1-ik/毷
1+ik/

æ

è
ç

ö

ø
÷

毷
2

(3灡3灡14)

不难解出

Seika = -2ik/毷
[1-(k/毷)2]sh毷a-2ik

毷ch毷a
(3灡3灡15)

因此,透射系数为

T = S 2= 4k2毷2

(k2-毷2)2sh2毷a+4k2毷2ch2毷a = 4k2毷2

(k2+毷2)2sh2毷a+4k2毷2

= 1+
(k2+毷2)2

4k2毷2 sh2毷[ ]a
-1 é

ë

ê
ê= 1+ 1

E
V0

1-E
V

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

sh2毷
ù

û

ú
ú

a
-1

(3灡3灡16)

类似地从式(3灡3灡13)消去S,得出反射系数

R 2 =
(k2+毷2)2sh2毷a

(k2+毷2)2sh2毷a+4k2毷2 (3灡3灡17)

可以看出

R 2+ S 2 =1 (3灡3灡18)

|R|2 代 表 粒 子 被 势 垒 反 射 回 去 的 概 率,|S|2 代 表 粒 子 穿 透 势 垒 的 概 率.
式(3灡3灡18)正是概率守恒(即粒子数守恒)的表现.

图3灡12

按照经典力学来看,在E<V0 情况下,粒子根本不能穿过势垒,将完全被弹

回.而按照量子力学计算,在一般情况

下,透射系数T曎0.这种现象———粒子

能穿过比它动能更高的势垒,称为隧道
踿踿

效应
踿踿

(tunneleffect),它是粒子 波动二

象性的反映.但只在一定条件下,这种

效应才显著.在图3灡12中,给出了势垒

穿透的波动图像.
下面对透射系数作一个简单估算.
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设毷a烅1,此时sh毷a曋1
2e毷a烅1,透射系数式(3灡3灡16)可近似表示为

T曋 16k2毷2

(k2+毷2)2e
-2毷a

=16E(V0-E)
V0

exp -2a
淈 2m(V0-E[ ])

(3灡3灡19)

图3灡13

可以看出T 与势垒宽度a,(V0-E),以及粒子质

量m 的依赖关系都很敏感.随势垒宽度a和粒子

质量m 增大,T 将指数衰减,T曍e
-a m

.所以,在宏

观世界中,一般观测不到粒子穿透势垒的现象.
例如,对于电子,设E=1eV,V0=2eV,a=2暳

10-8cm,可以估算出T曋0灡51.若a=5暳10-8cm,则

T~0灡024,迅速变小.若电子换成质子,因为mp/me

曋1840,a=2暳10-8cm,可估算出T曋2灡6暳10-38.
对于E>V0 情况(图3灡13),只需在式(3灡3灡16)

中,把毷曻ik曚,k曚为实数

k曚= 2m(E-V0)/淈2 (3灡3灡20)
再利用sh(ik曚a)=isink曚a,可得

T= 4k2k曚2

(k2-k曚2)2sin2k曚a+4k2k曚2

= 1

1+1
4

k
k曚-k曚æ

è
ç

ö

ø
÷

k
2

sin2k曚a
暋(k曚曑k) (3灡3灡21)

注意:透射系数T 值可以<1,这与经典粒子不同,是微观粒子有波动性的表现.

图3灡14

3灡3灡2暋方势阱的穿透与共振

设入射粒子碰到的不是方势垒(排斥力),而是方势阱(吸引力),见图3灡14,上
述讨论仍然适用.透射系数 T 仍然由式(3灡3灡21)给出,但V0曻-V0,即k曚(见
式(3灡3灡20))应换为

k曚= 2m(E+V0)
淈2 曒k= 2mE

淈2

(3灡3灡22)
此时,波 函 数 的 形 式 为 [参 见 式 (3灡3灡4a)、

(3灡3灡4b)和(3灡3灡10)]

氉(x)=

eikx +Re-ikx, x<0

Aeik曚x +Be-ik曚x, 0<x<a

Seikx, x>

ì

î

í

ï
ï

ïï a

暋(3灡3灡23)
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根据在x=0和a处氉 和氉曚连续条件,可给出[参见式(3灡3灡15)]

Seika = cosk曚a-i
2

k曚
k +kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚 sin[ ]k曚a
-1

(3灡3灡24)

由此可求出透射系数[与式(3灡3灡21)比较]

T= S 2 = 1+1
4

k
k曚+k曚æ

è
ç

ö

ø
÷

k
2

sin2[ ]k曚a
-1

é

ë

ê
ê= 1+ sin2k曚a

4E
V0

1+E
V

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú

0

-1 (3灡3灡25)

当V0=0(k曚=k,即无势阱)时,T=1(完全透射),这是很自然的事.一般情况下,V0

曎0(k曚曎k),因而T<1,|R|2曎0,即粒子有一定概率被势阱反射而回头,这完全是

一种量子力学(波动)效应,是经典粒子力学完全不能诠释的.
作为入射粒子能量E 的函数,透射系数 T(E)随E 变化的曲线如图3灡15

所示.

图3灡15暋透射系数T 随能量E 的变化示意图

从式(3灡3灡25)可以看出,如E烆V0,一般说来T 很小.除非入射粒子能量E 合

适,满足下列条件

sink曚a=0 (3灡3灡26)
即

k曚a=n毿,暋n=1,2,3,… (3灡3灡27)
此时T=1,称为共振透射

踿踿踿踿.式(3灡3灡27)即确定出现共振透射的粒子能量的公式.它
可以改写为(利用毸曚=2毿/k曚)

2a=n毸曚,暋暋n=1,2,3,… (3灡3灡28)

暋暋这个结果在物理上可如下理解:当粒子射入势阱后,碰到阱壁时将发生反射和

透射.如粒子能量合适,使它在阱内的波长毸曚满足n毸曚=2a,则经过各次反射然后透

·18·



射出去的波的相位都相同,由于相干叠加而使透射波波幅大增,因而出现共振透射

现象.
由式(3灡3灡22)和(3灡3灡27)可以求出共振能量如下:

E=En =-V0+n2毿2淈2

2ma2 (3灡3灡29)

图3灡16暋有限深与无限深方势阱能级的比较

可以看出,除了一个常数加项(-V0)之外,此式与无限深方势阱(宽度为a)中的束

缚能级公式相同[参阅3灡2节,式(3灡2灡7)].对于图3灡14所示势阱,如粒子能量较

小(-V0<E<0),是可能形成束缚态的,这相当于式(3灡3灡29)中n较小的情况.如
n较大,使E>0,则不可能再出现束缚态.但当能量合适时,满足式(3灡3灡29),则将

出现共振透射
踿踿踿踿

现象.式(3灡3灡29)所确定的En,称为共振能级
踿踿踿踿

(reasonanceenergy).
有限深方势阱中的束缚能级和共振能级与同样宽度的无限深方势阱中的束缚能级

的比较,如图3灡16所示.可以看出,在图3.16右侧所示的有限深方势阱中的共振

能级(n=3,4)的位置与无限深方势阱中束缚能级(n=3,4)相同,而有限深势阱的

·28·



束缚能级(n=1,2,实线)比相应的共振能级(虚线)略低.这可从不确定度关系来

理解.

*下面我们来分析T(E)曲线的共振宽度(假设各共振峰明显分开).在某一个共振能级En

附近,E~En,k曚~k曚n =n毿/a.令k曚a=n毿暲毰(毰~0+ ),则 sin2k曚a曋毰2 曋(k曚-k曚n)2a2.利用

式(3灡3灡22),得

k曚2 =2m(E+V0)
淈2

所以

k曚dk曚=mdE
淈2

即

k曚n(k曚-k曚n)曋m(E-En)/淈2

(k曚-k曚n)曋m(E-En)/淈2k曚n =m(E-En)/淈 2m(En +V0)

曋 m
2V0

E-En( )淈
因此,式(3灡3灡25)化为

T(E)曋 1

1+V0

4E
ma2

2V0

E-En( )淈
2 = 1

1+ ma2

8淈2En
(E-En)2

令

殻n =2淈
a

2En

m
(3灡3灡30)

则

T(E)曋 殻2
n

(E-En)2 +殻2
n

(3灡3灡31)

当 E-En 曋殻n 时,T(E)曋1
2

,强度减半.殻n 称为共振能级En 的宽度.上式称为Breit灢Wigner

公式.它描述在共振能级附近(E曋En)的透射强度随能量E 的变化规律.这个结果可以作如下

半经典的理解.

图3灡17

考虑图3灡17所示势阱中粒子,可以证明粒子碰

到侧壁的透射系数为

T0 = 4k/k曚
(1+k/k曚)2 (3灡3灡32)

其中

k= 2mE/淈暋暋暋暋

k曚= 2m(E+V0)/淈
设E烆V0(k烆k曚),则

T0 曋4k
k曚 =4 E

E+V0
曋4 E

V0

设有一束粒子(波包)进入图3灡14所示势阱.在势阱
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中,粒子碰到两侧阱壁时将发生反射和透射现象.粒子往返于两壁之间所需时间约为

毴=2a
v =2ma

mv =2ma
淈k曚 曋a 2m/V0暋(E烆V0) (3灡3灡33)

碰到阱壁的透射系数为T0,粒子可往返于势阱中的次数~T-1
0 ,所以粒子所处共振态的平均寿

命约为

氂n 曋毴T-1
0 曋 a

4
2m
En

(3灡3灡34)

联合式(3灡3灡30)、(3灡3灡34),得

殻n·氂n 曋淈 (3灡3灡35)

此即共振能级宽度与寿命的不确定度关系.

3灡4暋一维谐振子

在自然界中广泛碰到简谐运动.任何体系在平衡位置附近的小振动,例如,分
子的振动、晶格的振动、原子核表面振动以及辐射场的振动等,在选择恰当的坐标

后,常常可以分解为若干彼此独立的一维谐振动.谐振动还往往作为复杂运动的初

步近似,在其基础上进行各种改进.所以谐振子运动的研究,无论在理论上或在应

用上,都是很重要的.一维谐振子的能量本征值问题,在历史上首先为 Heisenberg
的矩阵力学解决.后来Dirac用算子代数的方法给出极漂亮的解(详见10灡1节).
下面给出波动力学的解法.

图3灡18暋谐振子势V(x)=1
2Kx2

取自然平衡位置为坐标原点,并选原点为

势能的零点,则一维谐振子的势能可以表示为

V(x)= 1
2Kx2 (3灡4灡1)

K 是刻画简谐作用力强度的参数.设振子质量

为毺,令

氊0 = K/毺 (3灡4灡2)
它是经典谐振子的自然频率.这样,一维谐振子

的 Hamilton量可表示为

H =p2
x

2毺
+1

2毺氊
2
0x2 (3灡4灡3)

Schr昳dinger方程为

-淈2

2毺
d2

dx2 +1
2毺氊

2
0xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
氉(x)=E氉(x) (3灡4灡4)

严格的谐振子势是一个无限深势阱(图3灡18),粒子只存在束缚态
踿踿踿踿踿踿

,即

氉(x)旤x旤曻
曻
曓

0 (3灡4灡5)
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为简单起见,引进无量纲参数栙

毼=毩x,暋暋毩= 毺氊0/淈 (3灡4灡6)

毸=E/1
2淈氊0 (3灡4灡7)

则方程(3灡4灡4)变成

d2

d毼2氉+(毸-毼2)氉=0 (3灡4灡8)

任何有限的毼(或x),都是微分方程的常点,而毼=暲曓是方程的非正则奇点.以下

先粗略分析一下毼曻暲曓时解的渐近行为.当毼曻暲曓时,方程(3灡4灡8)可渐近地表

示成

d2

d毼2氉-毼2氉=0 (3灡4灡9)

栙暋若采用自然单位,则格外方便.毩-1是长度自然单位,淈氊0 是能量自然单位,详见附录八.

栚暋当毼曻暲曓时,氉~exp 暲 1
2毼( )2 ,则氉曚~暲毼exp 暲 1

2毼( )2 .氉曞~毼2exp 暲 1
2毼( )2 暲exp 暲 1

2毼( )2 曍

毼2exp 暲 1
2毼( )2 ,所以氉曞-毼2氉=0.参见Cohen灢Tannoudji,etal.,QuantumMechanics,vol.1,p.537,关于

方程(3灡4灡8)的解在曥曻暲曓时的渐近行为的讨论.

不难证明,毼曻暲曓时,波函数的渐近行为是栚

氉~exp 暲1
2毼

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (3灡4灡10)

其中氉~exp 1
2毼

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 不满足边条件(3灡4灡5),弃之.因此,方程(3灡4灡8)的一般解的形

式可表示为

氉=exp -1
2毼

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 u(毼) (3灡4灡11)

代入式(3灡4灡8),得

d2u
d毼2 -2毼

du
d毼

+(毸-1)u=0 (3灡4灡12)

此即 Hermite方程.由于毼=0是方程(3灡4灡8)的常点,在毼=0的邻域(|毼|<曓),
可以把氉展开为 Taylor级数.可以证明(附录三),只有当参数

毸-1=2n,暋暋n=0,1,2,… (3灡4灡13)
时,方程(3灡4灡12)才有一个多项式解 (Hermite多项式).只有这样的解代入

式(3灡4灡11),才能保证氉满足|毼|曻曓的边条件(3灡4灡5).[相反的情况下,如方程

(3灡4灡12)的解是无穷级数,代入式(3灡4灡11),就不满足边条件(3灡4灡5).]因此,只当

条件(3灡4灡13)满足时,才能求得物理上允许的解.将式(3灡4灡13)代入式(3灡4灡7),
可得
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E=En = n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊0,暋n=0,1,2,… (3灡4灡14)

图3灡19暋一维谐振子的能谱

这就是谐振子的能量的可能取值,即能量本征值.
可以看出,谐振子能量是量子化

踿踿踿
的,这是由束缚态

边条件(3灡4灡5)所决定的.还可以看出谐振子的能
踿踿踿踿踿

级是 均 匀 分 布 的
踿踿 踿 踿 踿 踿 踿

,相 邻 能 级 的 间 距 为 淈氊0 (见

图3灡19).此外,还可以看到,谐振子的最低能态,即
基态(n=0)能量为

E0 = 1
2淈氊0 (3灡4灡15)

它并不为0,这与经典谐振子大不相同.E0 称为零
踿

点能
踿踿

栙.这是一种量子效应(当淈曻0时,E0曻0),是
微观粒子波动 粒子二象性的表现.能量为

踿踿踿0的
踿

“静止的
踿踿踿

暠波是没有意义的
踿踿踿踿踿踿踿.

其次,我们来讨论能量本征函数.当式(3灡4灡13)满足,即谐振子能量取式(3灡4灡14)的
值时,方程(3灡4灡12)的一个解是 Hermite多项式 Hn(毼)(另外一解是无穷级数).最简单

的几个 Hermite多项式是

H0(毼)=1
H1(毼)=2毼
H2(毼)=4毼2-2
H3(毼)=8毼3-12毼 (3灡4灡16)
……

利用正交性公式[见附录三式(A3灡11)]

曇
+曓

-曓
Hm(毼)Hn(毼)exp(-毼2)d毼= 毿2nn!毮mn (3灡4灡17)

可以证明,归一化的谐振子波函数为

氉n(x)=Nnexp -1
2毩

2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 Hn(ax)暋暋暋 (3灡4灡18)

Nn = [毩/ 毿2nn!]1
2 暋暋(归一化常数)

曇
+曓

-曓
氉m(x)氉n(x)dx=毮mn (3灡4灡19)

(注意:它 们 都 是 实 函 数.)最 低 的 几 条 能 级 上 的 谐 振 子 能 量 本 征 函 数 如 下

(图3灡20):

氉0(x)= 毩
毿1/4exp -1

2毩
2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
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图3灡20暋谐振子的较低几条能级的波函数氉n(x)及位置概率密度 氉n(x)2

氉1(x)= 2毩
毿1/4毩xexp -1

2毩
2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2

氉2(x)= 1
毿1/4

毩
2

(2毩2x2-1)exp -1
2毩

2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 (3灡4灡20)

氉3(x)= 3毩
毿1/4毩x

2
3毩

2x2-æ

è
ç

ö

ø
÷1exp -1

2毩
2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2

容易看出

氉n(-x)= (-1)n氉n(x) (3灡4灡21)
即n的奇偶性决定了谐振子能量本征函数的宇称的奇偶性.

先着重讨论一下基态,

E0 = 1
2淈氊0

氉0(x)2 = 毩
毿
exp(-毩2x2)

图3灡21

可以看出,在x=0处找到谐振子的概率最大,见图3灡21.但按照经典力学,谐振子

在x=0处,势能最小,动能最大,因而速度最大.所以在x=0附近逗留时间最短,
即在x=0点附近找到粒子的概率最小,这与量子力学结论正好相反.(如经典粒

子能量为0,则粒子永远停留在x=0点.)

其次,由于基态能量为E0=1
2淈氊0,按照经典力

学,粒子将限制在|毩x|曑1范围中运动,因为在|毩x|

=1处,势能V(x)=1
2Kx2=1

2K/毩2=1
2淈氊0,即等

于总能量.在这点,粒子速度减慢为零,不能再继续往

外跑.然而按照量子力学计算,在经典禁区|毩x|>1
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中,氉0(x)并不为0(图3灡21),即粒子有一定的概率处于经典禁区.对于基态,此概

率为

曇
曓

1
exp(-毼2)d毼曇

曓

0
exp(-毼2)d毼曋16% (3灡4灡22)

这是一种量子效应,在基态下表现特别突出.

[注]暋M.D.LaHaye,etal.,Science384(2004)74,实验在极低温 T~mK 情况下,测得

殼x~4.3/2毩.(实验观测已考虑噪音影响).

随能量增大(n增大),谐振子的位置概率分布将逐渐趋向于经典谐振子的概

率分布.图3灡22所示,是n=10态下谐振子的位置概率分布(实线),虚线是经典振

子的位置概率分布.可以看出,它们之间是比较相似的.当n愈大,这种相似性愈增

加.这是 Bohr对应原理的表现(大量子数极限下,量子理论趋于经典理论,参见

p.15,[注].)

图3灡22暋谐振子n=10态的位置分布概率

取自Pauling& Wilson,IntroductiontoQuantum Mechanics(1935),p.76.但有人批评这种比较

不够恰当,见C.Leubner,Am.J.Phys.56(1988),1123.其主要论点是:与经典谐振子的轨道运动

相应的量子态,应该是一个非定态,而不是单一的高量子数的定态.

练习1暋利用 Hermite多项式的递推关系[附录三,式(A3灡12)],求证

x氉n(x)= 1
毩

n
2氉n-1(x)+ n+1

2 氉n+1(x[ ]) 暋暋暋暋暋 (3灡4灡23)

x2
氉n(x)= 1

2毩2[ n(n-1)氉n-2 +(2n+1)氉n + (n+1)(n+2)氉n+2]

并由此证明在氉n 态下,谐振子的

x暋- =0,暋暋煀V =En/2 (3灡4灡24)
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暋暋练习2暋利用 Hermite多项式的求导递推公式[附录三,式(A3灡13)],证明

d
dx氉n(x)=毩 n

2氉n-1 - n+1
2 氉n+

æ
è
ç

ö
ø
÷

1 暋暋暋暋暋暋暋 (3灡4灡25)

d2

dx2氉n(x)=毩2

2
[ n(n-1)氉n-2 -(2n+1)氉n + (n+1)(n+2)氉n+2]

并证明在氉n 态下,

煀p=0,暋暋煀T =p2/2毺=En/2 (3灡4灡26)

暋暋练习3暋在氉n 态下,计算出 殼x= (x-煀x)2,殼px= (px-煀px)2,殼x·殼px=? 与不确定

度关系比较.

答:殼x= n+1/2/毩,暋殼px= n+1/2(淈/毩)暋殼x·殼px= n+( )1
2 淈 (3灡4灡27)

练习4暋带电q的谐振子,若还受到均匀外电场E的作用,势能为

V(x)= 1
2毺氊

2
0x2 -qEx

求能量本征值和本征函数.
提示:谐振子平衡点由x=0点移到x=x0 点,x0=qE/毺氊

2
0.

答:En= n+( )1
2 淈氊0-q2E2/2毺氊

2
0,暋暋氉n(x-x0).

练习5暋设谐振子初态为氉(x,0)= A暺
曓

n=0

暋
1æ

è
ç

ö
ø
÷

2

n

氉n(x),(a)求归一化常数 A.(b)求

氉(x,t)=?暋

答:A=1/2

氉(x,t)= 1
2暺

曓

n=0

暋
1æ

è
ç

ö
ø
÷

2

n

氉n(x)exp -in+( )1
2 氊[ ]t

3灡5暋毮暋暋势

3灡5灡1暋毮势垒(阱)的穿透

如图3灡23,粒子(能量E>0)从左入射,碰到毮势垒

图3灡23暋毮势垒

V(x)=毭毮(x)暋暋(毭>0) (3灡5灡1)

Schr昳dinger方程为

-淈2

2毺
d2

dx2氉= [E-毭毮(x)]氉 (3灡5灡2)

毺为粒子质量.x=0是方程的奇点,在该点氉曞不存

在,表现为氉曚不连续.

试对方程(3灡5灡2)积分曇
+毰

-毰
dx,毰曻0+,得出

氉曚(0+)-氉曚(0-)=
2毺毭
淈2氉(0) (3灡5灡3)
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即氉曚(x)在x=0点一般是不连续的(除非氉(0)=0).式(3灡5灡3)即是毮势场中氉曚的

跃变条件
踿踿踿踿

,在处理毮势场的问题中起着关键作用.
在x曎0区域中,方程(3灡5灡2)化为

d2氉
dx2 +k2氉=0,暋k= 2毺E/淈(实) (3灡5灡4)

它的两个线性独立解可取为氉~e暲ikx.考虑到左入射波边条件,本题的解可表示为

氉(x)=
eikx +Re-ikx, x<0

Seikx, x>{ 0
(3灡5灡5)

其中eikx表示入射波
踿踿踿

,Re-ikx表示反射波
踿踿踿

,Seikx表示透射波
踿踿踿.考虑到波函数有一个常

数因子不定性,上式中入射波的振幅取为1,是为了方便,并不影响透射系数和反

射系数的计算结果.根据x=0处氉连续条件以及氉曚跃变条件(3灡5灡3)可得出

1+R=S暋暋暋

1-R=S-
2毺毭S
淈2ik

(3灡5灡6)

消去R,得

S= 1
1+i毺毭/淈2k

(3灡5灡7)

从而可求出

R=S-1=-
i毺毭
淈2k

1+
i毺毭
淈2

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
(3灡5灡8)

由于入射波的波幅为1,所以

透射系数 = S 2 = 1
1+毺2毭2/淈4k2 = 1

1+毺毭2/2淈2E
(3灡5灡9)

反射系数 = R 2 = 毺毭2

2淈2E
1+ 毺毭2

2淈2

æ

è
ç

ö

ø
÷

E
(3灡5灡10)

可见

S 2+ R 2 =1 (3灡5灡11)
这是粒子数守恒(几率守恒)的表现.

根据式(3灡5灡5)和(3灡5灡6),可以得出

氉(0+)=S

氉(0-)=1+R=S

氉曚(0+)=ikS

氉曚(0-)=ik(1-R)=ikS-
2毺毭
淈2S

(3灡5灡12)

注意:虽然在x=0点氉曚不连续,但粒子流密度

jx =-i淈
2毺 氉* 灥

灥x氉-氉
灥
灥x氉

æ

è
ç

ö

ø
÷

* (3灡5灡13)
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却是连续的.事实上

jx(0+)=淈k
毺

旤S旤2暋暋暋暋暋暋暋 (3灡5灡14)

jx(0-)=-i淈
2毺

S* ikS-
2毺毭
淈2

æ

è
ç

ö

ø
÷S -

é

ë
êê

ù

û
úúc.c.=淈k

毺
S 2

(3灡5灡15)
这是由于流密度公式中含有互为复共轭的两项,虽然氉曚不连续(更确切说,氉曚的实

部不连续),但两项相减就抵消了.因此,从流密度的连续性并不能得出
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿氉曚的连续

踿踿踿
性
踿

栙.关于波函数氉(r)及其各阶微商的连续性问题,应该从Schr昳dinger方程出发,
根据V(r)的性质来决定.

应该提到,如毮势垒换为毮势阱,(毭曻-毭),由式(3灡5灡9)和(3灡5灡10)可以看

出,透射系数及反射系数都不变.还可以注意到,毮势垒(阱)的特征长度为淈2/毺毭,
特征能量为毺毭2/淈2(见附录八,表 A灡2).透射波幅[见式(3灡5灡7)]依赖于毺毭/淈2k,
即特征长度与粒子入射波波长之比,或者说透射系数[见式(3灡5灡9)]依赖于入射粒

子能量E 和毮势的特征能量之比.当E烅毺毭2/淈2,则|S|2~1,即高能粒子几乎可以

完全透过毮势垒.

3灡5灡2暋毮势阱中的束缚态能级

考虑粒子在毮势阱中的运动(图3灡24),

图3灡24暋毮势阱

V(x)=-毭毮(x)暋暋(毭>0) (3灡5灡16)

x曎0区域,V(x)=0,所以E>0为游离态,E<0则可能

存在束缚定态.以下讨论E<0情况.由于V(x)具有空

间反射不变性,V(-x)=V(x),束缚定态波函数必有确

定的宇称.下面将分别讨论偶宇称态和奇宇称态.
Schr昳dinger方程表示为

d2氉
dx2 +

2毺
淈2

[E+毭毮(x)]氉=0 (3灡5灡17)

对方程(3灡5灡17)积分曇
+毰

-毰
dx,毰曻0+,可得到氉曚的跃变条件

氉曚(0+)-氉曚(0-)=-
2毺毭
淈2氉(0) (3灡5灡18)

在x曎0区域,方程(3灡5灡17)化为

d2氉
dx2 -毬2氉=0暋暋暋暋暋 (3灡5灡19)

毬= -2毺E/淈暋(E <0,毬实)

·19·
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为了满足|x|曻曓,氉曻0的束缚态边条件,上式的解只能取

氉(x)曍e-毬旤x旤暋暋(x曎0) (3灡5灡20)

1灡 偶宇称态

氉(x)=
Ce-毬x, x>0
Ce毬x, x<{ 0

(3灡5灡21)

C为归一化常数.按氉曚跃变条件(3灡5灡18),得

-2C毬=-
2毺毭
淈2C

所以

毬=毺毭/淈2 (3灡5灡22)
因而

E=E0 =-
淈2毬2

2毺
=-毺毭2

2淈2
(3灡5灡23)

这是毮势阱中唯一的束缚能级.由归一化条件

曇
+曓

-曓
氉(x)2dx=旤C旤2/毬=1 (3灡5灡24)

得|C|=毬.不妨取C=毬=1/ L,L=1/毬=淈2

毺毭
是毮势的特征长度,则归一化波函

数为实函数

氉(x)= 1
L
e-旤x旤/L (3灡5灡25)

图3灡25暋毮势阱的基态波函数

其图形见图3灡25.不难计算出,在|x|>L 区

域(经典不允许区)中找到粒子的概率为

2曇
曓

L
氉(x)2dx=e-2 =0灡1353

2灡 奇宇称态

氉(x)=
Ae-毬x, x>0

-Ae毬x, x<{ 0
(3灡5灡26)

由波函数连续条件,要求奇宇称态氉(0)=0,即A=0,所以氉=0(所有区域).因此

不存在奇宇称束缚态
踿踿踿踿踿踿.在物理上这很容易理解,因为毮势阱对于奇宇称态粒子没有

有效的作用,粒子运动仍和自由运动相同,没有束缚定态.

思考题暋按3灡2灡2节的讨论,说明毮势阱只存在一条束缚能级,即其基态能级E0.
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3灡5灡3暋毮势与方势的关系,氉曚的跃变条件

在微观物理学中,当涉及短程作用力时,常采用毮势作为它的一种近似.毮势

可以看成方势的一种极限情况.事实上,所有涉及毮势的问题,原则上都可以从方

势情况下的解取极限而得以解决.但直接采用毮势来求解,往往要简洁得多.当然,
在方势中表现出的某些特性(例如共振现象)在毮势中可能会消失.对于毮势,最突

出的特征是粒子波函数的导数是不连续的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,尽管流密度仍是连续的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.我们可以从方

势出发,在极限情况下推导出毮势的氉曚的跃变条件.

图3灡26

考虑下列方势垒(图3灡26)

V(x)=
V0, x <毰

0, x >{ 毰
(3灡5灡27)

让V0曻曓,毰曻0,但保持2毰V0=毭(常数),则此方势垒趋于

毮势垒V(x)=毭毮(x).
设粒子从左入射,能量E<V0.则在势垒内部(|x|<毰),

粒子波函数可表示成

氉(x)=Ae毷x +Be-毷x,暋暋毷= 2毺(V0-E)/淈 (3灡5灡28)
所以

氉曚(x)=毷(Ae毷x -Be-毷x)
而

氉曚(毰)=毷(Ae毷毰 -Be-毷毰)

氉曚(-毰)=毷(Ae-毷毰 -Be毷毰)

氉曚(毰)-氉曚(-毰)=毷A(e毷毰 -e-毷毰)-毷B(e-毷毰 -e毷毰) (3灡5灡29)

让毰曻0+ ,V0曻曓,但保持2毰V0 为常数毭.在此情况下,尽管毷毰曻毰 2毺V0/淈曻0,但

毷2毰曻2毺V0毰/淈2=毺毭/淈2 仍取有限值,因此

lim
毰曻0+

[氉曚(毰)-氉曚(-毰)]=lim
毰曻0+

[毷A(2毷毰)+毷B(2毷毰)]

=lim
毰曻0+

2毷2毰(A+B)=
2毺毭
淈2氉(0)

即

氉曚(0+)-氉曚(0-)=
2毺毭
淈2氉(0) (3灡5灡30)

此即式(3灡5灡3)所示氉曚的跃变条件.
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3灡6暋束缚能级与散射波幅极点的关系

量子力学许多教材中,对于一维势阱中的束缚态问题(能量本征值问题)和散

射问题,往往安排在不同章节中分别按不同的边条件来求解不含时Schr昳dinger
方程,较少把两者联系起来.实际上,两者有极密切的关系.

为便于讨论,不妨取无穷远点(x=暲曓)为势能的零点.则粒子能量E<0时,可
能存在束缚能级,而散射态对应于入射粒子E>0情况,相应的入射粒子波数k=

2毺E取实数值.下面分别就两个简单的势阱,先求出其反射和透射波幅(作为入射

粒子能量E或波数k的函数).可以发现,如解析延拓到E<0能域(或复k平面),则
束缚能级
踿踿踿踿

(E<0)所在
踿踿

,必为反射和透射波幅的极点所在
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.但逆定理不一定成立

踿踿踿踿踿踿踿踿.

例1暋毮势阱

考虑质量为毺的粒子,以能量E>0从左往右射向毮势阱

V(x)=-毭毮(x)暋(毭>0) (3灡6灡1)

波函数可表示成(k= 2毺E)

氉(x)=
eikx +Re-ikx, x<0

Seikx, x>{ 0
(3灡6灡2)

这里已任意地取入射波幅为1,因而入射流密度ji=淈k/毺,而反射流密度jr=|R|2淈k/毺,透射流

密度为jt=|S|2淈k/毺.所以反射系数|R|2=jr/ji,而透射系数|S|2=jt/ji.
按与3灡5灡1节类似的方法,可求出透射与反射波幅为(参见(3灡5灡7)式,毭曻-毭),

S=1 1-
i毺毭
淈2

æ
è
ç

ö
ø
÷

k
,暋R=S-1 (3灡6灡3)

把此结果解析延拓到E<0(复k)能域,可以看出

k=i毺毭/淈2 (3灡6灡4)

正是S和R=S-1的简单极点(simplepole)所在.在此情况下

E=淈2k2

2毺
=-毺毭2/2淈2 (3灡6灡5)

它正是毮势阱中唯一的束缚能级[见3灡5灡2节式(3灡5灡23)].所以毮势阱中的束缚能级所在,对
应于反射或透射波幅的极点k=i毺毭/淈2,此极点在复

踿踿k平面的正虚轴上
踿踿踿踿踿踿踿.

对于毮势垒V(x)=毭毮(x)(毭>0)的散射,透射波幅为[见3灡5灡1节式(3灡5灡7)]

S=1/(1+i毺毭/淈2k) (3灡6灡6)

其极点k=-i毺毭/淈2,在负虚轴上,它并不对应什么束缚能级.3灡5灡2节中已讨论过,对于毮势垒,

根本不存在束缚能级.
例2暋对称方势阱

对于方势阱(与3灡3节图3灡14比较,差别仅在于此处的坐标原点取在势阱的中央).

V(x)=
-V0, x <a/2
0, x >a/{ 2

(3灡6灡7)

设粒子从左入射,粒子能量E>0,则波函数可表示为
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氉(x)=

eikx +Re-ikx, x<-a/2

Aeik曚x +Be-ik曚x, x <a/2

Seikx, x>a/

ì

î

í

ïï

ïï
2

(3灡6灡8)

k= 2毺E/淈,暋暋k曚= 2毺(E+V0)/淈 (3灡6灡9)

利用x=暲a/2处氉(x)和氉曚(x)连续条件,可定出系数R、A、B和S,其中

Seika = cosk曚a- i
2

k曚
k + k( )k曚 sin[ ]k曚a

-1
(3灡6灡10)

与3灡3灡2节式(3灡3灡24)完全相同.这在物理上是很自然的,因为透射振幅不会因为坐标原点的

取法而改变.从式(3灡6灡10)可以看出,在复k平面上会出现S 的极点,其位置由下式确定,

cosk曚a- i
2

k曚
k + k( )k曚 sink曚a=0

即

tank曚a=2/i k曚
k + k( )k曚

(3灡6灡11)

利用三角函数恒等式tan2x=2/(cotx-tanx),可得

cotk曚a( )2 -tan k曚a( )2 =i k曚
k + k( )k曚

(3灡6灡12)

此式有两组解,即

tan k曚a( )2 =-ik/k曚,暋 即cotk曚a( )2 =ik曚/k

cotk曚a( )2 =ik/k曚,暋 即tan k曚a( )2 =-ik曚/k (3灡6灡13)

或表示成

k曚tan k曚a( )2 =-ik

k曚cotk曚a( )2 =ik (3灡6灡14)

解析延拓到E<0(复k)区域,令k=i毬,毬= -2毺E/淈(实),则得

k曚tan(k曚a/2)=毬
k曚cot(k曚a/2)=-毬 (3灡6灡15)

式中k曚= 2毺(V0-E)/淈.这结果与3灡2节的式(3灡2灡29)和式(3灡2灡34)相同,只是符号上有点

差异,即此处的k曚相当于3灡3节中的k.如图3灡27下半部所示.

以上就两个简单的势阱讨论了束缚能级
踿踿踿踿E<0与势阱透射和反射波幅在复k

平面的正虚轴上
踿踿踿踿

的极点k=i -2毺E(E<0)相对应.对于其他一维势阱的详细讨

论,参阅《量子力学专题分析》栙.更普遍的散射理论指出栚:散射波幅在复
踿踿踿踿踿踿k平面上

踿踿踿
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k= 2毺E/淈=i毷,毬= -2毺E/淈(实)暋暋3灡2灡2节图3灡4中符号k= -2毺E/淈

k曚= 2毺(E+V0)/淈 (相当于左图中k曚)

极点位置k曚tan k曚a( )2 =毬 毬= 2毺(V0+E)/淈

暋暋暋暋kcot k曚a( )2 =-毬 束缚态条件ktan ka( )2 =毬,kcot ka( )2 =-毬.

图3灡27

正虚轴上的极点
踿踿踿踿踿踿踿

,对应于势阱的束缚能级
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而在复
踿踿踿k平面上的极点

踿踿踿踿踿踿
,对应于共振态
踿踿踿踿踿踿

,
极点
踿踿k值的虚部决定共振能级的宽度

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.关于Coulomb散射波幅的极点和氢原子能

级的关系的讨论,可以参阅13灡5节.

3灡7暋线性势,重力场

3灡7灡1暋线性势阱中的束缚能级

考虑质量为毺的粒子在下列线性势阱(图3灡28)中运动,

V(x)=
曓, x<0

Fx, x曒0暋(F >0{ )
(3灡7灡1)

Schr昳dinger方程为

-淈2

2毺
d2

dx2氉+Fx氉=E氉暋(x曒0,E >0) (3灡7灡2)
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图3灡28暋线性势阱

为求解方便,本节采用自然单位栙,相当于令

淈=毺=F=1,则方程(3灡7灡2)化为

d2氉
dx2 +2(E-x)氉=0暋暋(x曒0,E >0)

(3灡7灡3)
边条件为

氉(0)=0 (3灡7灡4)

氉(曓)=0暋(束缚态边条件)(3灡7灡5)

暋暋作变量替换,令

毼=21/3(x-E),暋暋-21/3E <毼< 曓
(3灡7灡6)

其中-21/3E<毼曑0是经典允许区,毼>0为经典

禁区.方程(3灡7灡3)及边条件(3灡7灡4)和(3灡7灡5)
化为

d2
氉(毼)
d毼2 -毼氉=0 (3灡7灡7)

氉(-21/3E)=0 (3灡7灡8)

氉(曓)=0 (3灡7灡9)
暋暋 经典禁区(毼>0)

令

z= 2
3毼

3/2,暋暋氉= 毼u (3灡7灡10)

则式(3灡7灡7)化为变型Bessel方程(见附录六)

d2u
dz2 +1

z
du
dz- 1+

(1/3)2
z

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 u=0 (3灡7灡11)

它的两个线性无关解常选为I1/3(z)与 K1/3(z),分别代表第一、二类变型Bessel函

数.但由前一解I1/3(z)=I1/3
2
3毼

3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2 得出的波函数不满足边条件(3灡7灡9),所以只

能取后一解,即

氉曍 毼K1/3
2
3毼

3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,暋毼曒0 (3灡7灡12)

暋暋经典允许区(-21/3E<毼曑0)
由于毼曑0,方程(3灡7灡7)可化为
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栙 对于线性势,它们分别为(见附录八)
特征长度 (淈2/毺F)1/3, 特征时间 (毺淈/F2)1/3,特征速度 (淈F/毺2)1/3

特征能量 (淈2F2/毺)1/3,特征动量 (毺淈F)1/3



d2

d毼 2氉+ 毼氉=0 (3灡7灡13)

作变换z=2
3|毼|3/2,氉=|毼|1/2u,则上列方程将化为1/3阶的Bessel方程

d2u
dz2 +1

z
du
dz+ 1-

(1/3)2
z

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 u=0 (3灡7灡14)

它的两个线性无关解可以取为

J1/3
2
3旤毼旤3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,暋暋J-1/3
2
3旤毼旤3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2

在毼=0点能够与式(3灡7灡12)光滑地连接起来的解是

毼K1/3
2
3毼

3/æ

è
ç

ö

ø
÷偣偢2 毿

3
旤毼旤J1/3

2
3旤毼旤3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +J-1/3
2
3旤毼旤3/æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]2

(毼曒0)暋暋暋(毼曑0) (3灡7灡15)

上式右边是毼K1/3
2
3毼

3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2 在毼曑0区域中的解析延拓.

这样,根据边条件式(3灡7灡8),氉(-21/3E)=0,可由下式确定束缚定态的离散

能级En=2-1/3毸n(n=1,2,3,…),毸n 是下列方程的根毸n(>0)

J1/3
2
3毸

3/2æ

è
ç

ö

ø
÷n +J-1/3

2
3毸

3/2æ

è
ç

ö

ø
÷n =0 (3灡7灡16)

查Bessel函数表可求出此方程的所有根栙,它们是

毸1 =2灡338,毸2 =4灡088,毸3 =5灡521,毸4 =6灡787,…

可以看出,线性势阱(3灡7灡1)中的束缚能级En=2-1/3毸n(自然单位)= h2F2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

毺

1/3

毸n

的分布是不均匀的,即随n增大,能级逐渐变密,

E1暶E2暶E3暶E4暶… =1暶1灡749暶2灡361暶2灡903暶…

暋暋利用Bessel函数的渐近展开式[毸曻曓,即E曻曓,见附录六,式(A6灡13)]可得

J1/3
2
3毸

3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +J-1/3
2
3毸

3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2

曍 2
毿

·3
2毸

-3/2 cos 2
3毸

3/2-5毿æ

è
ç

ö

ø
÷

12 +cos 2
3毸

3/2- 毿æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]12

= 3
毿毸-3/42cos 2

3毸
3/2-毿æ

è
ç

ö

ø
÷

4
·cos毿

6
对于毸烅1,方程(3灡7灡16)的根由下式给出

cos 2
3毸

3/2-毿æ

è
ç

ö

ø
÷

4 =0
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即2
3毸

3/2
n -毿

4= n-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 毿,亦即毸3/2

n =3
2 n-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 毿,所以

毸n = 3
2

n-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4[ ]毿

2/3

暋暋(毸n,n烅1) (3灡7灡17)

而En=2-1/3毸n(自然单位),即

En = 淈2毺g2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1/3 3毿

2
n-æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]1

4
2/3

暋暋(n烅1) (3灡7灡18)

由于自然单位能量(淈2毺g2)1/3极其微小,宏观粒子能量E 所相应的量子态的n烅1.
由上式可以看出,在宏观情况下,能量本征值可以视为是连续变化

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,这是对应原理

的体现.

*3灡7灡2暋线性势中的游离态

设有一束电子流自金属表面射出,初始能量为E,射出后,受到均匀电场加速.
电子在电场中的势能V(x)为

V(x)=-eEx (3灡7灡19)
电场强度E沿x方向,取表面处的势能为0(图3灡29).不含时Schr昳dinger方程为

-淈2

2毺
d2

dx2 -eEæ

è
ç

ö

ø
÷x氉=E氉暋暋(x曒0,E >0) (3灡7灡20)

图3灡29

采用自然单位(淈=毺=eE=1),则

d2氉
dx2 +2(E+x)氉=0暋暋(x曒0) (3灡7灡21)

令

毼=21/3(x+E)曒0 (3灡7灡22)
则
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d2氉
d毼2 +毼氉=0 (3灡7灡23)

再令

z= 2
3毼

3/2,暋暋氉= 毼u (3灡7灡24)

则

d2u
dz2 +1

z
du
dz+ 1-

(1/3)2
z[ ]2 u=0 (3灡7灡25)

这正是毻=1/3阶的Bessel方程(见附录六).它的一般解可以用1/3阶的Bessel函

数(J1/3,N1/3,H(1)
1/3,H(2)

1/3中任何两个的线性叠加)来表达.但本题要求的是沿x正方

向传播的行波解,应取为第一类 Hankel函数 H(1)
1/3(z),即

氉(毼)曍毼1/2H(1)
1/3

2
3毼

3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (3灡7灡26)

对于宏观现象,毼烅1.利用 Hankel函数的渐近式[附录六,式(A6灡13)]

H(1)
1/3(z)曍 2

毿zexpiz-5毿æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]12

,暋 z 曻 曓 (3灡7灡27)

可得

氉(毼)曍毼-1/4expi2
3毼

3/æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,暋暋毼曻 曓 (3灡7灡28)

(上式中常数因子都略去未记,这对以下讨论无影响).我们试用上列波函数来计算

粒子流密度j及粒子密度氀.

j= 淈
2im 氉* d氉

dx-氉
d氉*

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
用自然单位(注意dx=2-1/3d毼),得

j= 1
2i2

1/3 氉* d氉
d毼

-氉
d氉*

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

毼
=21/3

氀=氉*氉=毼-1/2

因此

v=j/氀=21/3 毼= 2(x+E) (3灡7灡29)
这与经典力学的计算结果完全相同.因按能量守恒定律

1
2毺v2-eEx=E (3灡7灡30)

即

v= 2(eEx+E)
毺

= 2(x+E)暋(自然单位) (3灡7灡31)

3灡7灡3暋重力场的离散能级

人们熟知,重力效应只在宏观大尺度空间中表现出来,例如自由落体运动,炮
·001·



弹和火箭的运动,行星运动等.与此相反,量子力学效应主要在原子和亚原子的微

观领域中被观测到.在微观领域中,电磁作用和强作用占支配作用.在迄今已发现

的4种基本相互作用中,重力(万有引力)的强度最弱.例如在氢原子中,质子与电

子的万有引力作用只不过是它们之间的静电相互作用强度的10-40,万有引力效应

完全被电磁作用所掩盖.所以在原子、分子和原子核结构问题中,完全不必考虑万

有引力的影响.基于这样的考虑所进行的量子力学计算,已为无数实验结果所证

实.人们有理由相信,Schr昳dinger方程和量子力学的其他基本原理对于万有引力

场中运动的粒子仍然适用.但很长时间中,这种想法并未得到实验的直接证实.
近期,Nesvizhevsky等人栙把超冷中子束缚在地球的重力场中,首次获得中子

离散能级的直接实验证据,证实量子力学也适用于重力场中实物粒子的运动
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.他们

选用超冷中子是基于如下考虑:(a)中子不带电荷,可以排除电磁作用对重力场的

干扰.(b)在中性实物基本粒子中,中子质量较小,相对说来其deBroglie波长较

长,较易观测其量子效应.(c)中子有较长的寿命,便于实验观测.但仅地球重力场

本身,还不能形成一个束缚势阱.所以在他们的实验中,还在水平面上(z=0)放置

一块平面反射镜(reflectingmirror),把中子束缚于z曒0区域中,

V(z)=
曓, z<0

毺gz, z曒{ 0
(3灡7灡32)

毺为中子质量.V(z)的形状与图3灡28相似.Schr昳dinger方程为

-淈2

2毺
d2

dz2氉+(毺gz-E)氉=0暋(z曒0,E >0) (3灡7灡33)

取自然单位(毺=淈=g=1),则

d2氉
dz2 +2(E-z)氉=0暋(z曒0,E >0) (3灡7灡34)

与式(3灡7灡3)形式上完全相同.边条件也与式(3灡7灡4)、(3灡7灡5)相同.因此,粒子的

束缚能量本征值为(注意F=毺g)

En = (淈2毺g2/2)1/3毸n,暋暋n=1,2,3,… (3灡7灡35)
对于中子,最低的4条束缚能级为(单位peV=10-12eV)

E1 =1灡41,暋E2 =2灡46,暋E3 =3灡32,暋E4 =4灡08,…
相应的能量本征态(无简并)下中子的空间分布几率密度 氉n(z)2 如图3灡30所

示.值得提到,1peV 几乎正好相当于在地球引力场中把一个中子的位置提高

10毺m所需的能量.这个宏观尺度的高度对于证实中子在地球引力场中的束缚能

级是量子化的实验是很有利的.
在实际实验中,还做不到先提升中子的位置,然后让它下落,以观测它的概率

分布随高度z的变化.Nesvizhevsky等的实验中,让一束超冷中子以速度v~10m/s

·101·
栙 V.V.Nesvizhevsky,etal.,Nature415(2002)297~299.



图3灡30暋重力势阱[式(3灡7灡32)]中的中子最低几条能态上的空间位

置分布几率密度 氉n(z)2,n=1,2,3,4.中子限制在水平反射镜(z=

0)之上(z曒0)运动.取自 V.V.Nesvizhevsky,etal.,Nature415
(2002),297.

图3灡31暋取自 Nesvizhevsky,etal.,Nature415(2002)297.
图中的粗线是按经典力学计算所得结果.虚线是假定只有最低能级存在的计算结果,而粗

分段线是把所有离散能级都考虑进去的量子力学计算结果,圆圈表示实验计数.

沿水平方向射向一个水平放置(位置z=0)的反射镜(reflectingmirror)的上方,反
射镜长度为10cm,中子的运动可以分解为沿垂直方向的运动(受地球引力的影响)
和沿水平方向的运动(没有外力作用).在该实验中,与水平反射镜相平行,在高度

为殼z处放置了一个中子吸收器(absorber),殼z可以自由调节.能量为E1 的中子

的经典垂直速度~1灡7cm/s,远小于中子水平运动速度.入射中子在飞越水平反射
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镜和吸收器之间的空间后,被一个中子检测器(detector)记录下来.每秒内的中子

计数N 随吸收器位置高度殼z而改变.
从图3灡31可以看出,按经典力学计算(中子沿垂直方向下落能量连续变化)的

结果,与实验观测有很大差别.而计及所有离散能级的量子力学计算结果,则与实

验观测相当符合.只计及中子最低离散能级E1 的计算结果则稍差一些.概括起

来,这个实验说明,束缚于地球引力和水平反射镜所构成的势阱(3灡7灡32)中的中

子,在沿垂直方向下落时,能量不是连续变化,而是在离散能级之间跳跃.更详细的

讨论,可参阅 Nesvizhevsky等人的文章及该文所引文献.
*3灡7灡4暋量子力学与广义相对论的矛盾

A.Einstein的广义相对论是关于万有引力的相对论性协变理论栙,它对阐明

水星近日点的进动和太阳引力场对星光的弯曲的实验观测结果,取得了很大成功,
所以很快得到人们的承认.在20世纪60年代,随着中子星,3K宇宙背境辐射等的

发现,广义相对论在宇宙学很多方面得到广泛的应用,诸如中子星的形成和结构,
黑洞的理论,引力辐射的探测,大爆炸(BigBang)宇宙学等栚.

尽管量子力学和广义相对论对说明众多实验现象,分别都取得很大成功,但这

些现象分别涉及很不相同尺度的空间和时间领域.量子力学非常成功地阐明了微

观(原子、亚原子)世界的很多实验现象,在此领域中,万有引力的影响(与电磁作

用,强作用相比)完全可以忽略.而广义相对论取得成功的领域只涉及宏观的大尺

度空间和时间的物质运动.但在涉及宇宙学中的大爆炸,即我们所在的宇宙形成的

最早期的极短暂的时刻,则涉及量子力学和广义相对论两个方面,它既涉及非常强

大的万有引力作用,同时又是微观尺度的时空中发生的事件.所以有人认为,为了

阐明宇宙大爆炸,有必要把广义相对论与量子力学结合起来栛.
量子力学与广义相对论的矛盾,最明显表现在“等效原理暠(equivalenceprinci灢

ple),或称“弱等效原理暠(weakequivalenceprinciple),它是广义相对论的重要基

石之一.按照等效原理,在均匀重力场中,所有物体都将以相同的加速度运动(例如

在地球表面附近,加速度为9灡8m/s).著名的 Galileo的 Pisa斜塔的自由落体实

验,就是为了阐明这一思想.但等价原理要求:惯性质量(inertialmass)等于重力质

量(gravitationalmass).
在经典力学中,惯性质量为m 的粒子的动力学方程为

mr暓=F (3灡7灡36)
设受力为万有引力,F=-

殼

V,
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栚

栛

A.Einstein,Ann.Physik49(1916)769;ThePrincipleofRelativity(DoverPublications,1923).
参阅,刘辽,《广义相对论》,高等教育出版社,北京,1987.俞允强,《广义相对论引论》(第二版),北京

大学出版社,北京,1997.
G.Amelino灢Camelia,Nature408(2000)661~664,Quantumtheory狆slastchallenge.



V(r)=m毤(r)曍m (3灡7灡37)

毤(r)为万有引力势,这里已假定粒子的惯性质量与引力质量相同.这样,在万有引

力场中运动的粒子,方程(3灡7灡36)可改写为

r暓=-

殼

毤(r) (3灡7灡38)
式中不再出现粒子质量

踿踿踿踿踿踿踿踿.这表明,在万有引力场中的粒子,不管其质量如何,都具有

相同的加速度.因此,只要初位置r(0)和初速度rx暋·(0)=v(0)相同,则粒子运动轨

道r(t),rx暋·(t)=v(t)都相同,不因粒子质量不同而异.它反映粒子在万有引力场中

运动的一种严格的整体对称性(globalsymmetry).
在量子力学中,弱等效原理是否成立? 考虑到量子力学中粒子轨道的概念并不

适用,如何说明弱等效原理在量子力学中不成立? 不妨考虑如下几个简单的问题栙.
(1)自由粒子deBroglie波长为毸=h/p=h/mv(非相对论情况),毸与粒子质

量m 相关.因此所有干涉现象都与粒子质量有关
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

(2)氢原子的圆轨道半径rn=n2a,n为主量子数,a=淈2/me2 为Bohr半径,依
踿

赖于粒子质量
踿踿踿踿踿踿.设想用Schr昳dinger方程来处理一个质量为m 的粒子在一个很重

的粒子(质量为M)的万有引力场中的运动,则其圆轨道半径(e2 代之为GMm)为
rn=n2淈2/GMm2,就依赖于粒子质量.

(3)不确定度关系.对于具有最小不确定度的波包,殼x殼p=淈/2,即 殼x·殼v
=淈/2m.对于不同质量m 的粒子,如其空间分布殼x相同,殼v就不同,波包的扩散

也就不同.
从量子力学最基本的能量本征方程(不含时Schr昳dinger方程)来看,对于重

力场V=m毤中的粒子,

-淈2

2m

殼

2+mæ

è
ç

ö

ø
÷毤氉n =En氉n (3灡7灡39)

可改写成

-1
2

淈æ

è
ç

ö

ø
÷

m
2 殼

2+[ ]毤氉n =毰n氉n (3灡7灡40)

式中毰n=En/m.可以看出,除了量子数n之外,毰n 依赖于参数
踿踿

(淈/m).所以粒子的

能量本征值En=m毰n(淈/m)以及本征函数氉n(r,淈/m)都与粒子质量有关.而在经典

力学中,粒子的质量E=1
2mv2+m毤=m 1

2v2+æ

è
ç

ö

ø
÷毤 ,E/m 则与m 无关.

目前一般看法认为,在量子力学中弱等效原理并不成立.但在经典极限下

(淈曻0,或淈/m曻0),弱等效原理近似成立.
有人认为,尽管量子力学和相对论是20世纪物理学的两个划时代的贡献,在各

自不同的领域都取得了辉煌的成就,但从基本概念来讲,两者是不协调的.
在很长时期中,人们并未能把量子力学(QM)与广义相对论(GR)融合在一起.其
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根本的原因在于:GR是一个纯经典的理论,它把空间 时间(space灢time)描述成光滑

和连续变化的动力学变量.它们会影响到各种物理过程,例如,星球的运动.与此相

反,在量子力学中,空间 时间只不过是一个“固定舞台暠(fixedarena),用以描述量子

态以及各种可观测量(observables)随时间的演化.在 GR领域,可观测量光滑地和决

定性地(smoothlyanddeterministically)演化 ;与之相反,在量子力学中,可观测量的

取值可以以量子的形式不连续地变化,观测结果一般是几率性的.按照 GR,从原则

上讲,通过与重力场的作用,一个量子力学体系会影响到空间和时间的演化.有人认为,
在量子力学取得成功的领域,由于质量太小,量子力学体系对于空间 时间的动力学影

响是微不足道的.参阅:G.Amelino灢Camelia,Nature408(2000)661;448(2007)257.
把量子力学与广义相对论协调起来的探索,已有两个比较成熟的理论,即正则

量子重力(canonicalquantumgravity)理论和超弦理论(superstringtheory).两者

的主要区别在于处理数学上的无穷大(mathematicalinfinities).无穷大困难也出

现在量子电动力学(quantumelectrodynamics,QED)中.在 QED 中,无穷大困难

可以通过微扰重正化(perturbativerenormalization)技术来消除.而在重力场的情

况,无穷大过于顽固,微扰重正化技术不再适用.在超弦理论中,如果点粒子

(point灢like),例如光子和电子等,可以看成为存在于10维空间 时间中的 “string灢
likeloop暠,则可以采用微扰重正化技术.这个10维包含我们平常观测到的3维空

间和1维时间,而另外6个维数在实验上只在极小的尺度上才显现出来.这些额外

的维数以及任何 “string灢likestates暠都未曾在实验上观测到.此外,在用一个“dy灢
namicalspace灢time暠代替 “fixedspace灢timearena暠的问题上,超弦理论与正则重力

理论也有所差别.在超弦理论中,只是在一个 “fixedspace灢timearena暠的基础上,
包含了某些动力学变量,以描述space灢time.而正则量子重力理论,则从一开头就

建立在 “dynamicalspace灢time暠基础上.但两者都缺乏实验上的证据.
把量子力学与广义相对论协调起来的另一种尝试是把空间 时间本身进行量

子化.例如,把 “space灢timecontinuum暠代之为 “acollectionofisolatedpoints暠.这
是一种全新的观点,涉及粒子运动概念和基础物理的重新改造.也许在更小的尺度

上,才会观察到这些现象.按照重力常数G,Planck常数淈,和真空中光速c的数

值,可计算出Planck长度,lP=(淈G/c3)1/2=1.62暳10-35m.它远小于粒子物理学

中的特征长度,例如,质子的 Compton波长,毸P =h/mPc=1.32暳10-15m.Planck
时间为tP=(淈G/c5)1/2=5.39暳10-44s,它远小于现已观测到的“基本粒子暠的寿

命.Planck尺度下的能量~1019GeV ,它远大于现今粒子物理实验和广义相对论

所涉及的现象的能量.与Planck能量相比,现今粒子加速器能够达到的能量约小

16个量级.有人认为,在接近 Planck尺度情况下,重力作用应该进行量子化.Planck
能量也许是基本粒子能够达到的最大能量,正如真空中的光速c是速度的最高极限

一样.Planck尺度标志物理学的一个全新的领域.在这种极小的Planck尺度下,连续

的“space灢time暠可能具有丰富的量子结构.例如,经典space灢time具有Lorentzsymme灢
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try这种基本的转动不变性.粒子物理中还假定:平直space灢time具有另一种基本的

对称性,即 CPT对称性(charge,parityandtime灢reversal的联合对称性),它把粒子与

反粒子的行为联系起来.迄今,所有实验证据都支持 Lorentz与CPT这两种对称性.但
由于现今实验的低分辨率,无法区分连续的和分立的转盘.(参见前面所引 Amelino灢
Camelia2000年的文献,Fig.1与Box2).

3灡8暋周暋期暋场

我们知道,对于自由粒子,其定态为非束缚态,能量是连续变化的,

E=淈2k2/2m暋暋(-曓 <k<+曓)
对于一维自由粒子,能级为二重简并.而一维谐振子场中运动的粒子,定态为束缚

态(不简并),能量是不连续的,

E=En = n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊0,暋暋n=0,1,2,…

在方势阱中运动的粒子,束缚态的能量是不连续的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,但散射态的能量则是连续的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

本节将研究在周期场中粒子的运动.虽然它的定态是非束缚态,但其能谱具有新的

特征———能带结构
踿踿踿踿

,是一种兼具连续谱与分立谱的某些特征的能谱
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.能带结构对于

定性理解固体的导电性,即为什么固体有导体,半导体和绝缘体之分,是很重要的.
周期场V(x)具有如下特征:

V(x+na)=V(x),暋暋n=0,暲1,暲2,… (3灡8灡1)
即对于坐标平移a的整数倍是不变的.下面先讨论周期场中粒子能量本征函数的

特点,然后研究其能谱结构.

3灡8灡1暋Floquet定理

设粒子的能量本征方程的相应于同一个能量本征值E的两个线性无关解为u1(x)

及u2(x),彼此正交归一.考虑到周期场的特性,u1(x+a)及u2(x+a)也是粒子的能量本

征函数对应能量仍为E栙.因此它们都可以表示成u1(x)及u2(x)的线性叠加,即
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栙 设 -淈2

2m
d2

dx2+V(x[ ])u(x)=Eu(x),u(x)是能量本征态.但能量本征值E 不因所取坐标系而异.

设有另一坐标系,x曚=x+a.在新坐标系中,能量本征方程为

-淈2

2m
d2

dx曚2+V(x曚[ ])u(x曚)=Eu(x曚)

考虑到

dx曚=dx,暋暋V(x曚)=V(x+a)=V(x)
所以

-淈2

2m
d2

dx2+V(x[ ])u(x+a)=Eu(x+a)

即u(x+a)也是能量本征态,本征值仍为E.



u1(x+a)=C11u1(x)+C12u2(x)

u2(x+a)=C21u1(x)+C22u2(x)
(3灡8灡2)

暋暋下面证明,u1(x)和u2(x)进行适当的线性叠加后,总可以找到两个解,氉1 及

氉2,具有下列简单特性:

氉(x+a)=毸氉(x)暋暋(毸常数) (3灡8灡3)

暋暋证明

构造下列叠加态

氉(x)=Au1(x)+Bu2(x) (3灡8灡4)
其中A、B 待定,使氉(x)能满足式(3灡8灡3).这是否可能呢? 把式(3灡8灡4)代入

式(3灡8灡3),利用式(3灡8灡2),得

氉(x+a)= (AC11+BC21)u1(x)+(AC12+BC22)u2(x)

=毸[Au1(x)+Bu2(x)]

然后利用u1(x)及u2(x)的正交归一性,可得

AC11+BC21 =毸A
AC12+BC22 =毸{ B

(3灡8灡5)

暋暋这是A、B 的线性齐次方程组,它们有非平庸解的充要条件为

C11-毸 C21

C12 C22-毸
=0 (3灡8灡6)

这是毸的二次方程,总能找出它的两个根,毸1 与毸2.分别用毸1 及毸2 代入式(3灡8灡5),可
求出A、B 的两组解,并将它们代入式(3灡8灡4),即求得相应的两个波函数氉1(x)及

氉2(x),它们是满足式(3灡8灡3)的.定理证毕.
推论

(1)式(3灡8灡3)显然可推广如下:

氉(x+na)=毸n氉(x),暋暋n=0,暲1,暲2,… (3灡8灡7)

暋暋根据式(3灡8灡7),若|毸|>1,则当n曻曓时,氉(x+na)曻曓,即在无穷远处,氉
是无界的,因此,|毸|>1是不允许的.与此相似,利用

氉(x-na)= 1
毸n氉(x)

若|毸|<1,则n曻曓时,氉(x-na) 曻曓,也是无界的,所以,毸 <1也是不允许

的.因此,式(3灡8灡3)中的毸只能是模为1的相因子,

旤毸旤=1 (3灡8灡8)

暋暋(2)按照3灡1节定理5,对于一维运动,属于同一个能量本征值的两个本征函

数氉1 与氉2,总是满足下列条件:

氉1氉曚2-氉2氉曚1 = 常数(与x无关) (3灡8灡9)
即
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D(x)曉
氉1(x) 氉2(x)

氉曚1(x) 氉曚2(x)= 常数(与x无关)

再根据式(3灡8灡3),可得D(x+a)=毸1毸2D(x),所以

毸1毸2 =1 (3灡8灡10)
联合式(3灡8灡8)与(3灡8灡10),可知

毸2 =毸*
1

所以不妨取

毸1 =eiKa,暋毸2 =e-iKa暋暋(K 实) (3灡8灡11)

暋暋考虑到复指数函数的周期性(周期为2毿),不妨把Ka限制在下列范围中:

-毿曑Ka 曑毿,暋 即-毿
a 曑K 曑 毿

a
(3灡8灡12)

3灡8灡2暋Bloch定理

利用Floquet定理,对于周期场(3灡8灡1)中的粒子的能量本征函数氉(x),总可

以做到使氉(x+a)与氉(x)只差一个模为1的相因子,即令

氉(x)=eiKx毜K(x) (3灡8灡13)
而毜K(x)为周期函数,周期与周期场相同,

毜K(x+a)=毜K(x) (3灡8灡14)
其中K(实数)待定,称为Bloch波数.此即Bloch定理.这种类型的周期波函数称

为Bloch波函数.
证明

利用Floquet定理,

氉(x+a)=eiKa
氉(x)暋暋(K 实) (3灡8灡15)

按式(3灡8灡13),则式(3灡8灡15)的
左边 =eiK(x+a)

毜K(x+a)=eiKaeiKx毜K(x+a)

右边 =eiKaeiKx毜K(x)
因此

毜K(x+a)=毜K(x)

3灡8灡3暋能带结构与物质导电性栙

下面证明周期场(周期为a)中粒子的能量本征值呈现能带结构.设在0曑x曑
a区域中

氉(x)=Au1(x)+Bu2(x) (3灡8灡16)

u1(x)与u2(x)是在0曑x曑a区域中Schr昳dinger方程的属于某能量本征值的任意
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两个线性无关解.按Bloch定理,在a曑x曑2a区域中的波函数可表示为

氉(x)=eiKa
氉(x-a)

=eiKa[Au1(x-a)+Bu2(x-a)] (3灡8灡17)
由式(3灡8灡16)、(3灡8灡17)及在x=a处氉 与氉曚的连续性,可得出

Au1(a)+Bu2(a)=eiKa[Au1(0)+Bu2(0)]

Au曚1(a)+Bu曚2(a)=eiKa[Au曚1(0)+Bu曚2(0{ )]
(3灡8灡18)

上式是A、B 的线性齐次方程,A、B 有非平庸解的充要条件为

u1(a)-eiKau1(0) u2(a)-eiKau2(0)

u曚1(a)-eiKau曚1(0) u曚2(a)-eiKau曚2(0)
=0 (3灡8灡19)

利用3灡1节,定理5,u1u曚2-u2u曚1=常数,经过计算,上式可以化简为

U1-U2

2(u1u曚2-u2u曚1)
=cosKa (3灡8灡20)

其中

U1 =u1(0)u曚2(a)+u1(a)u曚2(0)

U2 =u2(0)u曚1(a)+u2(a)u曚1(0)
这个式子是对粒子能量本征值的一个限制

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.由于 cosKa 曑1,只有一定范围中的
踿踿踿踿踿踿踿踿

能量值才是允许的
踿踿踿踿踿踿踿踿

,另外一些能量值则不允许.这样就构成所谓“能带结构
踿踿踿踿

暠.允许

的能量范围,称为导带(conductingband).不允许的范围,称为禁戒带(forbidden
band).它们的交界处在cosKa=暲1点,即Ka=n毿,n=1,2,3,….

例暋考虑下列周期方势场(周期a+b)中粒子(图3灡32),

V[x+n(a+b)]=V(x) (3灡8灡21)

图3灡32暋周期方势场

暋暋(1)先考虑E>V0 情况.
在区域栺中(-b<x<a),波函数可写成

氉(x)=
Aeikx +Be-ikx, 0<x<a

Ceik曚x +De-ik曚x, -b<x<{ 0
(3灡8灡22)

其中

k= 2mE/淈,暋暋k曚= 2m(E-V0)/淈
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利用x=0处氉及氉曚连续的条件,可得

C+D =A+B暋暋暋暋

C-D = k
k曚

(A-B)

从而可得

C= 1
2

1+kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚 A+ 1-kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚[ ]B

D = 1
2

1-kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚 A+ 1+kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚[ ]B (3灡8灡23)

暋暋按照Bloch定理,区域栻中的波函数氉(x),a<x<2a+b,与区域栺中的波函

数氉(x-a-b),-b<(x-a-b)<a,有下列关系[见式(3灡8灡15)]:

氉(x)=e
iK(a+b)

氉(x-a-b) (3灡8灡24)

暋暋在区域栺和栻交界处(x=a),氉及氉曚必须连续,得

Aeika +Be-ika =e
iK(a+b)

氉(-b)=eiK(a+b)(Ce-ik曚b +Deik曚b) (3灡8灡25)

k(Aeika -Be-ika)=k曚eiK(a+b)(Ce-ik曚b -Deik曚b) (3灡8灡26)
式(3灡8灡23)代入式(3灡8灡25)、(3灡8灡26),得到A、B 满足的齐次方程为

eika -1
2eiK(a+b) 1+kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚 e-ik曚b + 1-kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚 ei[ ]{ }k曚b A

+ e-ika -1
2eiK(a+b) 1-kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚 e-ik曚b + 1+kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚 ei[ ]{ }k曚b B =0

eika -1
2eiK(a+b) 1+k曚æ

è
ç

ö

ø
÷

k e-ik曚b + 1-kæ

è
ç

ö

ø
÷

k曚 ei[ ]{ }k曚b A

- e-ika +1
2eiK(a+b) k

k曚-æ

è
ç

ö

ø
÷1e-ik曚b - k

k曚+æ

è
ç

ö

ø
÷1ei[ ]{ }k曚b B =0

此齐次方程有非平庸解的充要条件为:系数行列式为0.经化简,得
(k+k曚)2cos(k曚b+ka)-(k-k曚)2cos(k曚b-ka)=4kk曚cosk(a+b) (3灡8灡27)
继续化简,得

coskacosk曚b-
(k2+k曚2)

2kk曚 sinkasink曚b=cosK(a+b) (3灡8灡28)

所以只有当

coskacosk曚b-
(k2+k曚2)

2kk曚 sinkasink曚b 曑1 (3灡8灡29)

时才有解,这就是对粒子能量本征值的一个限制.
(2)对于E<V0 情况.
只需把

k曚曻i毷,暋毷= 2m(V0-E)/淈
利用

cos(i毷b)=ch毷b,暋sin(i毷b),=ish毷b
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式(3灡8灡28)可化为

coskach毷b-k2-毷2

2k毷 sinkash毷b=cosK(a+b) (3灡8灡30)

相当于式(3灡8灡29),有

coskach毷b-k2-毷2

2k毷 sinkash毷b 曑1 (3灡8灡31)

图3灡33暋Dirac梳

暋暋特例暋Dirac梳

图3灡32中,让b曻0,V0曻曓,但保持bV0 为常数毭
bV0 =毭 (3灡8灡32)

则趋于下列Dirac梳(见图3灡33),

V(x)=毭暺
+曓

n=-曓
毮(x+na) (3灡8灡33)

暋暋为方便,令

毭=bV0 =毟淈2/m
即

mV0 =淈2毟/b (3灡8灡34)

毟 量纲为[长度]-1.让毭 保持为常数,b曻0(V0曻曓),则毷= 2m(V0-E)/淈曋

2mV0/淈= 2毟/b,而ch毷b曻1,sh毷b曻毷b.此外,k2烆毷2,于是条件(3灡8灡30)化为

coska+毟
ksinka=cosKa (3灡8灡35)

而式(3灡8灡31)化为

coska+毟
ksinka 曑1 (3灡8灡36)

式中k= 2mE/淈.上式即粒子在Dirac梳这种周期场中的能量本征值E 所受到的

限制.令毟/k=tan毴,则

cos毴= 1
1+毟2/k2

coska+毟
ksinka= 1

cos毴cos
(ka-毴)= 1+毟2/k2coska-tan-1 毟æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]k

式(3灡8灡36)可改写成
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coska-arctan 毟æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]k 曑 1

1+毟2/k2
(3灡8灡37)

用图解法容易求出ka允许值的近似范围.图3灡34给出毟a=4的情况下的计算结果.ka
允许区在横轴上用粗线标志出,每个允许区的上界为ka=n毿=Ka,n=1,2,3,….

在求得ka允许值的范围后,能量E= 淈2

2ma2(ka)2 的允许范围即可求出.若以

毿2淈2

2ma2(宽度 为 a 的 无 限 深 势 阱 中 的 粒 子 的 基 态 能 量)为 单 位,则 E= (ka/

毿)2.图3灡35给出能谱的带状结构.

图3灡34暋Dirac梳的能带(取自S.Fl湽gge,

PracticalQuantum Mackarrics,(Springer灢Verlag,1974).

暋

图3灡35暋Dirac梳的能谱带结

构(画斜线部分是导带)

3灡9暋动 量 表 象

在前面各节中求解Schr昳dinger方程时,都采用了坐标表象.坐标表象的优点

是:(1)根据物理问题的要求容易写出波函数满足的边条件,例如区分束缚态与散

射态,根据粒子入射方向写出入射波、透射波和反射波等.(2)在坐标表象中一些常

用的势是定域的,表述起来比较简单,例如方势、线性势、谐振子势、毮势、Coulomb
势等.(3)易于讨论量子力学与经典力学的关系.例如描述与经典粒子轨道运动相

应的波包的运动,就需采用坐标表象.所以在大多数情况下,人们还是习惯采用坐

标表象来求解Schr昳dinger方程.
但应指出,动量表象常常也用来处理各种问题.有的问题,例如谐振子,动量表

象和坐标表象中Schr昳dinger方程,形式上相同,求解也很相似.有的问题例如线

性势,采用动量表象来求解,也相当简单.对于一维Coulomb势,情况也类似.而对
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于有一类势,例如固态物理中电子的有效势(effectivepotential),往往采用依赖于

动量的势V(p),它不是坐标空间中的局域势,则以采用动量表象为宜.对于像毮势

一类的定域势,虽也可以用动量表象来求解,但求解就麻烦一些.而对于方势,用动

量表象来处理就相当麻烦了.所以对不同问题,应作具体分析,以采取合适的表象.
在坐标空间中局域势V(x)中粒子的Schr昳dinger方程为

-淈2

2毺
d2

dx2 +V(x[ ])氉(x)=E氉(x) (3灡9灡1)

在动量表象中的Schr昳dinger方程可如下求出.氉(x)作变换,

氉(x)= 1
2毿淈曇

+曓

-曓
氄(p曚)eip曚x/淈dp曚 (3灡9灡2)

代入式(3灡9灡1),得

1
2毿淈曇

+曓

-曓
dp曚

p曚2

2毺
+V(xé

ë
êê

ù

û
úú)氄(p曚)eip曚x/淈 = E

2毿淈曇
+曓

-曓
dp曚氄(p曚)eip曚x/淈

两边乘以e-ipx/淈,对x积分,利用

曇
+曓

-曓
dxe-i(p-p曚)x/淈 =2毿淈毮(p-p曚) (3灡9灡3)

可得出

p2

2毺
氄(p)+曇

+曓

-曓
Vpp曚氄(p曚)dp曚=E氄(p) (3灡9灡4)

此即动量表象中的Schr昳dinger方程,式中

Vpp曚 = 1
2毿淈曇

+曓

-曓
V(x)e-i(p-p)曚x/淈

dx (3灡9灡5)

如V(x)可以表示成x的正幂级数,

V(x)= 暺
曓

n=0
Cnxn (3灡9灡6)

考虑到

xe-i(p-p曚)x/淈 =i淈 灥
灥p

e-i(p-p曚)x/淈 (3灡9灡7)

式(3灡9灡5)可化为

Vpp曚= 暺
曓

n=0
Cn i淈 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

p
n 1
2毿淈曇

+曓

-曓
e-i(p-p曚)x/淈dx

= 暺
曓

n=0
Cn i淈 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

p
n

毮(p-p曚)

=V(x
暷)毮(p-p曚) (3灡9灡8)

式中

x
暷

=i淈 灥
灥p

(3灡9灡9)
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式(3灡9灡8)代入式(3灡9灡4),可得出 Schr昳dinger方程在动量表象中的另一个表

示式

p2

2毺
+V i淈 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúp 氄(p)=E氄(p) (3灡9灡10)

例如,对于线性势V(x)=Fx,上式给出

p2

2毺
+i淈F d

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

p氄(p)=E氄(p) (3灡9灡11)

对于谐振子V(x)=1
2毺氊2x2,式(3灡9灡10)给出

p2

2毺
+1

2毺淈2氊2 d2

dp
æ

è
ç

ö

ø
÷2 氄(p)=E氄(p) (3灡9灡12)

暋暋下面分别就几种常用势进行讨论.

例1暋谐振子

与坐标表象中动量算符p
暷

=-i淈灥
灥x

相似,在动量表象中坐标算符表示成x
暷

=i淈 灥
灥p.对于谐

振子(采用自然单位,淈=m=氊=1),Hamilton量可表示成

H =- 1
2

灥2

灥x2 + 1
2x2暋(坐标表象) (3灡9灡13)

H = 1
2p2 - 1

2
灥2

灥p2暋(动量表象) (3灡9灡14)

两者在形式上很相似.在动量表象中的求解(波函数的形式等)都与坐标表象中相似(见3灡4节).
例如基态波函数,都是 Gauss型波包.此处不必再详细讨论.

例2暋线性势

在动量表象中,线性势[见3灡7节式(3灡7灡1)]中粒子的Schr昳dinger方程表示为

p2

2毺
氄(p)+i淈F d

dp氄
(p)=E氄(p) (3灡9灡15)

氄(p)是动量表象中的波函数.上式是极简单的一阶微分方程,其解为

氄(p)=Aexp i
淈F

p3

6毺
-Eæ

è
ç

ö
ø
÷[ ]p (3灡9灡16)

A 为归一化常数.在坐标表象中,波函数表示为

氉(x)= 1
2毿淈曇

+曓

-曓
氄(p)eipx/淈dp

= A
2毿淈曇

+曓

-曓
dpexpi

淈
p3

6毺F
+ x- E( )F[ ]p

= 2A
2毿淈曇

曓

0
cos p3

6淈毺F
+ p

淈
x- E( )[ ]F dp

=A曚
毿曇

曓

0
cos u3

3 +u( )毼 du (3灡9灡17)

其中
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u=p(2淈毺F)-1/3 (3灡9灡18)

毼= x- E( )F
2毺F
淈

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

1/3

(3灡9灡19)

A曚为另一归一化常数.式 (3灡9灡17)右边,除归一化常 数 A曚外,正 是 以毼为 变 量 的 Airy函

数,Ai(毼).栙

在毼>0区域(经典禁区),Airy函数表现为第二类变型Bessel函数(见附录六)

Ai(毼)= 毼K1/3
2
3毼3/( )2 毼曻

曻
曓

毼
3毿

4毼3/( )2

1/2

exp - 2
3毼3/( )2 (3灡9灡20)

暋暋在毼<0区域(经典允许区),

Ai(毼)= 毼 J1/3
2
3 毼 3/( )2 +J-1/3

2
3 毼 3/( )[ ]2 (3灡9灡21)

由边条件氉(x=0)=0,可得出确定能量本征值的条件

J1/3
2
3毸3/( )2 +J-1/3

2
3毸3/( )2 =0 (3灡9灡22)

其中

毸=
2毺

淈2F
æ
è
ç

ö
ø
÷

2

1/3

E (3灡9灡23)

即

En = 淈2F2

2( )毺

1/3

毸n (3灡9灡24)

与3灡7节式(3灡7灡17)和(3灡7灡18)相同,毸n 是方程(3灡9灡22)的根(n=1,2,3,…).
例3暋一维Coulomb势栚

V(x)=
-毩/x, x曒0
曓, x<{ 0

(3灡9灡25)

以下求其束缚能级E(<0).Schr昳dinger方程表示为

E-p2

2
æ
è
ç

ö
ø
÷

毺
氄(p)=- 毩

x氄(p)暋暋(E<0) (3灡9灡26)

右边1
x

可代之为 1
i淈曇dp,即

E-p2

2
æ
è
ç

ö
ø
÷

毺
氄(p)=- 毩

i淈曇dp氄(p) (3灡9灡27)

令毲2=-2毺E>0,则

(p2 +毲2)氄(p)=
2毺毩
i淈曇dp氄(p) (3灡9灡28)

令
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参见,L.D.Landau& E.M.Lifshity,QuantumMechanics,Non灢relativisticTheory,附录,曥6.
一个电子限制在一块极大的电介质平板的上方(x曒0)运动时,按电象法可求出其静电势,就属于这

种形式,毩=e2

4
毰-1
毰+1>0,毰为介电常量.



毜(p)=曇氄(p)dp (3灡9灡29)

则

氄(p)= d
dp

毜(p) (3灡9灡30)

式(3灡9灡28)化为

d毜
毜 =

2毺毩
i淈

dp
p2 +毲2

积分后,得

ln毜(p)=
2毺毩
i淈

1
毲

arctan p( )毲
(3灡9灡31)

即

毜(p)=曇氄(p)dp=exp
2毺毩
i淈

1
毲

arctan p( )[ ]毲
(3灡9灡32)

arctan(p/毲)是p的多值函数.

arctan pæ
è
ç

ö
ø
÷

毲
= arctan pæ

è
ç

ö
ø
÷[ ]毲 主值

暲k毿,暋暋k=1,2,3,…

考虑到氄(p)和毜(p)的单值性,必须

2毺毩
淈毲

=2n,暋暋n=1,2,3,… (3灡9灡33)

即

毲=毺毩
n淈

(3灡9灡34)

而能量本征值为

E=En =-毲2

2毺
=- 毺毩2

2n2淈2
,暋暋n=1,2,3,… (3灡9灡35)

这结果与求解坐标表象中一维Coulomb势的Schr昳dinger方程所得结果(见6灡7节)相同.
例4暋毮势阱

对于毮势阱V(x)=-毭毮(x),按式(3灡9灡5),

Vpp曚 =-毭/2毿淈 (3灡9灡36)

因此动量表象中的Schr昳dinger方程(3灡9灡4)化为

E-p2

2
æ
è
ç

ö
ø
÷

毺
氄(p)=-

毭
2毿淈曇

+曓

-曓
氄(p)dp=-

毭C
2毿淈

(3灡9灡37)

式中

C=曇
+曓

-曓
氄(p)dp (3灡9灡38)

由式(3灡9灡37)可得

氄(p)=毺毭C
毿淈

1
p2 -2毺E

(3灡9灡39)

对于束缚态(E<0),令-2毺E=淈2毬2>0(毬实),代入式(3灡9灡39),再代入式(3灡9灡38),得

1=毺毭
毿淈曇

+曓

-曓

dp
p2 +淈2毬2 =毺毭

毿淈
毿
淈毬

= 毺毭
淈2毬
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即毬=毺毭/淈2,而能量

E=-
淈2毬2

2毺
=-毺毭2

2淈2
(3灡9灡40)

与3灡5节中式(3灡5灡23)一致.

习暋暋题

3灡1暋粒子在一维势场V(x)中运动,证明属于不同能级的束缚态波函数彼此正交.
3灡2暋对于无限深势阱中运动的粒子(见图3灡2),证明:

x暋- =a/2,暋暋 (x-x暋-)2 = a
12

1- 6
n2毿( )2

并证明当n曻曓,以上结果与经典结论一致.
3灡3暋设粒子处于无限深势阱(图3灡2)中,状态用波函数氉(x)=Ax(x-a)描述,A=

30a-5/2是归一化常数.求(a)粒子取不同能量的概率分布wn.(b)能量平均值及涨落.
提示:令

氉(x)= 暺
n
Cn氉n(x),暋暋氉n = 2

asinn毿
ax暋暋n=1,2,3,…

计算wn= Cn
2.利用

暺
n=1,3,5,…

1
n4 =毿4/96,暋暋 暺

n=1,3,5,…

1
n2 =毿2/8

暋暋答:

wn = Cn
2 = 240

(n毿)6[1-(-1)n]2

煀E = 5淈2

ma2 =10
毿2E1 曋1灡014E1

殼E= (E-煀E)2 = 5 淈2

ma2

暋暋3灡4暋一维无限深势阱中粒子,设初态

氉(x,0)= 1
2

[氉1(x)+氉2(x)]

求氉(x,t)=? x暋-(t)=? 煍H=? 煍H2=?

答:

氉(x,t)= 1
2

[氉1(x)exp(-iE1t/淈)+氉2exp(-iE2t/淈)]

x暋-(t)= 1
2a-16a

9毿2cos氊21t,暋暋氊21 =E2 -E1

淈 = 3毿2淈
2ma2

煍H = 1
2

(E1 +E2)= 5
2E1

H2 = 1
2

(E2
1 +E2

2)=17
2E2

1

暋暋3灡5暋一维无限深方势阱(图3灡2)中的粒子,设处于氉n(x)态.求其动量分布概率.当n烅1
时,与经典粒子运动比较.
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暋暋答:

氄n(p)=

a
毿淈

2i expin毿
2 -pa

2
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ]淈

F p-n毿淈( )a +(-1)n+1F p+n毿淈( )[ ]a

其中

F(p)=
sin(pa/2淈)

pa/2淈

氄(p)2 = a
4毿淈 F p-n毿淈( )a +(-1)n+1F p+n毿淈( )a

2

集中于p=暲n毿淈
a

附近(图3灡36).n烅1时,交叉项贡献很小,

氄(p)2 曋 a
4毿淈 F p-n毿淈( )a

2

+F p+n毿淈( )a[ ]
2

p=暲n毿淈
a =暲 2mEn正是能量为E=En=n2毿2淈2

2ma2 的经典粒子动量值.

图3灡36

暋暋

图3灡37暋不对称方势阱

3灡6暋求在不对称势阱(图3灡37)中的粒子的束缚态能级.

答:设粒子能量E>0,但E<V2(离散谱情况),质量为毺,令k= 2毺E/淈,则k由下列代数

方程确定:

ka=n毿-arcsin
淈k
2毺V

æ
è
ç

ö
ø
÷

1
-arcsin

淈k
2毺V

æ
è
ç

ö
ø
÷

2
,暋暋n=1,2,3,…

由k的可能取值,可求出能量E的可能取值.

3灡7暋粒子在深度为V0,宽度为a的对称方势阱中运动(图3灡4).求:(1)在阱口附近刚好出

现一条束缚能级(即E曋V0)的条件.(2)束缚能级总数,并与无限深势阱比较,用不确定度关系

定性说明.
答:(1)阱口刚好出现束缚能级的条件为

2mV0a2/淈2 =n2毿2,暋暋n=1,2,3,…

一维对称方势阱总有一条束缚能级.当2mV0a2

淈2 <毿2 时,只存在一条束缚能级(偶宇称).当

2mV0a2

淈2 =毿2 时,除基态外,在阱口将出现一条最低的奇宇称能级.
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(2)束缚能级总数 N=1+ a
毿淈 2mV[ ]0 ,这里符号[A]表示不超过A 的最大整数.在无限

深势阱情况下E<V0 的能级总数为

n= a
毿淈 2mV0 =N-1

无限深势阱中的能级总是比同宽度的有限深势阱中的相应能级稍高一些.

3灡8暋同上题,设粒子处于第n个束缚态氉n,En,如V0烅En,计算粒子在阱外出现的概率.

答:粒子在阱外出现的概率曋 2淈
a 2mV0

En

V0
,它远小于在阱内的概率.

3灡9暋设粒子在一维无限深势阱中运动,试求粒子作用于势阱壁上的平均力.
提示:先考虑有限深势阱(图3灡38),然后让深度V0曻曓.粒子对壁的作用力

F(x)=灥V
灥x =V0 毮 x- a( )2 +毮 x+ a( )[ ]2

暋暋答:在x=a/2壁上的平均力为

煀F =曇V0毮 x- a( )2 氉(x)2dx=V0 氉
a( )2

2

=2E/a

图3灡38

暋暋

图3灡39

3灡10暋考虑粒子(E>0)在下列势阱(图3灡39)壁(x=0)处的反射系数.

V(x)=
-V0 x<0

0, x>{ 0

暋答:

V2
0

( E+V0 + E)4
=

V2
0/(16E2), E烅V0

1-4 E/V0, E烆V{
0

暋暋3灡11暋试证明对于任意势垒(如图3灡40),粒子的反射系数R 及透射系数S 满足R+S=1
(取E>V0).

3灡12暋设V(x)= -V0

exp(x/a)+1
(图3灡41),求反射系数R.

提示:作变换毼=-exp(-x/a).

答: R=sh2[毿a(K-k)]
sh2[毿a(K+k)],暋k= 2mE

淈2 ,暋K= 2m(V0+E)
淈2
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图3灡40

暋暋

图3灡41

图3灡42

3灡13暋 考虑粒子对方势垒的散射,如图 3灡42(E<V0).
(1)设入射波为单色平面波exp[i(kx-氊t)],氊=E/淈=淈k2/2m,

求反射波函数.(2)设入射波为波包,

氉i(x,t)=曇
曓

0
dkA(k)exp[i(kx-氊t)]

其中A(k)是以k0 为对称中心的分布较窄的函数.设氉i 是宽度

很窄(殼x很小)的波包,求反射波函数,写出反射波包中心的运

动方程,并求反射弛豫时间.
答:(1)反射波

氉R(x,t)=Rexp[-i(kx-氊t)]

R=k-i毼
k+i毼

曉exp[-i毴(k)]

毼= 2m(V0 -E)/淈
暋暋(2)反射波为

氉R(x,t)=曇
曓

0
dkA(k)exp[-i(kx+氊t+毴(k))]

反射波包的运动方程

x+淈k0

mt- 2
毼0

=0,暋毼0 = 2m(V0 -E0)/淈

反射弛豫时间

tR = 2
毼0v0

= 2m
毼0淈k0

= 淈
E0(V0 -E0)

暋 E0 =
淈2k2

0

2( )m

暋暋3灡14暋能量为E的平行粒子束以毴角入射到x=0界面,如图3灡43.在x<0区域,V=0,在

x>0区域,V=V0.试分析粒子束的反射和折射.
答:折射角为氄,

sin毴
sin氄

= 1+V0( )E
1/2

=n(折射率)暋暋暋暋

当毴=氄=0时,反射流强度
入射流强度=

(n-1)2
(n+1)2,折射流强度

入射流强度= 4n
(n+1)2

·021·



暋暋参阅J.D.Jackson,ClassicalElectrodynamics,7灡3节.更一般的计算结果见钱伯初、曾谨

言,《量子力学习题精选与剖析》,第三版,(2008).题1灡13.

图3灡43

暋暋

图3灡44

3灡15暋粒子在图3灡44所示势场中运动,

V(x)=

V0, 旤x旤<a
0, a<旤x旤<L
曓, 旤x旤>

{
L

暋暋(1)求能级公式.(2)讨论极限情况,a曻0,V0曻曓,但2aV0=毭(有限值).
答:(1)E<V0 情况,偶宇称能级由下式确定:

kcotk(L-a)=-毼tanh毼a暋暋暋

毼= 2m(V0 -E)/淈,暋k= 2mE/淈
奇宇称能级由下式确定:

kcotk(L-a)=-毼coth毼a
E>V0 情况,偶宇称能级由下式确定:

kcotk(L-a)=毲tan毲a,暋暋毲= 2m(E-V0)/淈
奇宇称能级由下式确定:

kcotk(L-a)=-毲cot毲a
暋暋(2)相当于x=0处有一个毮势垒,V(x)=毭毮(x),|x|<L.(参见3灡25题.)

3灡16暋设质量为m 的粒子在下列势阱中运动:

V(x)=
曓, x<0
1
2m氊2x2, x>{ 0

求粒子的能级.
答:En=(n+1/2)淈氊,暋n=1,3,5,7,…

3灡17暋设在一维无限深势阱(图3灡2)中运动的粒子的状态用

氉(x)= 4
a
sin毿x

acos2毿x
a

描述,求粒子能量的可能测值及相应的概率.
·121·



答:能量可能测值为E1=毿2淈2/2ma2 及E3=9毿2淈2/2ma2,相应的概率各为1/2.
3灡18暋写出在动量表象中谐振子的Schr昳dinger方程,并求出动量概率分布.

答:p2

2m
-m氊2淈2

2
d2

dp
æ
è
ç

ö
ø
÷

2 氄n(p)=En氄n(p)

氄n(p)2 = 1
2n·n! 毿m淈氊

exp(-p2/m淈氊) Hn
p
m

æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]淈氊

2

,暋n=0,1,2,…

暋暋3灡19暋质量为m 的粒子处于谐振子势V1(x)=1
2Kx2(K>0)的基态.(1)如弹性系数突然

增大一倍,即势场突然变为V2(x)=Kx2,随即测量粒子能量,求粒子处于V2 势场的基态的概

率.(2)势场由V1 突变为V2 后,不进行测量,经过一段时间氂后,让势场重新恢复成V1.问氂取

什么值时,粒子正好恢复到原来势场V1 的基态(概率100%)?

图3灡45

答:(1)0灡9852;(2)氂=l毿 m
2K

,l=1,2,3,….

3灡20暋设粒子在周期场V(x)=V0cosbx 中运动,写出它

在p表象中的Schr昳dinger方程.
答:

p2

2m
+ 1

2V0 expb淈 灥
灥( )p +exp -b淈 灥

灥( )[ ]{ }p 氄(p)=E氄(p)

暋暋3灡21暋设势场(见图3灡45)

V(x)=V0
a
x - x( )a

2

暋暋(a,x>0)

求粒子能级与波函数.证明其能谱形状与谐振子相似.

答:En=2淈
a

2V0

m n+1
2+1

4
暋

8mV0a2

淈2 +1- 8mV0a2

淈
æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]2

,n=0,1,2,…

3灡22暋在动量表象中,求解毮势阱V(x)=-毭毮(x)的束缚能级和本征函数.计算殼x、殼p,验
证不确定度关系.

答: E=-
m毭2

2淈2
,暋氄(p)= A

p2+淈2k2暋暋暋

旤A旤= 2
毿

m毭æ
è
ç

ö
ø
÷

淈

3/2

,暋暋k= -2mE/淈=m毭
淈2

殼p=淈k,暋殼x= 1
2k

,暋殼x殼p= 淈
2

> 淈( )2

暋暋3灡23暋在动量表象中计算粒子(能量E>0)对于势垒V(x)=毭毮(x)的透射系数.与坐标表

象中的计算结果进行比较.
3灡24暋粒子在双毮势阱中运动(图3灡46),

V(x)=-毭[毮(x+a)+毮(x-a)]

求束缚态能级公式.
答:偶宇称能级(总是存在的,但只有一条)

E=-
m毭2

2淈2毰暋暋暋暋暋暋

毰由下式解出:
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毰=1+exp -2a
b( )毰 ,暋b= 淈2

m毭

当2a>b时,有而且只有一条奇宇称束缚能级,E=-m毭2

2淈2毰,毰由毰=1-exp -2a
b( )毰 定出.

图3灡46暋双毮势阱

暋暋

图3灡47

3灡25暋粒子在势场(图3灡47)

V(x)=
毭毮(x), 旤x旤<a
曓, 旤x旤>{ a

中运动(即无限深势阱中央有一个毮势垒),求能级公式.并讨论毭很大和很小的极限情况.
答:奇宇称能级不受毮势垒影响,

En = 1
2m

毿2淈2

a( )2 n2,暋n=1,2,3,…

氉n = 1
a
sin n毿x( )a

偶宇称能级

E=淈2k2

2m
k由下面方程的根给出:

tanka=- b( )a ka暋暋(b=淈2/m毭)

图3灡48暋双毮势垒

暋暋3灡26暋粒子以能量E入射到一个双毮势垒(图3灡48)

V(x)=毭[毮(x)+毮(x-a)]

求反射和透射概率以及发生完全透射的条件.

答:令k= 2mE/淈,C=2a(m毭/淈2)(无量纲)

毴=2ak/C=淈2k/m毭
可得

R=1-i毴-(1+i毴)exp(2iak)
(毴+i)2 +exp(2iak)

D = 毴2

(毴+i)2 +exp(2iak)

反射概率=|R|2,透射概率=|D|2.完全透射条件为R=0,即exp(2iak)=1-i毴
1+i毴=C-2iak

C+2iak
·321·



3灡27暋质量为m 的粒子束以动量p=淈k从x=-曓入射,碰到周期性毮势垒,

V(x)=毭暺
曓

n=0
毮(x-na),暋a>0

求发生完全反射的动量值.

答:发生完全反射的条件为exp(2ika)=1,即p=淈k=n毿淈
a

,暋暋n=1,2,3,…

或波长毸=2毿
k=1

n
(2a).在此条件下,从相邻的两个毮势垒反射回来的波的位相相同,因而总的

反射波幅达到最强,而透射波则逐级变弱,最后衰减为0.

·421·



第4章暋力学量用算符表达

4灡1暋算符的一般运算规则

在2灡1灡5节中已讨论过,考虑到粒子 波动二象性,直接
踿踿

利用坐标表象中的波

函数来计算动量平均值时,需要引进动量算符p
暷=-i淈

殼

.在Schr昳dinger方程中

也出现了Laplace算符.量子力学中的算符代表对波函数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(量子态
踿踿踿

)的一种运算
踿踿踿踿踿.例

如,d
dx氉

,d2

dx2氉,V(x)氉,氉* ,氉等,分别代表对波函数氉取一阶导数,二阶导数,乘以

V(x),取复共轭及取平方根等运算.下面讨论量子力学中碰到的算符的一般性质.
为避免数学上过分抽象,在初步讲述算符的一般性质时,尽可能结合量子力学中常

见的算符———位置,动量,角动量,动能,势能,Hamilton量等———来阐述栙.

1灡 线性算符

凡满足下列运算规则的算符O
暷

,称为线性算符,

O
暷

(c1氉1+c2氉2)=c1O
暷

氉1+c2O
暷

氉2 (4灡1灡1)

其中氉1 与氉2 是任意两个波函数,c1 与c2 是两个任意常数(一般为复数).例如,

p
暷=-i淈

殼

就是线性算符,积分运算曇dx 也是线性算符.但取平方根显然不是线

性算符,取复共轭也不是线性算符.以后将看到,在量子力学中碰到的算符并不都

是线性算符(例如,时间反演),但是用以刻画力学量相应的算符则都是线性算符,
这是态叠加原理的要求.

2灡 单位算符I

单位算符是指保持量子态(波函数)不改变的运算,即

I氉=氉 (4灡1灡2)

氉是体系的任一量子态.

设两个算符A
暷

和B
暷

对体系的任何一个量子态氉的运算结果都相同,

·521·

栙 对于量子力学中所碰到的算符的更严格的数学讨论,例如,可参阅J.vonNeumann,Mathematical
FoundationsofQuantumMechanics,1955;M.Schechter,OperatorMethodsinQuantumMechanics,(Elsevi灢
erNorthHolland,1981);以及有关线性代数的标准教材.



A
暷

氉=B
暷

氉 (4灡1灡3)

则称两个算符相等,A
暷

=B
暷

.

3灡 算符之和

算符A
暷

与B
暷

之和记为(A
暷

+B
暷

),定义如下:

(A
暷

+B
暷

)氉=A
暷

氉+B
暷

氉 (4灡1灡4)

氉是任意波函数,即(A
暷

+B
暷

)对任意波函数氉的运算所得结果与A
暷

氉+B
暷

氉相同.例

如,Schr昳dinger方程中,一个粒子的 Hamilton算符 H
暷

=T
暷

+V(r)=p
暷2/2m+

V(r),是动能算符T
暷

与势能算符V(r)之和.很明显

A
暷

+B
暷

=B
暷

+A
暷

(加法交换律)

A
暷

+(B
暷

+C
暷

)= (A
暷

+B
暷

)+C
暷

(加法结合律)
根据式(4灡1灡1)和(4灡1灡4),可证明两个线性算符之和仍为线性算符.

4灡 算符之积

算符A
暷

与B
暷

的积记为A
暷

B
暷

,定义如下:

(A
暷

B
暷

)氉=A
暷

(B
暷

氉) (4灡1灡5)

即A
暷

B
暷

对任意波函数氉的运算结果,等于先用B
暷

对氉运算,得B
暷

氉,然后用A
暷

对

(B
暷

氉)运算得到的结果,一般来说
踿踿踿踿

,算符之积不满足交换律
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即

A
暷

B
暷

曎B
暷

A
暷

这是算符的运算规则与平常数的运算规则的唯一不同之处
踿踿踿踿踿踿

栙.以下以动量、坐标、
角动量等算符为例来说明.

5灡 量子力学的基本对易式
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

考虑到

xp
暷

x氉=-i淈x 灥
灥x氉暋暋暋暋暋

但

p暷zx氉=-i淈 灥
灥x

(x氉)=-i淈氉-i淈x 灥
灥x氉

·621·

栙 为强调算符的这个特点,所以常常在算符的符号上方加上一个暷符号.但在不会引起误解的情况

下,为书写简便,常常把暷符号略去.例如 A
暷

B
暷

简记为AB.只须注意,一般说来,AB曎BA.



所以

(xp暷x -p暷xx)氉=i淈氉
由于氉是任意的波函数,所以

xp
暷

x -p
暷

xx =i淈
类似还可以证明

yp暷y -p暷yy =i淈,暋暋zp暷z -p暷zz=i淈
但

xp暷y -p暷yx =0,暋暋xp暷z -p暷zx =0,…

概括起来,就是

x毩p暷毬 -p暷毬x毩 =i淈毮毩毬 (4灡1灡6)

其中x毩(毩=1,2,3)曉(x,y,z),p
暷

毬(毬=1,2,3)曉(p
暷

x,p
暷

y,p
暷

z),上式是量子力学的基
踿

本对易关系
踿踿踿踿踿.凡有经典对应的力学量之间的对易关系,都可由式(4灡1灡6)导出.一方

面为了表述简洁,另一方面为了便于研究量子力学与经典力学的关系,可引进对易

式(commutator)

[A
暷

,B
暷

]曉A
暷

B
暷

-B
暷

A
暷

(4灡1灡7)

则式(4灡1灡6)可表示为

[x毩,p
暷

毬]=i淈毮毩毬 (4灡1灡6曚)

不难证明,对易式满足下列代数恒等式栙:

[A
暷

,B
暷

]=-[B
暷

,A
暷

]

[A
暷

,A
暷

]=0

[A
暷

,c]=0暋暋(c为平常的数)

[A
暷

,B
暷

+C
暷

]= [A
暷

,B
暷

]+[A
暷

,C
暷

]

[A
暷

,B
暷

C
暷

]=B
暷

[A
暷

,C
暷

]+[A
暷

,B
暷

]C
暷

(4灡1灡8)

[A
暷

B
暷

,C
暷

]=A
暷

[B
暷

,C
暷

]+[A
暷

,C
暷

]B
暷

[A
暷

,[B
暷

,C
暷

]]+[B
暷

,[C
暷

,A
暷

]]+[C
暷

[A
暷

,B
暷

]]=0(Jacobi恒等式)

练习1暋证明
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栙 式(4灡1灡8)对于经典Poisson括号

{A,B}曉 暺
i

灥A
灥qi

灥B
灥pi

-灥A
灥pi

灥B
灥q( )i

也完全适用.可以证明(参见,卷栻,曥2.)

lim
淈曻0

[A,B]
i淈 ={A,B}



[p
暷

x,f(x)]=-i淈灥f
灥x

6灡 角动量算符的对易式
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

粒子的角动量算符定义如下:

l
暷

=r暳p暷 (4灡1灡9)
即

l
暷

x =yp暷z -zp暷y =-i淈y灥
灥z-z灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

y

l
暷

y =zp暷x -xp暷z =-i淈z灥
灥x-x灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

z

l
暷

z =xp暷y -yp暷x =-i淈x 灥
灥y-y 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï x

(4灡1灡10)

利用式(4灡1灡10)及基本对易式(4灡1灡6曚),可以证明

[l
暷

x,x]=0, [l
暷

x,y]=i淈z, [l
暷

x,z]=-i淈y

[l
暷

y,x]=-i淈z, [l
暷

y,y]=0, [l
暷

y,z]=i淈x

[l
暷

z,x]=i淈y, [l
暷

z,y]=-i淈x, [l
暷

z,z]=0

(4灡1灡11)

把(x,y,z)记为(x1,x2,x3),(lx,ly,lz)记为(l1,l2,l3),则上式可以概括为

[l
暷

毩,x毬]=毰毩毬毭i淈x毭 (4灡1灡11曚)
其中毰毩毬毭是Levi灢Civita符号,是一个三阶反对称张量,定义如下:

毰毩毬毭 =-毰毬毩毭 =-毰毩毭毬

毰123 =1
(4灡1灡12)

毰毩毬毭对于任何两个指标对换,要改变正负号.因此,若有两个指标相同,则为0,例
如,毰112=毰121=0.

类似可以证明

[l
暷

毩,p暷毬]=毰毩毬毭i淈p
暷

毭 (4灡1灡13)

[l
暷

毩,l
暷

毬]=毰毩毬毭i淈l
暷

毭 (4灡1灡14)
式(4灡1灡14)明显写出,即

[l
暷

x,l
暷

y]=i淈l
暷

z,暋[l
暷

y,l
暷

z]=i淈l
暷

x,暋[l
暷

z,l
暷

x]=i淈l
暷

y

[l
暷

x,l
暷

x]= [l
暷

y,l
暷

y]= [l
暷

z,l
暷

z]=0
(4灡1灡14曚)

式(4灡1灡14)为角动量算符的基本对易式,是很重要的,它说明角动量算符的三个分

量l
暷

x,l
暷

y,l
暷

z彼此不对易.式(4灡1灡14曚)中不为零的三个式子还常常表示为

l
暷

暳l
暷

=i淈l (4灡1灡15)
·821·



练习2暋令

l
暷

暲 =l
暷

x 暲il
暷

y暋暋 (4灡1灡16)

证明

l
暷

zl
暷

暲 =l
暷

暲(l
暷

z 暲淈) (4灡1灡17)

即

[l
暷

z,l
暷

暲]=暲淈l
暷

暲

7灡 算符的乘幂

定义:算符A
暷

的n次幂A
暷
n

A
暷
n 曉A

暷

·A
暷

…A
掯 掲掱梺梺 梺梺

暷

(n个因式)

(4灡1灡18)

例如,设A
暷

=d
dx

,则A
暷

2=d2

dx2…,A
暷
n=dn

dxn.显然

A
暷

m+n =A
暷

m·A
暷
n

[A
暷

m,A
暷
n]=0

特例

动能算符

T
暷

=p
暷

2/2m = (p
暷

2
x +p

暷
2
y +p

暷
2
z)/2m (4灡1灡19)

暋暋角动量平方

l2 =l
暷

2
x +l

暷
2
y +l

暷
2
z (4灡1灡20)

利用式(4灡1灡14)可以证明

[l
暷

2,l
暷

毩]=0暋暋(毩=x,y,z) (4灡1灡21)
所以,尽管角动量的三个分量彼此不对易,角动量平方与角动量各分量却是对

易的.

练习3暋证明

[l
暷

毩,r2]=0

[l
暷

毩,p
暷

2]=0

[l
暷

毩,r·p
暷

]=0暋暋(r·p
暷

曉xp
暷

x +yp
暷

y +zp
暷

z)

练习4暋证明

l
暷

暲l
暷

熀 =l
暷

2 -l
暷

2
z 暲淈l

暷

z (4灡1灡22)
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[l
暷

+,l
暷

-]=2淈l
暷

z (4灡1灡23)

练习5暋证明

[p
暷

2
x,f(x)]=-淈2灥2f

灥x2 -2i淈灥f
灥xp

暷

x (4灡1灡24)

若用球坐标(r,毴,氄)来表示,利用坐标变换关系

x=rsin毴cos氄
y=rsin毴sin氄
z=rcos

ì

î

í

ïï

ïï
毴

暋暋

r= x2+y2+z2

毴=arctan x2+y2æ

è
çç

ö

ø
÷÷

z

氄=arctan
yæ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï x

(4灡1灡25)

可以证明

l
暷

x =i淈 sin氄
灥
灥毴+cot毴cos氄

灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

氄

l
暷

y =i淈 -cos氄
灥
灥毴+cot毴sin氄

灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

氄

l
暷

z =-i淈灥
灥

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 氄

(4灡1灡26)

l
暷

2 =-淈2 1
sin毴

灥
灥毴sin毴灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

毴 + 1
sin2毴

灥2

灥氄[ ]2 (4灡1灡27)

练习6暋证明

[l
暷

,V(r)]=0 (4灡1灡28)

V(r)是径向坐标r的函数.

练习7暋证明

T
暷

=-淈2

2m
1
r2

灥
灥rr

2 灥
灥r+ l

暷
2

2mr2 =p
暷2

r

2m+ l
暷

2

2mr2 (4灡1灡29)

其中

p
暷

r =-i淈 灥
灥r+ 1( )r

(4灡1灡30)

8灡 逆算符

设

A
暷

氉=毤 (4灡1灡31)

对于任意量子态毤,能够唯一地
踿踿踿

解出量子态氉,则可以定义算符A
暷

的逆算符A
暷

-1为

·031·



A
暷

-1毤=氉 (4灡1灡32)

不是所有算符都有逆算符.例如,投影算符就无逆算符
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.若A

暷

之逆算符存在,不难

证明

A
暷

-1A
暷

=A
暷

A
暷

-1 =I (4灡1灡33)

[A
暷

,A
暷

-1]=0 (4灡1灡34)

练习8暋设A
暷

和B
暷

之逆算符都存在,证明

(A
暷

B
暷

)-1 =B
暷

-1A
暷

-1 (4灡1灡35)

9灡 算符的函数

给定一函数F(x),其各阶导数都存在.对于一个算符A
暷

,可定义与算符A
暷

相

应的函数F(A
暷

)为栙

F(A
暷

)= 暺
曓

n=0

F(n)(0)
n! A

暷
n (4灡1灡36)

这里F(n)(0)由下式给出

F(x)= 暺
曓

n=0

F(n)(0)
n! xn

例如,F(x)=eax,A
暷

=d
dx

,则可定义

F(A
暷

)=expa d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x = 暺
曓

n=0

an

n!
dn

dxn (4灡1灡37)

练习9暋证明

expa d
d( )x f(x)=f(x+a) (4灡1灡38)

两个(或多个)算符的函数也可类似定义.例如

F(A
暷

,B
暷

)= 暺
曓

n,m=0

F(n,m)(0,0)
n!m! A

暷
nB
暷

m (4灡1灡39)

其中

F(n,m)(x,y)= 灥n

灥xn
灥m

灥ymF(x,y) (4灡1灡40)

但应注意,除[A
暷

,B
暷

]=0的情况外,上述定义有不确切之处,因为两个算符的

·131·
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乘积次序未确定栙.例如,一般说来,

A
暷

2B
暷

曎A
暷

B
暷

A
暷

曎B
暷

A
暷

2

10灡 算符的复共轭,转置及厄米共轭

为表述方便,先定义量子体系的两个任意的波函数氉 与氄 的标积(scalar

product)

(氉,氄)曉曇d氂氉*氄 (4灡1灡41)

这里曇d氂指对体系全部坐标空间进行积分,d氂是体系的全部坐标空间体积元,例

如,在坐标表象中,

对于一维体系暋曇d氂=曇
+曓

-曓
dx

对于三维体系暋曇d氂=犿
+曓

-曓

dxdydz

……
波函数的标积也可以在动量表象(或其他表象)中来计算(详见第8章).若变量取

离散值,则求标积相应于对所有离散值求和.
标积有如下性质:

(氉,氉)曒0
(氉,氄)* = (氄,氉) (4灡1灡42)
(氉,c1氄1+c2氄2)=c1(氉,氄1)+c2(氉,氄2)

(c1氉1+c2氉2,氄)=c*
1 (氉1,氄)+c*

2 (氉2,氄)

算符O
暷

的复共轭(complexconjugate)算符O
暷

* 是这样构成的,即把O
暷

的表示

式中所有复量换成其共轭复量.例如,在坐标表象
踿踿踿踿

中,

p
暷

x =-i淈 灥
灥x

,暋暋p
暷

*
x =i淈 灥

灥x=-p
暷

x

所以

p
暷* =-p

暷 (4灡1灡43)

算符O
暷

的转置(transposed)算符O
寛暷

定义为

(氉,O
寛暷
氄)= (氄* ,O

暷

氉* ) (4灡1灡44)
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栙 在量子力学中,因子相同但乘积次序不同的厄米算符,一般说来,代表不同的力学量.只在经典极限

下,它们才代表同一个力学量.要从一个经典力学量,找出其算符表示式,在保证厄米性要求下,如乘积次序

还有几种可能形式的话,究竟应采用哪一种形式,要靠计算结果与实验的比较来检验.



即

曇d氂氉* O
寛暷
氄=曇d氂氄O

暷

氉*

上式中氉与氄 是两个任意
踿踿

波函数.可以证明,
寛灥

灥x=- 灥
灥x

(4灡1灡45)

因为

曇
+曓

-曓
dx氄

灥
灥x氉

* =氄氉*
+曓

-曓
-曇

+曓

-曓
dx氉* 灥

灥x氄

设x曻暲曓时,氉曻0条件满足,则得

曇
+曓

-曓
dx氄

灥
灥x氉

* =-曇
+曓

-曓
dx氉* 灥

灥x氄

但按定义,上式左边=曇
+曓

-曓
dx氉*

寛灥
灥x氄

,由此得

曇
+曓

-曓
dx氉*

寛灥
灥x+ 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

x氄 =0

由于氉与氄 是任意的,所以
寛灥

灥x+灥
灥x=0,即式(4灡1灡45).

练习10暋证明在x表象中

p
寛暷

x =-p
暷

x (4灡1灡46)

练习11暋设A
暷

与B
暷

是任意两个算符,证明,

(A
暷

B
寛暷

)=B
寛暷
A
寛暷 (4灡1灡47)

算符O
暷

的厄米共轭(hermitianconjugate)算符O
暷

+ 定义为

(氉,O
暷

+氄)= (O
暷

氉,氄) (4灡1灡48)
按式(4灡1灡42)与(4灡1灡44),可得

(氉,O
暷

+氄)= (氄,O
暷

氉)* = (氄* ,O
暷

*氉* )= (氉,O
寛暷

*氄)
即

O
暷

+=O
寛暷

* (4灡1灡49)

练习12暋证明

p
暷

+
x =p

暷

x (4灡1灡50)

练习13暋证明
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(A
暷

B
暷

C
暷

…)* =A
暷

*B
暷

*C
暷

* … (4灡1灡51)

(A
暷

B
暷

C
暷

…)+= …C
暷

+B
暷

+A
暷

+ (4灡1灡52)

11灡 厄米算符

满足下列关系的算符O
暷

O
暷

+=O
暷

暋 或 暋(氉,O
暷

氄)= (O
暷

氉,氄) (4灡1灡53)

称为厄米算符(hermitianoperator)栙.例如,p
暷

x、x、V(x)(实)都是厄米算符.
不难证明,两个厄米算符之和仍为厄米算符.但两个厄米算符之积却不一定是

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
厄米算符
踿踿踿踿

,除非两者可以对易
踿踿踿踿踿踿踿踿.因为,按假设A

暷
+ =A

暷

,B
暷

+ =B
暷

,以及式(4灡1灡52)

(A
暷

B
暷

)+=B
暷

+A
暷

+ =B
暷

A
暷

只当[A
暷

,B
暷

]=0时,才有(A
暷

B
暷

)+ =A
暷

B
暷

,即A
暷

B
暷

为厄米算符.

练习14暋证明T
暷

=p
暷

2/2m,l
暷

=r暳p暷 是厄米算符.

练习15暋设A
暷

和B
暷

为厄米算符,则

1
2

(A
暷

B
暷

+B
暷

A
暷

)暋暋 及 暋暋 1
2i

(A
暷

B
暷

-B
暷

A
暷

)

也是厄米算符.由此证明,任何算符O
暷

可以分解为

O
暷

=O
暷

+ +iO
暷

-

暋暋其中O
暷

+ =1
2

(O
暷

+O
暷

+ ),O
暷

- =1
2i

(O
暷

-O
暷

+ )都是厄米算符.

关于厄米算符,有下列重要性质.
定理暋在任何量子态下

踿踿踿踿踿踿踿
,厄米算符的平均值必为实数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

证明

按厄米算符的定义式(4灡1灡53)以及式(4灡1灡42),可知对于体系的任何量子态氉,

煀O = (氉,O
暷

氉)= (O
暷

氉,氉)= (氉,O
暷

氉)* =煀O*

定理得证.
逆定理暋在体系的任何量子态下的平均值均为实数的算符

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,必为厄米算符
踿踿踿踿踿踿.

证明

按假设,在任意量子态氉下,煀O=煀O* ,即

(氉,O
暷

氉)= (氉,O
暷

氉)* = (O
暷

氉,氉) (4灡1灡54)
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取

氉=氉1+c氉2 (4灡1灡55)

氉1 与氉2 是任意的,c也是任意的.代入式(4灡1灡54),得

c[(氉1,O
暷

氉2)-(O
暷

氉1,氉2)]=c* [(O
暷

氉2,氉1)-(氉2,O
暷

氉1)] (4灡1灡56)
分别取c=1和i,代入上式,然后相加、减,即得

(氉1,O
暷

氉2)= (O
暷

氉1,氉2),暋暋(氉2,O
暷

氉1)= (O
暷

氉2,氉1)
此即厄米算符定义式(4灡1灡53)所要求的,定理得证.

实验上可以观测的力学量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,在英文文献中,习惯称为可观测量
踿踿踿踿

(observable),
当然要求平均值为实数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,相应的算符必然要求为厄米算符
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

推论暋设O
暷

为厄米算符,则在任意量子态氉下,

O
暷

2 = (氉,O
暷

2氉)曒0 (4灡1灡57)

练习16暋若厄米算符O
暷

在任何态下的平均值都为0,则O
暷

=0(零算符),即

O
暷

氉=0暋暋(氉任意)

练习17暋设氉为任意归一化的波函数,F为算符,证明

F+F= (氉,F+F氉)曒0
并求上式中等号成立的条件.

答:只当F氉=0时,等号才成立.

4灡2暋厄米算符的本征值与本征函数

假设一个体系处于量子态氉,当人们去测量它的力学量O 时,一般说来,可能

出现各种不同的结果,相应各有一定的概率.而对于都用
踿踿氉来描述其状态的大量的

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
完全相同的体系
踿踿踿踿踿踿踿

,即系综
踿踿

(ensemble),进行多次测量的结果的平均值,将趋于一个

确定值.而每一次具体测量的结果,围绕着平均值有一个涨落(fluctuation).涨落

定义为栙

殼O2 = (O
暷

-煀O)2 =曇氉* (O
暷

-煀O)2氉d氂 (4灡2灡1)

因为O
暷

为厄米算符,煀O必为实数,因而O
暷

-煀O也是厄米算符.根据上节式(4灡1灡57),可
以得出

殼O2 =曇(O
暷

-煀O)氉 2d氂曒0 (4灡2灡2)
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栙 习惯上常常把[殼O2]1/2 [= (O
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简记为殼O,称为O的涨落.



然而如果体系处于一种特殊的状态
踿踿踿踿踿

下,测量力学量O 所得结果是完全确定

的,即涨落殼O2=0,则这种状态称为力学量O 的本征态
踿踿踿

(eigenstate).在这种状态

下,由式(4灡2灡2)显然看出,必须被积函数为零,即氉必须满足

(O
暷

-煀O)氉=0
或

O
暷

氉=C氉 (4灡2灡3)
常数C即在氉 态下测量O 所得结果.为下面讨论方便,把此特殊状态记为氉n,并把

常数记为On,于是式(4灡2灡3)可改写为

O
暷

氉n =On氉n (4灡2灡4)

On 称为算符O
暷

的一个本征值
踿踿踿

(eigenvalue),氉n 称为相应的本征函数
踿踿踿踿

(eigenfunc灢

tion).式(4灡2灡4)即算符O
暷

的本征方程
踿踿踿踿

(eigenquation).求解它们时,作为力学量的

本征函数,还要求满足物理上一定的要求
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

量子力学中的一个基本假定是:测量力学量
踿踿踿踿踿O 时

踿
,所有可能出现的值
踿踿踿踿踿踿踿踿

,都是相
踿踿踿

应的线性厄米算符
踿踿踿踿踿踿踿踿O

暷

的本征值
踿踿踿踿.

由式(4灡2灡4)可以看出,当体系处于O
暷

的本征态氉n 时,测量O 的平均值就是

其本征值On.因为

煀O = (氉n,O
暷

氉n)=On(氉n,氉n)=On (4灡2灡5)
在上一节中已证明,厄米算符在任何态下的平均值都为实数,所以在氉n 态下

也必为实数.因此,根据式(4灡2灡5)可以得出下面定理.
定理1暋厄米算符的本征值必为实数

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

以下我们来证明厄米算符的本征函数的一个基本性质.
定理2暋厄米算符的对应于不同本征值的本征函数

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,彼此正交
踿踿踿踿.

证明

设氉n 和氉m 分别是厄米算符O
暷

的本征值为On 和Om 的本征函数

O
暷

氉n =On氉n (4灡2灡6)

O
暷

氉m =Om氉m (4灡2灡7)
并设(氉m,氉n)存在.式(4灡2灡7)取复共轭,利用O*

m =Om,得

O
暷

*氉*
m =Om氉*

m (4灡2灡8)
右乘氉n 积分,得

(O
暷

氉m,氉n)=Om(氉m,氉n) (4灡2灡9)
利用厄米算符的特性(4灡1灡53)式,得
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(O
暷

氉m,氉n)= (氉m,O
暷

氉n)=On(氉m,氉n)
代入式(4灡2灡9),得

(Om -On)(氉m,氉n)=0 (4灡2灡10)

因此,如两个本征值不同,Om曎On,则必须(氉m,氉n)=0.定理得证.
在继续讨论厄米算符本征函数的一般性质之前,先讨论几个常见的力学量的

本征函数.

例1暋求角动量的z分量l
暷

z=-i淈灥
灥氄

的本征函数.

本征方程为

-i淈灥
灥氄

毜 =l曚z毜 (4灡2灡11)

l曚z为本征值,上式可改为

灥ln毜
灥氄

=il曚z/淈

易于解出

毜(氄)=Cexp(il曚z氄/淈) (4灡2灡12)

C为积分常数,可由归一化条件定之.当绕z轴旋转一圈后,氄曻氄+2毿,粒子回到原来位置.作为

一个力学量所相应的算符,l
暷

z=-i淈 灥
灥氄

必须为厄米算符.为了保证其厄米性,要求波函数满足

周期性边条件栙(或称为单值条件),

毜(氄+2毿)=毜(氄) (4灡2灡13)

由此可得

l曚z/淈=m暋暋(m =0,暲1,暲2,…) (4灡2灡14)

即角动量z分量的本征值为

l曚z =m淈

·731·

栙 按 l
暷

z的厄米性(4灡1灡53)式,要求(毤,l
暷

z氉)=(l
暷

z毤,氉),这里毤与氉为粒子的任意两个态.在坐标表象

中表示出来,即

(毤,l
暷

z氉)=曇
2毿

0
d氄毤*(氄)淈

i
灥
灥氄氉

(氄)

= 淈
i毤*(氄)氉(氄)

2毿

0
-曇

2毿

0
d氄

淈
i

灥毤*

灥( )氄 氉

= 淈
i毤*(氄)氉(氄)

2毿

0
+(l

暷

z毤,氉)

因此

毤*(2毿)氉(2毿)-毤*(0)氉(0)=0
即

氉(2毿)
氉(0)= 毤*(0)

毤*(2毿)
此比值对所有波函数氉、毤、…都是一样的.而对于l曚z=0相应的本征函数氉(氄)=常数,上述比值氉(2毿)/氉(0)
为1.因此,对于任何一个

踿踿踿踿
波函数氉(氄),都有氉(2毿)=氉(0).此即周期性条件.



是量子化的.相应的本征函数记为

毜m(氄)=Ceim氄

再利用归一化条件

曇
2毿

0
旤毜m(氄)旤2d氄=2毿旤C旤2 =1

通常取C为正实数,C=1/ 2毿,因此归一化波函数为

毜m(氄)= 1
2毿

eim氄 (4灡2灡15)

容易证明本征函数的正交归一性

(毜m,毜n)=曇
2毿

0
毜*

m (氄)毜n(氄)d氄=毮mn (4灡2灡16)

例2暋求绕固定轴(取为z轴)的转子的能量本征值.
绕定轴转动的经典转子的能量为L2

z/2I,I为转动惯量,Lz 为角动量.在量子力学中,相应

的转子的 Hamilton算符为

H
暷

=L
暷

2
z/2I=-淈2

2I
灥2

灥氄2 (4灡2灡17)

本征方程为

-淈2

2I
灥2

灥氄2氉=E氉 (4灡2灡18)

满足周期性边条件的归一化波函数为

氉m = 1
2毿

eim氄,暋暋m =0,暲1,暲2,… (4灡2灡19)

相应的能量为

Em =m2淈2/2I曒0 (4灡2灡20)

但应注意,对应于一个能量本征值Em,有两个本征函数(m=0除外),即e暲i|m|氄,其中|m|=

2IEm

淈2 (|m|=1,2,3,…),即能级是二重简并的(2灢folddegenerate).

思考题1暋平面转子的能量本征态[即方程(4灡2灡18)的解],可否取为sinm氄和cosm氄? 此

时,它们是否仍为 L
暷

z=-i淈灥
灥氄

的本征态?

例3暋求动量的x分量p
暷

x=-i淈灥
灥x

的本征函数.

本征方程

-i淈灥
灥x氉=p曚x氉 (4灡2灡21)

p曚x是动量本征值.显然

灥ln氉
灥x =ip曚x/淈

所以

氉p曚x =Cexp(ip曚xx/淈) (4灡2灡22)

C为积分常数.若粒子位置不受限制,则p曚x可以取任何实数值(-曓<p曚x<+曓),是连续变化
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的.式(4灡2灡22)即平面波,它是不能归一化的
踿踿踿踿踿踿.对于连续谱的本征态的“归一化暠问题,将在4灡4

节中讨论.但习惯上取

氉p曚x (x)= 1
2毿淈

exp(ip曚xx/淈) (4灡2灡23)

不难证明

曇
+曓

-曓
氉*

p曚x
(x)氉p曞x

(x)dx=毮(p曚x -p曞x) (4灡2灡24)

例4暋一维自由粒子的能量本征态.

对于一维运动的自由粒子,H
暷

=p
暷2

x

2m=-淈2

2m
灥2

灥x2,本征方程为

-淈2

2m
灥2

灥x2氉=E氉暋暋暋暋 (4灡2灡25)

其解可取为

氉E(x)曍e暲ikx,k= 2mE
淈2 曒0 (4灡2灡26)

相应的能量为

E=淈2k2/2m 曒0 (4灡2灡27)

可以取一切非负的实数值.这里我们同样看到,能级是二重简并
踿踿踿踿

的(k=0除外),都不可归一化.
思考题2暋一维自由粒子的能量本征态,即方程(4灡2灡25)的解,可否取为氉曍sinkx,coskx? 此

时它们是否还是p
暷

x=-i淈灥
灥x

的本征态? 它们是否具有确定的宇称? 相应的粒子流密度jx=?

在处理量子力学中力学量的本征值问题时,特别是 Hamilton量的本征值问

题,常常出现能量本征态简并
踿踿踿踿踿踿踿

(degeneracy),即对应于一个能量本征值
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,有不止一
踿踿踿踿

个能量本征态
踿踿踿踿踿踿

,这与体系的对称性有密切的关系.在出现简并的情况下,仅根据该

力学量的本征值还不能把简并的各本征态确定下来.此外,同一个本征值相应的各

简并态不一定彼此正交.例如,设算符O
暷

的属于本征值On 的线性无关的本征函数

有fn个,即

O
暷

氉n毩 =On氉n毩暋暋(毩=1,2,…,fn) (4灡2灡28)
则称本征值On 为fn 重简并.在出现简并的情况下,仅给定On,并不能把各本征态

确定下来,而且一般说来,这fn 个本征函数氉n毩并不一定彼此正交.但可以证明,把
踿

它们适当地重新线性叠加后
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,可以做到彼此正交
踿踿踿踿踿踿踿踿.令

毤n毬 = 暺
fn

毩=1
a毬毩氉n毩暋暋(毬=1,2,…,fn) (4灡2灡29)

显然,毤n毬仍为O
暷

的本征函数,且都属于本征值On,因为

O
暷

毤n毬 = 暺
fn

毩=1
a毬毩O

暷

氉n毩 =On暺
fn

毩=1
a毬毩氉n毩 =On毤n毬
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但可以选择a毬毩,使毤n毬具有正交归一性,即要求

(毤n毬,毤n毬曚)=毮毬毬曚 (4灡2灡30)

这相当于有1
2fn(fn-1)+fn=1

2fn(fn+1)个条件.但系数a毬毩共有f2
n 个.当fn>

1时,f2
n>1

2fn(fn+1),因此,总可以找到一组(f2
n 个)a毬毩,使式(4灡2灡30)满足.

在处理实际问题时,如出现简并时
踿踿踿踿踿

,为了要把
踿踿踿踿O

暷

的本征态确定下来
踿踿踿踿踿踿踿踿

,往往是用
踿踿踿踿

除O
暷

以外的其他某一个
踿踿踿踿踿

(些
踿

)力学量的本征值来区分这些简并态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.此时

踿踿
,正交性问
踿踿踿踿

题可自动得到解决
踿踿踿踿踿踿踿踿.这就涉及两个(或多个)力学量的共同本征态(simultaneous
eigenstate)的问题,也涉及不同的力学量之间的不确定度的关系.

思考题3暋试用上述原则去分析例2和例4.

4灡3暋共同本征函数

4灡3灡1暋不确定度关系的严格证明

设体系处于力学量A 的本征态,则对它测量A 时,将得到一个确切值,即相应

的本征值,并不出现涨落.试问在这种量子态下去测量另一个力学量B,是否也能

得到一个确定的值? 这不一定.例如,在2灡1灡4节中,考虑到微观粒子的波动 粒子

二象性,一个粒子的位置与动量不能同时完全确定(即不存在共同本征态),而涨落

殼x与殼px 必满足下列关系:

殼x·殼px 曋淈 (4灡3灡1)
下面我们普遍地讨论此问题.设有任意两力学量 A 与B,考虑下列积分不

等式:

I(毼)=曇毼A
暷

氉+iB
暷

氉 2d氂曒0 (4灡3灡2)

氉为体系的任意一个量子态,毼为任意实参数.利用A
暷

和B
暷

的厄米性以及毼为实参

数,不等式左边可表示成

I(毼)= (毼A
暷

氉+iB
暷

氉,毼A
暷

氉+iB
暷

氉)

=毼2(A
暷

氉,A
暷

氉)+i毼(A
暷

氉,B
暷

氉)-i毼(B
暷

氉,A
暷

氉)+(B
暷

氉,B
暷

氉)

=毼2(氉,A
暷

2氉)+i毼(氉,[A
暷

,B
暷

]氉)+(氉,B
暷

2氉)
为方便,引进厄米算符C

C
暷

=i[B,A] (4灡3灡3)
它在任何态下的平均值煀C 都是实数.此时
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I(毼)=毼2A2-毼煀C+B2 =A2 毼-
煀C

2A
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

+ B2- C
2

4A
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 曒0

式(4灡3灡2)中的实参数取为毼=煀C/2A2,则

B2-
煀C

2

4A2 曒0

即

A2·B2 曒 1
4
煀C

2 (4灡3灡4)

或表示成

A2·B2 曒旤煀C旤
2 = 1

2
[A
暷

,B
暷

] (4灡3灡4曚)

上列不等式对于任意两个厄米算符A
暷

和B
暷

都成立.但我们注意到,煆A 与煀B 均为实

数,所以

殼A
暷

=A
暷

-煆A,暋暋殼B
暷

=B
暷

-煀B (4灡3灡5)

也都是厄米算符,因而式(4灡3灡4曚)对于殼A
暷

与殼B
暷

也成立.考虑到

[殼A
暷

,殼B
暷

]= [A
暷

,B
暷

] (4灡3灡6)
因此

(殼A)2·(殼B)2 曒 1
4 [A

暷

,B
暷

]
2

开方,得

(殼A)2· (殼B)2 曒 1
2

[A
暷

,B
暷

] (4灡3灡7)

简记为

殼A殼B 曒 1
2

[A,B] (4灡3灡7曚)

这就是任意两力学量A 与B 在任何态下的涨落必须满足的关系式.特别重要的

是,A
暷

=x,B
暷

=p
暷

x,由于[x,px]=i淈,因此由式(4灡3灡7曚)可得出

殼x殼px 曒淈/2 (4灡3灡8)

从式(4灡3灡7)可以看出,若两力学量
踿踿踿踿踿A 与

踿B 不对易
踿踿踿

,则一般说来
踿踿踿踿踿

,殼A 与
踿殼B 不能同

踿踿踿
时为零
踿踿踿

,即
踿A 与

踿B 不能同时有确定的测值
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

([A,B]为零的态可能是例外),或者说

它们不能有共同本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

反之,若两个
踿踿踿

厄米算符
踿踿A

暷

与B
暷

对易
踿踿

,即
踿

[A
暷

,B
暷

]=0,则可以
踿踿

找到这样的态,使

殼A=0和殼B=0同时满足,即可以求它们的共同本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(simultaneouseigenstate).
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[注]不确定度关系与测量误差 干扰关系.
在量子力学教科书中,不确定性原理(uncertaintyprinciple)的数学表达式称为不确定度关

系(uncertaintyrelation)

殼A殼B曒 1
2旤暣氉旤[A,B]旤氉暤旤 (1)

上式中 殼A= 暣X2暤-暣X暤2是标准偏差(X=A,B),暣X暤=暣氉|X|氉暤是可观测量X 在量子态|氉暤
下的平均值.此关系式的严格证明是首先在文献[1-3]中给出的.在量子力学教科书中,不确定

度关系的证明,基于波函数的统计诠释和Schwartz不等式.不确定度关系(1)是量子态固有的

不确定度,不涉及具体的测量(见文献[4]).不确定度关系的确切含义的讨论,已在p灡39灢40的

[注]中给出.Schr昳dinger还指出[5],与不确定度关系(1)的平方相应的表示式的右边,应加上

一个正定的协变项,即

(殼A)2(殼B)2 曒 1
2

暣氉旤AB-BA旤氉暤
2

+ 1
4

[暣氉旤AB+BA旤氉暤-4暣氉旤A旤氉暤暣氉旤B旤氉暤]2

(2)
但应指出,Heisenberg原来讨论的是测量误差 干扰关系(measurementerror灢disturbancerela灢
tion),可推广为[4]

毰(A)毲(B)曒 1
2旤[暣A,B暤]旤 (3)

其中毰(A)是可观测量A 的测量误差,毲B 反映可观测量B 在测量时受到的干扰(例如反冲等).
我国老一辈物理学家王竹溪先生把 Heisenberg原来讨论的关系式翻译为测不准关系,是有根

据的.上世纪70年代,文献[6]已指出,式(3)在形式上不完全正确的.2003年,Ozawa证明[7],
测量误差 干扰关系(2)应修订为

毰(A)毲(B)+毰(A)殼B+毲(B)殼A 曒 1
2旤[暣A,B暤]旤 (4)

测量误差 干扰关系(3)借助所谓弱测量(Weakmeasurement)的实验证实,可参见文献[4,8].
Ozawa的工作引起很多人的议论.有人认为,应把有关工作写进量子力学教材中去,但也有人对

Ozawa的工作提出异议,见文献[9]及该文所引文献.
近期,Branciard[10]对于近似联合测量(approximatejoint灢measurement),提出如下关系式,

他称之为error灢tradeoffrelation,

殼B2毰2
A +殼A2毰2

B +2 殼A2殼B2 - 1
4C2

AB毰A毰B 曒 1
4C2

AB (5)

式中 殼A 与 殼B 是 标 准 偏 差,毰A 与毰B 是 可 观 测 量 A 和 B 的 测 量 的 方 均 根 (rms)偏 差,

C=i暣氉|[B,A]|氉暤.文献[10]还讨论了关系式(5)与关系式(3)和(4)的联系.作者认为,不妨把关

系式 (3),(4)和(5),统称为测不准关系.
仔细观察可以看出:不确定度关系(1),Schr昳dinger对它的修订式(2),以及Branciard关系

式(5),对于两个被观测的两个可观测量A 与B 的对换,是完全对称的.
作者认为,测不准关系(3),(4)和(5),与不确定度关系(1)和(2)的含义不同,不可把它们混为

一谈.更不可把测量误差 干扰关系与不确定性原理混为一谈.测量误差 干扰关系的修订,并未

动摇不确定性原理的普适性和量子力学的理论基础.
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*暋暋*暋暋*
例1暋求动量p

暷(p
暷

x,p
暷

y,p
暷

z)的共同本征态.
因为[p

暷

毩,p
暷

毬]=0,所以(p
暷

x,p
暷

y,p
暷

z)可以具有共同本征态,即平面波

氉p(r)曉氉px
(x)氉py

(y)氉pz
(z)= 1

(2毿淈)3/2exp[i(xpx +ypy +zpz)/淈]

= 1
(2毿淈)3/2exp(ip·r/淈) (4灡3灡9)

相应的本征值为(px,py,pz),(-曓<px,py,pz(实)<+曓).
例2暋试求粒子坐标的三个分量(x,y,z)的共同本征态.
答:氉x0y0z0

(x,y,z)=毮(x-x0)毮(y-y0)毮(z-z0),相应的本征值为(x0,y0,z0),(-曓<x0,

y0,z0(实)<+曓).
思考题1暋若两个厄米算符有共同本征态,是否它们就彼此对易? (答,不一定)

思考题2暋若两个算符不对易,是否就一定没有共同本征态? (答,不一定,对于特殊状态,

满足[A,B]=0,又如何? 试举一例以说明.)灡
思考题3暋若两个算符对易,是否在所有态下它们都同时具有确定值?

在讲述求两个力学量共同本征态的一般原则之前,先讨论一下轨道角动量的本

征态.由于它的三个分量彼此不对易,一般不存在共同本征态.考虑到[l
暷

2,l
暷

毩]=

0(毩=x,y,z),可以求l
暷

2与任一分量的共同本征态.

4灡3灡2暋角动量(l
暷

2,l
暷

z)的共同本征态,球谐函数

采用球坐标系,l
暷

2,l
暷

z可以表示成

l
暷

2=-淈2 1
sin毴

灥
灥毴sin毴灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

毴 + 1
sin2毴

灥2

灥氄[ ]2 =- 淈2

sin毴
灥
灥毴sin毴灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

毴 - l
暷

2
z

sin2[ ]毴 暋暋暋

(4灡3灡10)

l
暷

z=-i淈灥
灥氄

(4灡3灡11)

l
暷

z的正交归一化的本征态为[见4灡2节,式(4灡2灡15)]
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毜m(氄)= 1
2毿

eim氄,暋暋m =0,暲1,暲2,… (4灡3灡12)

l
暷

z毜m(氄)=m淈毜m(氄) (4灡3灡13)

设l
暷

2本征函数表示为 Y(毴,氄),令

l
暷

2Y(毴,氄)=毸淈2Y(毴,氄)暋暋(毸无量纲) (4灡3灡14)
从式(4灡3灡10)明显看出,方程(4灡3灡14)可以分离变数.令

Y(毴,氄)=毃(毴)毜m(氄) (4灡3灡15)

这时我们已经要求 Y(毴,氄)同时也是l
暷

z的本征态.式(4灡3灡15)代入式(4灡3灡14),得

1
sin毴

d
d毴sin毴d毃

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

毴 + 毸- m2

sin2
æ

è
ç

ö

ø
÷

毴毃 =0,暋暋0曑毴曑毿 (4灡3灡16)

这样求出的函数 Y(毴,氄)将是(l
暷

2,l
暷

z)的共同本征态.令
cos毴=毼暋暋(旤毼旤曑1)

则式(4灡3灡16)化为

d
d毼

(1-毼2)d毃
d[ ]毼

+ 毸- m2

1-毼
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 毃=0

或

(1-毼2)d
2毃

d毼2 -2毼
d毃
d毼

+ 毸- m2

1-毼
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 毃=0 (4灡3灡17)

这就是连带(associated)Legendre方程.在|毼|曑1(即0曑毴曑毿)范围中,方程有两

个正则奇点:毼=暲1.其余各点均为常点.可以证明(附录四),只有当

毸=l(l+1),暋暋l=0,1,2,… (4灡3灡18)
情况下,方程(4灡3灡17)有一个多项式解(另一解为无穷级数),即连带Legendre多项式

Pm
l (cos毴),暋暋旤m旤曑l (4灡3灡19)

它在|毼|曑1(即0曑毴曑毿)范围中是有界的,是物理上允许的解.利用Pm
l 的正交归

一性公式

曇
毿

0
Pm

l (cos毴)Pm
l曚(cos毴)sin毴d毴= 2

(2l+1)
(l+m)!
(l-m)!毮ll曚 (4灡3灡20)

可以定义一个归一化的波函数

毃lm(毴)= (-1)m 2l+1
2

(l-m)!
(l+m)!P

m
l (cos毴),(旤m旤曑l) (4灡3灡21)

则

曇
毿

0
毃lm毃l曚msin毴d毴=毮ll曚 (4灡3灡22)

利用

P-m
l = (-1)m (l-m)!

(l+m)!P
m
l (4灡3灡23)

不难证明
毃l,-m = (-1)m毃lm (4灡3灡24)
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式(4灡3灡21)中,无论m 为正或负,均成立.它就是归一化的毴部分的波函数.归一

化因子有一个相位不定性.式(4灡3灡21)中相因子的取法是一种常用的 Condon灢
Shortley的取法栙.按此相因子取法,

Ym
l (毴,氄)= (-1)m (l-m)!

(l+m)!
2l+1
4毿 Pm

l (cos毴)eim氄,暋(m 曑l) (4灡3灡25)

称为球谐函数(sphericalharmonicfunction),它具有下列性质:
Ym*

l = (-1)mY-m
l 暋暋暋暋

曇
2毿

0曇
毿

0
Ym*

l Ym曚
l曚sin毴d毴d氄=毮ll曚毮mm曚 (4灡3灡26)

l
暷

2Ym
l =l(l+1)淈2Ym

l

l
暷

zYm
l =m淈Ym

l (4灡3灡27)
l=0,1,2,…

旤m旤曑l,即m =-l,-l+1,…,l-1,l

l
暷

2的本征值为l(l+1)淈2,l
暷

z本征值为m淈.l称为轨道角动量量子数,m 称为磁量

子数.在给定l下,m 可以取(2l+1)个不同值,即有(2l+1)个态,因此是(2l+1)重

简并,而 Ym
l 正是用l

暷

z的本征值m 来对l相同的(2l+1)个简并态来进行分类.球
谐函数的具体表达式,见附录四.

4灡3灡3暋求共同本征态的一般原则

设[A
暷

,B
暷

]=0,下面给出求A
暷

与B
暷

的共同本征态的一般原则.设

A
暷

氉n =An氉n (4灡3灡28)

即氉n 是A
暷

的本征态,相应的本征值为An.
(1)先设An 不简并.利用[A

暷

,B
暷

]=0,可知

A
暷

(B
暷

氉n)=B
暷

A
暷

氉n =B
暷

An氉n =AnB
暷

氉n

即B
暷

氉n 也是A
暷

的本征态,本征值为An,但按假定,An 不简并,所以B
暷

氉n 与氉n 最多

只能差一常数因子,记为Bn,即

B
暷

氉n =Bn氉n (4灡3灡29)

这样,氉n 本身就已是A
暷

和B
暷

的共同本征态,本征值分别为An 与Bn.
例如,一维谐振子 Hamilton量的本征态氉n 是不简并的,H氉n=En氉n.而[P,

H]=0,P 为空间反射,所以氉n (x)也必 为 P 的 本 征 态.事 实 上 P氉n (x)=

氉n (-x)=(-1)n氉n(x),即氉n(x)具有确定的宇称(-1)n.
(2)设An 有简并 (fn 重),即

A
暷

氉n毩 =An氉n毩暋暋(毩=1,2,…,fn) (4灡3灡30)
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假设氉n毩已正交归一化,但氉n毩并不一定就是B
暷

的本征态.考虑到

A
暷

B
暷

氉n毩 =B
暷

A
暷

氉n毩 =B
暷

An氉n毩 =An(B
暷

氉n毩)

即B
暷

氉n毩仍为A
暷

的本征态,本征值为An.因此,B
暷

氉n毩最普遍的表示式为

B
暷

氉n毩 = 暺
毩曚
B毩曚毩氉n毩曚 (4灡3灡31)

其中

B毩曚毩 = (氉n毩曚,B
暷

氉n毩) (4灡3灡32)

可见,一般说来,氉n毩还不是B
暷

的本征态.但我们不妨把氉n毩线性叠加(n固定),令

毤= 暺
毩
C毩氉n毩 (4灡3灡33)

不难看出

A
暷

毤= 暺
毩
C毩A

暷

氉n毩 = 暺
毩
C毩An氉n毩 =An毤 (4灡3灡34)

即毤仍是A
暷

的本征态,而且对应本征值为An.试问它是否可能又是B
暷

的本征态

呢? 即能否满足

B
暷

毤=B曚毤暋暋(B曚为常数) (4灡3灡35)
呢? 下面我们证明,这是能做到的.因为,利用式(4灡3灡31)

B
暷

毤= 暺
毩
C毩B

暷

氉n毩 = 暺
毩毩曚

C毩B毩曚毩氉n毩曚

而

B曚毤=B曚暺
毩曚
C毩曚氉n毩曚

可以看出,如能找到C毩,使满足

暺
毩
C毩B毩曚毩 =B曚C毩曚 (4灡3灡36)

则我们的目的就达到了.上式可改写成

暺
fn

毩=1

(B毩曚毩 -B曚毮毩曚毩)C毩 =0 (4灡3灡37)

这是C毩 的线性齐次代数方程,有非平庸解的充要条件是

det旤B毩曚毩 -B曚毮毩毩曚旤=0 (4灡3灡38)

左边是fn暳fn 行列式,上式是B曚的fn 次幂代数方程.由于B
暷

+ =B
暷

,即B毩曚毩=B*
毩毩曚,可

以证明栙此fn 次代数方程的根是存在的.这fn 个根分别记为B毬(毬=1,2,…,fn).
设B毬 无重根,分别用每一个根B毬 代入式(4灡3灡37),即可求出一组解C毬毩(毩=

1,2,…,fn),即相应的波函数记为毤n毬

毤n毬 = 暺
fn

毩=1
C毬毩氉n毩 (4灡3灡39)

这样的波函数毤n毬共有fn个(毬=1,2,…,fn),满足
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A
暷

毤n毬 =An毤n毬

B
暷

毤n毬 =B毬毤n毬暋暋(毬=1,2,…,fn) (4灡3灡40)

毤n毬即是我们要找的A
暷

与B
暷

的共同本征态.

如B毬 还有重根,则简并尚未完全解除.此时可以找寻与A
暷

和B
暷

都对易的另外的

力学量C
暷

,…,求(A
暷

,B
暷

,C
暷

,…)的共同本征态,直到简并态可以完全标记清楚为止.

4灡3灡4暋对易力学量完全集(CSCO)

设有一组彼此独立而且互相对易的厄米算符A
暷

(A
暷

1,A
暷

2,…),它们的共同本征

态记为氉毩,毩表示一组相应的量子数.设给定一组量子数
踿踿踿踿踿踿踿踿毩之后

踿踿
,就能够确定体系
踿踿踿踿踿踿踿

的唯一一个可能状态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,则我们称(A
暷

1,A
暷

2,…)构成体系的一组对易可观测量完全
踿踿踿踿踿踿踿踿

集
踿

栙(completesetofcommutingobservables,简记为CSCO),在中文教材中,习惯

称为对易力学量完全集,或简称为力学量完全集.对易力学量完全集的概念与体系
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

的一个确切的
踿踿踿踿踿踿

量子态的实验制备密切相关
踿踿踿踿踿踿踿踿.

按照态叠加原理,体系的任何一个状态氉均可用该体系的任何一个CSCO的

共同本征态氉毩 来展开

氉= 暺
毩
a毩氉毩 (4灡3灡41)

利用氉毩 的正交归一性,上式中的展开系数a毩=(氉毩,氉)可确切定出.|a毩|2 表示在氉
态下,测量力学量A得到A毩 值的概率.这是波函数的统计诠释的最一般的表述.(这

里假定量子数毩,或力学量A毩 不连续变化.若毩连续变化,则 暺
毩

曻曇d毩,而相应的展

开系数的模方代表概率密度.例如,在坐标表象或动量表象的展开,即属此情况.)
如果体系的 Hamilton量不显含时间t(灥H/灥t=0),则 H 为守恒量(见5灡1

节).在此情况下,如对易力学量完全集中包含有体系的 Hamilton量,则完全集中

各力学量都是守恒量(见5灡1节),这种完全集又称为对易守恒量完全集
踿踿踿踿踿踿踿踿

(acom灢
pletesetofcommutingconservedobservables,简记为CSCCO.)包括H 在内的守

恒量完全集的共同本征态,当然是定态,所相应的量子数都称为好量子数
踿踿踿踿.在这种

展开中(无论氉是什么态),|a毩|2 是不随时间改变的(详见5灡1节).
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例1暋一维谐振子,Hamilton量(能量)本身就构成力学量完全集.能量本征函数氉n(x),n=
0,1,2,…,构成一个正交归一完备函数组,一维谐振子的任何一个态均可用它们来展开.

氉(x)= 暺
n
an氉n(x) (4灡3灡42)

|an|2 代表氉态下测得粒子能量为En 的概率.
例2暋一维运动粒子,动量本征态(平面波)为氉p(x)~eipx/淈.按照数学上Fourier展开定理,任

何一个平方可积波函数均可用它们展开(参见 A.Messiah,QuantumMechanics,vol.1,p.183)

氉(x)= 1
(2毿淈)1/2曇

+曓

-曓
氄(p)eipx/淈dp (4灡3灡43)

因此,动量就构成一维粒子的一个力学量完全集.对于三维粒子,则动量的三个分量(px,py,pz)
构成一组对易力学量完全集.同样,坐标的三个分量(x,y,z)也构成一组对易力学量完全集.

关于CSCO,再做几点说明:
(1)CSCO是限于最小集合

踿踿踿踿
,即从集合中抽出任何一个可观测量后,就不再构

成体系的CSCO.所以要求CSCO中各观测量是函数独立的
踿踿踿踿踿.

(2)一个多自由度体系的CSCO中,可观测量的数目一般等于体系自由度的

数目,但也可以大于体系自由度的数目(见下列练习1灡2.)
(3)一个多自由度体系往往可以找到多个CSCO,或CSCCO.在处理具体问题

时,应视其侧重点来进行选择.一个CSCCO的成员的选择,涉及体系的对称性.

练习1暋对于一维自由粒子,p
暷

x=-i淈 灥
灥x

是否构成一个 CSCO? (见4灡2节,例3).H
暷

=

1
2mp

暷2
x可否选为一个CSCO? (见4灡2节,例4.)

定义空间反射算符P
暷

,P
暷

氉(x)=氉(-x).显然,P
暷

2氉(x)=P氉(-x)=氉(x),所以P
暷

2=1.因

而P
暷

的本征值为暲1,相应的本征态分别称为偶宇称态和奇宇称态.对于一维自由粒子,可否取

(H
暷

,P
暷

)为一个CSCO? 如果可以,试写出其共同本征态.

练习2暋对于平面转子,可否选 L
暷

z=-i淈灥
灥氄

为一个CSCO? (见4灡2节,例1).可否选 H
暷

=

-淈2

2I
灥2

灥氄2为一个CSCO? (见4灡2节,例2).可否选(H
暷

,P
暷

氄)为一个CSCO? 这里P
暷

氄是在xy平面中

对x轴的镜象反射算符,P
暷

氄氉(氄)=氉(-氄),或P
暷

氄氉(x,y)=氉(x,-y).可以证明P
暷

氄的本征值为暲1.

练习3暋对于三维自由粒子,H
暷

= 1
2m

(p
暷2

x+p
暷2

y+p
暷2

z),H
暷

是否构成一个 CSCO? (p
暷

x,p
暷

y,

p
暷

z)是否构成一个CSCO? (H
暷

,l2
暷

,l
暷

z)可否选为一个CSCO? (见4灡3灡2节).(x,y,z)可否选为

一个CSCO? 如果可以,写出它们的共同本征态.(x,y,p
暷

z)可否选为一个 CSCO? 如果可以,写
出它们的共同本征态.

用一组彼此对易的力学量完全集的共同本征函数来展开,在数学上涉及完备
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性问题.这是一个颇为复杂的问题栙.李政道栚曾经给出关于本征态的完备性的一

个重要的定理,(详细证明见李政道的书).

定理:设H
暷

为体系的一个厄米算符,对于体系的任一态氉,(氉,H
暷

氉)/(氉,氉)有下界
踿踿踿

(即总是大于某一个固定的数c),但无上界,则H
暷

的本征态的集合,构成体系的态空间

中的一个完备集,即体系的任何一个量子态都可以用这一组本征态完全集来展开.
这里有两点值得提到:(a)自然界中真实存在的物理体系的 Hamilton量算符

H
暷

都应为厄米算符
踿踿踿踿踿踿踿

(保证所有能量本征值为实),并且应有下界(能量无下界是不

合理的,在自然界中未发现这种情况).因此,体系的任一量子态总可以放心地用包
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

含
踿H

暷踿

在内的任一个
踿踿踿踿踿踿CSCCO的共同本征态(完全集)来展开.(b)在 H

暷

本征值有简

并的情况下,对于给定能量本征值,本征态尚未确定,此时需要用包含 Hamilton

量 H
暷

在内的一个CSCCO,按照它们的本征值来把本征态完全确定下来,以便于对

任何量子态进行确切的展开.

* 最后证明一下4灡3灡1节中一个定理之逆.
在4灡3灡1节中已提到,若两个力学量彼此对易,则可以找出它们的共同本征函数.反过来,

可以证明,若
踿A

暷

与B
暷

具有共同本征态
踿踿踿踿踿踿踿

,即A
暷

氉n毩=An氉n毩,B
暷

氉n毩=B毩氉n毩,而且
踿踿氉n毩构成体系状态的

踿踿踿踿踿踿踿
完备集
踿踿踿

,则[A
暷

,B
暷

]=0.(参见4灡3灡1节,思考题1)
证明暋因为氉n毩构成完备组,所以体系的任意状态均可用它们来展开

氉= 暺
n毩
cn毩氉n毩

因此
(A
暷

B
暷

-B
暷

A
暷

)氉= 暺
n毩
cn毩(AnB毩-B毩An)氉n毩 =0

由于氉是任意态,因此要求A
暷

B
暷

-B
暷

A
暷

=0,即

[A
暷

,B
暷

]=0

4灡3灡5暋量子力学中力学量用厄米算符表达

在第2章中我们已指出,如直接用坐标表象中的波函数来计算动量的平均值,
考虑到粒子的波动性,动量不能表示成坐标的函数,而只能表示成梯度算符的形

式.同样,在Schr昳dinger方程中,动能也换成了Laplace算子.在本章中,我们系统

地讨论了力学量和相应算符之间的密切关系.与Schr昳dinger方程是量子力学的

一个基本假定一样,量子体系的可观测量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(力学量
踿踿踿

)用一个线性厄米算符来描述
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,也
是量子力学的一个基本假定

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,它们的正确性应该由实验来判定栛.“量子力学中力

踿踿踿踿踿踿
学量用相应的线性厄米算符来表达
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

暠,其含义是多方面的:
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栙

栚

栛

例如,参见 A.Messiah,QuantumMechanics,vol.1,p.188.
李政道,《场论与粒子物理学》1灡3节,(科学出版社,北京,1980.)
例如,参见 A.Messiah,QuantumMechanics,vol.1,p.162.



(1)在给定状态氉之下,力学量A 的平均值
踿踿踿

煆踿A 由下式确定:
煆A = (氉,A

暷

氉)/(氉,氉)

(2)在实验上观测某力学量A,它的可能取值
踿踿踿踿A曚就是算符A

暷

的某一个本征

值.由于力学量观测值总是实数,所以要求相应的算符为厄米算符.
(3)力学量之间关系也通过相应的算符之间的关系反映出来.例如,两个力学

量A 与B,在一般情况 下,可以同时具有确定的观测值的必要条件为
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

[A
暷

,B
暷

]=0.
反之,若[A

暷

,B
暷

]曎0,则一般说来,力学量A 与B 不能同时具有确定的观测值.
特别是对于 H 不显含t的体系,一个力学量

踿踿踿踿踿A 是否是守恒量
踿踿踿踿踿踿

,可以根据A
暷

与

H
暷

是否对易来判断(见5灡1节).

4灡4暋连续谱本征函数的“归一化暠

4灡4灡1暋连续谱本征函数是不能归一化的

量子力学体系最重要的几个力学量是:动量、位置、角动量、动能及能量,其中

位置,动量以及动能的取值(本征值)是连续变化的,角动量的取值是不连续的,而
能量的本征值则常常兼而有之,视具体情况(边条件)而定.在下面我们将看到,连

踿
续谱的本征函数是不能归一化的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栙.
以动量本征态为例,本征值为p的动量本征函数,即平面波(一维情况)

氉p(x)=Ceipx/淈 (4灡4灡1)

p可以取(-曓,+曓)中连续变化的一切实数值(见4灡2节,例3).不难看出

曇
+曓

-曓
氉p(x)2dx= C 2曇

+曓

-曓
dx= 曓 (4灡4灡2)

即氉p 是不能归一化的.这个结论是容易理解的.因在平面波式(4灡4灡1)描述的状态

下,概率密度为常数,即粒子在空间各点的相对概率是相同的.在(x,x+dx)范围

中找到粒子的概率曍|氉p(x)|2dx=|C|2dx曍dx.只要|C|曎0,则在全空间找到粒

子的概率,必定是无穷大.
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栙 相应于连续谱的本征函数是不能归一化的(即非平方可积).严格言之,它们都在 Hilbert空间之外,
但量子力学中仍然广泛使用连续谱的本征态作为基矢来展开.从波函数的统计诠释来看,我们可以把条件放

松一些,即不一定要求本征函数都平方可积,而只要求任何平方可积的波函数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿氉与它们的

踿踿踿踿
“标积
踿踿

暠是有限值
踿踿踿踿

即

可,这不会对统计诠释造成困难.例如,一维粒子的动量本征态氉p(x)= 1
2毿淈

exp(ipx/淈)是不能归一化的,

但按照Fourier积分理论,任何平方可积函数氉(x)均可用氉p(x)展开

氉(x)=曇dp氄(p)氉p(x)=曇dp氄(p) 1
2毿淈

exp(ipx/淈)

|氄(p)|2 代表动量分布密度,氄(p)由逆变换给出,即

氄(p)=曇dx氉(x) 1
2毿淈

exp(-ixp/淈)

参见 A.Messiah,QuantumMechanics,vol.1,p.183~185,249~250.



当然,在任何实际问题中出现的波函数,都不会是严格的平面波,而是某种形

式的波包,它只在空间某有限区域中不为0,因为粒子总是存在于一定空间范围

中,例如,在实验室仪器的四壁之内.这种波包可以视为许多平面波的叠加,并不存

在归一化的困难.但如果这个波包的广延比所讨论问题的特征长度大得多,而所描

述的粒子在此空间很大范围中各点的概率密度几乎相同,则不妨用平面波来近似

描述其状态.(对于概率分布来说,要紧的是相对概率分布,平面波无非是描述粒子

在空间各点相对概率都相同而已.)这在数学处理上将是极方便的,但同时也带来

了归一化的困难.

4灡4灡2暋毮函数

为解决连续谱本征函数的“归一化暠问题,如在数学上不过分要求严格,引用

Dirac的毮函数是十分方便的栙.关于毮函数性质的较仔细的讨论,见附录二.
毮函数定义为

毮(x-x0)=
0, x曎x0

曓, x=x{
0

(4灡4灡3)

曇
x0+毰

x0-毰
毮(x-x0)dx=曇

+曓

-曓
毮(x-x0)dx=1暋(毰>0)

或者等效地表述为,对于在x=x0 附近连续的任何函数f(x),有

f(x0)=曇
+曓

-曓
f(x)毮(x-x0)dx (4灡4灡4)

这样,例如处理动量本征态(平面波)的“归一化暠,就可以方便地用毮函数来表示.
按Fourier积分公式,对于分段连续函数f(x),

f(x0)= 1
2毿曇

+曓

-曓
dx曇

+曓

-曓
dkf(x)eik(x-x0) (4灡4灡5)

与毮函数定义式(4灡4灡4)比较,可知

毮(x-x0)= 1
2毿曇

+曓

-曓
dkeik(x-x0) (4灡4灡6)

因此,若取动量本征态为

氉p曚(x)= 1
2毿淈

exp(ip曚x/淈) (4灡4灡7)

则

(氉p曚,氉p曞)= 1
2毿淈曇exp[i(p曞-p曚)x/淈]dx=毮(p曞-p曚) (4灡4灡8)
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栙 毮函数并不是通常意义下的函数,而是描述一种分布.它的严格处理,涉及分布理论(distribution
theory),在 A.Messiah,QuantumMechanics,vol.1,AppendixA中有简略论述.



位置本征态的“归一化暠问题也可类似处理.按照毮函数性质[附录二,式(A2灡24)]
(x-x曚)毮(x-x曚)=0

即

x毮(x-x曚)=x曚毮(x-x曚) (4灡4灡9)
可见,毮(x-x曚)是位置x的本征态(本征值为x曚),记为

氉x曚(x)=毮(x-x曚)=毮(x曚-x) (4灡4灡10)
利用毮函数性质,位置本征态的正交“归一性暠表示为

(氉x曚,氉x曞)=曇毮(x曚-x)毮(x曞-x)dx=毮(x曚-x曞) (4灡4灡11)

而任何波函数可以展开为

氉(x)=曇氉(x曚)毮(x曚-x)dx曚 (4灡4灡12)

这里的“展开系数暠为

氉(x曚)= (毮(x曚-x),氉(x))
而|氉(x曚)|2 代表粒子位置概率分布密度.

4灡4灡3暋箱归一化

平面波的“归一化暠问题,还可以采用数学上传统的做法.先假定粒子局限于有

限范围[-L/2,L/2]中运动,最后才让L曻曓.为保证动量算符p
暷

x=-i淈 灥
灥x

在此

范围内为厄米算符,要求波函数满足周期性边条件栙.动量本征态为

氉p曚(x)曍exp(ip曚x/淈) (4灡4灡13)
根据周期性边条件

氉p曚(-L/2)=氉p曚(L/2)
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栙 按厄米算符定义,对于任何波函数氉与氄,要求

曇
L/2

-L/2氄
* 淈

i
灥
灥x氉dx+曇

L/2

-L/2

淈
i

灥氄*

灥( )x 氉dx=0

即

淈
i曇

L/2

-L/2

灥
灥x

(氄*氉)dx= 淈
i氄*氉

L/2

-L/2
=0

所以

氄*(L/2)氉(L/2)-氄*(-L/2)氉(-L/2)=0
即对于任意氄和氉,都要求

氄*(L/2)氄*(-L/2)=氉(-L/2)/氉(L/2)= 常数

这样就要求任意波函数氉满足

氉(-L/2)/氉(L/2)=exp(i毩)暋(毩实数)
相因子毩一经取定,则对所有波函数均同.

对p曚=0的动量本征态氉(x)曋常数来看,要求毩=0,所以

氉(-L/2)=氉(L/2)暋暋(周期性边条件)



所以

exp(-ip曚L/2淈)=exp(ip曚L/2淈)
即

exp(ip曚L/淈)=1
或

sin(p曚L/淈)=0,暋暋cos(p曚L/淈)=1
所以

p曚L/淈=2n毿,暋暋n=0,暲1,暲2,… (4灡4灡14)
即

p曚=pn =2毿淈n
L =hn

L
(4灡4灡15)

可以看出,此时动量取值是不连续的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.与pn 相应的归一化本征函数为

氉pn
(x)= 1

L
exp(ipnx/淈)= 1

L
exp(i2毿nx/L) (4灡4灡16)

读者可以验证一下,这个本征函数是正交归一化的,即

曇
L/2

-L/2
氉*

pn
(x)氉pm

(x)dx=毮mn (4灡4灡17)

利用氉pn
(x),毮函数可以表示成[参看附录二,式(A2灡32)]

毮(x-x曚)= 1
L 暺

+曓

n=-曓
exp[i2n毿(x-x曚)/L] (4灡4灡18)

当L曻曓,

殼pn =pn+1-pn = h
L 曻0

即动量本征值将趋于连续变化.把
h
L 曻dp暋暋暋暋暋暋

暺
+曓

n=-曓
殼pn = h

L 暺
+曓

n=-曓
曻曇

+曓

-曓
dp

或

暺
+曓

n=-曓
曻 L

h曇
+曓

-曓
dp

因此,当L曻曓时,式(4灡4灡18)趋于

毮(x-x曚)= 1
2毿淈曇

+曓

-曓
dpexp[ip(x-x曚)/淈]= 1

2毿曇
+曓

-曓
dkexp[ik(x-x曚)]

(4灡4灡19)
与式(4灡4灡6)相同.在处理具体问题时,若要避免平面波的“归一化暠的困扰,则可以

用正交归一化的波函数氉pn
(x)进行计算,而在最后的结果中才让

踿踿踿踿踿踿踿踿踿L曻曓.
推广到三维情况,归一化的波函数为(V=L3)
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氉p曚(r)= 1
V
exp(ip曚·r/淈)暋暋暋暋 (4灡4灡20)

其中

p曚x = h
Ln,暋暋p曚y = h

Ll
,暋暋p曚z = h

Lm

n,l,m =0,暲1,暲2,…
它们也具有正交归一性

曇(V)氉
*
p曚(r)氉p曞(r)d3x=毮p曚xp曞x毮p曚yp曞y毮p曚zp曞z

(4灡4灡21)

而毮函数可如下构成

毮(r-r曚)曉毮(x-x曚)毮(y-y曚)毮(z-z曚)

=1
V 暺

+曓

n,l,m=-曓
exp{i2毿[n(x-x曚)+l(y-y曚)+m(z-z曚)]/L}暋 (4灡4灡22)

当L曻曓,p曚x、p曚y、p曚z将连续变化,

h3/L3 曻dp曚xdp曚ydp曚z,暋 暺
+曓

n,l,m=-曓
曻L3

h3曇
+曓

-曓
d3p曚

(这表明相空间一个体积元
踿踿踿踿踿踿踿踿h3 相当于有一个量子态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿.)于是式(4灡4灡22)化为

毮(r-r曚)= 1
h3曇

+曓

-曓
d3p曚exp[ip·(r-r曚)/淈] (4灡4灡23)

习暋暋题

4灡1暋证明F(p)= 暺
曓

n=0
Anpn (An 为实数)是厄米算符.

4灡2暋证明 暺
曓

n,m=0
An,m

(pnxm +xmpn)
2

(An,m为实数)是厄米算符.

4灡3暋设[q,p]=i淈,f(q)是q的可微函数,证明

(1)[q,p2f]=2i淈pf
(2)[q,pfp]=i淈(fp+pf)
(3)[q,fp2]=2i淈fp

(4)[p,p2f]=淈
ip2f曚

(5)[p,pfp]=淈
ipf曚p

(6)[p,fp2]=淈
if曚p2

4灡4暋设算符A 和B 与它们的对易式[A,B]都对易,证明

[A,Bn]=nBn-1[A,B]
[An,B]=nAn-1[A,B]

4灡5暋证明

[A,Bn]= 暺
n-1

s=0
Bs[A,B]Bn-s-1
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并由此证明

[q,pn]=ni淈pn-1

q、p是一维体系的正则坐标及相应的正则动量.
4灡6暋 设F(x,p)是xk 和pk 的整函数,证明

[pk,F]= 淈
i

灥F
灥xk

,暋暋[xk,F]=i淈灥F
灥pk

整函数是指F(x,p)可以展开成

F(x,p)= 暺
m,n

暺
3

k,l=1
Cmn

klxm
kpn( )l

上式中Cmn
kl 是数值系数.

4灡7暋证明lim
淈曻0

[A,B]
i淈

={A,B}

其中A(p,q)、B(p,q)是经典正则动量p和坐标q的函数,上式左边是相应的算符.

4灡8暋证明暋当x曻暲曓时若灥n

灥xn氉并不趋于0,则 淈
i

灥
灥( )x

n+1
不一定是厄米算符.

4灡9暋设力学量A
暷

满足的最简单的代数方程为

f(A
暷

)=A
暷

n +C1A
暷

n-1 +C2A
暷

n-2 +…+Cn =0

式中C1、C2、…、Cn 是常系数.证明A
暷

有n个本征值,它们都是f(x)=0的根.
参阅P.A.M .Dirac,ThePrinciplesofQuantum Mechanics,4thed.,OxfordUniversity

Press,1958,曥9.
4灡10暋定义反对易式[A,B]+ =AB+BA,证明

[AB,C]=A[B,C]+-[A,C]+B
[A,BC]= [A,B]+C-B[A,C]+

并与下列二式比较

[AB,C]=A[B,C]+[A,C]B
[A,BC]= [A,B]C+B[A,C]

上列代数恒等式在计算Fermi子算符的对易式时很有用.
4灡11暋设A、B、C为矢量算符,A的直角坐标分量记为A毩,毩=1、2、3,其余类推.A、B的标积

和矢积定义为

A·B= 暺
毩
A毩B毩,暋暋(A暳B)毭 = 暺

毩毬

毰毩毬毭A毩B毬

毰毩毬毭为Levi灢Civita符号.试验证

A·(B暳C)= (A暳B)·C= 暺
毩毬毭

毰毩毬毭A毩B毬C毭

[A暳(B暳C)]毩 =A·(B毩C)-(A·B)C毩

[(A暳B)暳C]毩 =A·(B毩C)-A毩(B·C)

4灡12暋设A、B为矢量算符,F为标量算符,证明

[F,A·B]= [F,A]·B+A·[F,B]
[F,A暳B]= [F,A]暳B+A暳[F,B]

4灡13暋设F是由r与p 构成的标量算符,证明

[l,F]=i淈灥F
灥p暳p-i淈r暳灥F

灥r
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4灡14暋证明

p暳l+l暳p=2i淈p
i淈(p暳l-l暳p)= [l2,p]

4灡15暋证明

r·l=l·r=0, p·l=l·p=0
(l暳p)·p=0, p·(p暳l)=0
(p暳l)·p=2i淈p2, p·(l暳p)=2i淈p2

(p暳l)·l=0, l·(l暳p)=0
(l暳p)·l=0, l·(p暳l)=0
p暳(l暳p)=-(l暳p)暳p=lp2暋暋暋暋暋暋暋

4灡16暋证明

p,1[ ]r =i淈r/r3 [p,r2]=-2i淈r

p2,1[ ]r =2淈2 1
r2

灥
灥r

, [p2,r2]=-4淈2r灥
灥r-6淈2

[p2,r]=-2i淈p, p2,r[ ]r =2淈2 r
r3 + r

r2
灥
灥r- 1

r( )

殼

4灡17暋定义径向动量算符pr=1
2

1
rr·p+p·r1( )r

,证明

(1)p+
r =pr

(2)pr=-i淈 灥
灥r+1( )r

(3)[r,pr]=i淈

(4)p2
r=-淈2 灥2

灥r2+2
r

灥
灥( )r =-淈2 1

r2
灥
灥rr

2 灥
灥r

4灡18暋证明

l2 =r2p2 -(r·p)2 +i淈r·p

p2 = 1
r2l2 +p2

r = 1
r2l2 -淈2 灥2

灥r2 + 2
r

灥
灥( )r

4灡19暋证明

(l暳p)·r
r =-l2

r
r
r

·(l暳p)=-l2

r +2淈灥
灥r

r
r 暳(l暳p)+(l暳p)暳 r

r =2i淈l
r

4灡20暋证明

(l暳p)2 = (p暳l)2 =-(l暳p)·(p暳l)=l2p2

-(p暳l)·(l暳p)=l2p2 +4淈2p2

(l暳p)暳(l暳p)=-i淈l2p2

4灡21暋利用不确定度关系估算谐振子的基态能量.
4灡22暋利用不确定度关系估计类氢原子中电子的基态能量(设原子核带电+Ze).
4灡23暋质量为m 的粒子在势场V(r)=-毸/r3/2(毸>0)中运动,试用不确定度关系估算其基

态能量.
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答:E曋-27
32

m3毸4

淈( )6

4灡24暋在一维对称势阱中,粒子至少存在一个束缚态(见3灡2节).在给定势阱深度V0 情况

下,减小势阱宽度a,使a2烆淈2/mV0.粒子动量不确定度 殼p< mV0,而位置不确定度 殼x曋a,

因此,下列关系式似乎成立:殼x·殼p曋 mV0a烆淈,这似与不确定度关系有矛盾.以上论证的错

误何在?

4灡25暋证明在不连续谱的能量本征态下,动量平均值为0.
4灡26暋对于任何两个量子态氉及氄,证明下面Schwarz不等式:

(氉,氄) 曑 (氉,氉)(氄,氄)

4灡27暋设 H 为正定的厄米算符,u与v为二任意态,证明

(u,Hv)2 曑 (u,Hu)(v,Hv)

4灡28暋求证力学量x与F(px)的不确定度关系

(殼x)2·(殼F)2 曒 淈
2

灥F
灥px

4灡29暋求证在l
暷

z的本征态下,焵lx=焵ly=0.

提示:利用l
暷

yl
暷

z-l
暷

zl
暷

y=i淈l
暷

x,两边求平均值.

4灡30暋设粒子处于 Ym
l (毴,氄)状态,求殼l2

x及殼l2
y.

答:殼l2
x=殼l2

y=[l(l+1)-m2]淈2/2
4灡31暋设体系处于氉=c1Y1

1+c2Y0
2 态,求(a)lz 的可能测值及平均值;(b)l2 的可能测值及

相应的概率;(c)lx 及ly 的可能测值.
答:设氉已归一化,即|c1|2+|c2|2=1,则(a)lz 的可能测值为淈 与0,相应的概率分别为

|c1|2与|c2|2,而焵lz=|c1|2淈;(b)l2 的可能测值为2淈2(l=1)与6淈2(l=2),相应的概率分别为

|c1|2与|c2|2;(c)lx(ly)的可能测值为0,暲淈,暲2淈,相应的概率分别为

1
2 c1

2 + 1
4 c2

2,暋暋 1
4 c1

2,暋暋 3
8 c2

2

4灡32暋求证在l
暷

z的本征态下,角动量沿与z轴成毴角的方向上的分量的平均值为m淈cos毴.
4灡33暋设属于某能级E有三个简并态(氉1,氉2,氉3),彼此线性无关,但不正交.试找出三个彼

此正交归一化的波函数.它们是否还简并?

答:例如,取毤1=氉1 (氉1,氉1)

毤2=f2/ (f2,f2),式中f2=氉2-(毤1,氉2)毤1,

毤3=f3/ (f3,f3),式中f3=氉3-(毤1,氉3)毤1-(毤2,氉3)毤2.

4灡34暋设毸是一个小量,算符A
暷

之逆A
暷

-1存在,求证

(A
暷

-毸B
暷

)-1 =A
暷

-1 +毸A
暷

-1B
暷

A
暷

-1 +毸2A
暷

-1B
暷

A
暷

-1B
暷

A
暷

-1 +…

4灡35暋设算符A
暷

(毼)依赖于一个连续变化的参数毼,它对毼的导数定义为

d
d毼

A
暷

(毼)=lim
毰曻0

A
暷

(毼+毰)-A
暷

(毼)
毰

证明暋(1)设A
暷

(毼)与B
暷

(毼)对毼可导,则

d
d毼

(A
暷

B
暷

)=dA
暷

d毼
B
暷

+A
暷dB

暷

d毼
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(2)设A
暷

之逆存在,A
暷

对毼可导,则 d
d毼

A
暷

-1 =-A
暷

-1dA
暷

d毼
A
暷

-1

(3)d
d毼

exp(iO
暷

毼)=iO
暷

exp(iO
暷

毼)

4灡36暋设A 为无量纲算符,毼与毲为参量.定义

exp(毼A
暷

)= 暺
曓

n=0

毼n

n!A
暷

n暋暋暋暋暋暋

证明暋(1)

d
d毼

exp(毼A
暷

)=A
暷

exp(毼A
暷

)=exp(毼A
暷

)·A
暷

暋(2)

exp[(毼+毲)A
暷

]=exp(毼A
暷

)·exp(毲A
暷

)

4灡37暋给定算符A
暷

、B
暷

,令C
暷

0=B
暷

,C
暷

1=[A
暷

,B
暷

],C
暷

2=[A
暷

,C
暷

1]=[A
暷

,[A
暷

,B
暷

]],…,证明

eA
暷

B
暷

e-A
暷

= 暺
曓

n=0

1
n!C

暷

n

提示:让f(毸)=e毸A
暷

B
暷

e-毸A
暷

,并按毸幂级数展开,然后令毸=1.

4灡38暋设A
暷

与B
暷

不对易,令C
暷

=[A
暷

,B
暷

],设C
暷

与A
暷

和B
暷

都对易,即[A
暷

,C
暷

]=0,[B
暷

,

C
暷

]=0.证明

[A
暷

,B
暷

n]=nC
暷

B
暷

n-1

[A
暷

,e毸B
暷

]=毸CeB暋暋(毸为参数)
特例

[A
暷

,eB
暷

]=C
暷

eB
暷

[A
暷

,f(B
暷

)]=C
暷

f曚(B
暷

)

f(x)是可以表示成x正幂级数展开的函数.
4灡39暋同上题,证明公式,

eA
暷

+B
暷

=eA
暷

eB
暷

e-1
2 C
暷

=eB
暷

eA
暷

e
1
2 C
暷

暋暋暋暋暋
更一般形式

e毸(A
暷

+B
暷

) =e毸A
暷

e毸B
暷

e-1
2毸2C

暷

=e毸B
暷

e毸A
暷

e
1
2毸2C

暷

暋暋(毸为参数)

4灡40暋设U 为幺正算符(unitaryoperator),证明:
(1)U 可以分解为

U=A+iB,暋暋A=1
2

(U+ +U),暋暋B= i
2

(U+ -U)

A2+B2=1,暋暋而且[A,B]=0
(2)进一步证明U 可以表示为U=exp(iH),H 为厄米算符.

提示:由于[A,B]=0,可以找它们的共同本征函数.
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第5章暋力学量随时间的演化与对称性

5灡1暋力学量随时间的演化

5灡1灡1暋守恒量

量子力学中力学量随时间演化的问题,与经典力学有所不同.经典力学中,处
于一定状态下的体系的每一个力学量A,作为时间的函数,在每一时刻都具有一个

确定值.量子力学中,处于量子态氉下的体系,在每一时刻,并不是所有力学量都具

有确定值,一般说来,一个力学量的观测值只具有确定的概率分布和平均值[或称

为期待值(expectationvalue)].
先讨论力学量平均值如何随时间

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿t改变
踿踿.力学量A 的平均值为[设氉(t)已归

一化]
煆A(t)= (氉(t),A氉(t)) (5灡1灡1)

所以

d
dt

煆A(t)= 灥氉
灥t

,Aæ

è
ç

ö

ø
÷氉 + 氉,A灥氉

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

t + 氉,灥A
灥t

æ

è
ç

ö

ø
÷氉

利用Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉=H氉 (5灡1灡2)

和 H 的厄米性,得

d
dt

煆A(t)= H氉
i淈

,Aæ

è
ç

ö

ø
÷氉 + 氉,AH氉

i
æ

è
ç

ö

ø
÷

淈 + 氉,灥A
灥t

æ

è
ç

ö

ø
÷氉

= 1
-i淈

(氉,HA氉)+1
i淈

(氉,AH氉)+ 氉,灥A
灥t

æ

è
ç

ö

ø
÷氉

= 1
i淈

(氉,[A,H]氉)+ 氉,灥A
灥t

æ

è
ç

ö

ø
÷氉 = 1

i淈
[A,H]+灥A

灥t
(5灡1灡3)

如A 不显含t(以下如不特别声明,都是指这种力学量),即灥A
灥t=0,则

d
dt

煆A = 1
i淈

[A,H] (5灡1灡4)

此即Ehrenfest关系栙.
如A 与H 对易
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[A,H]=0 (5灡1灡5)
则

d
dt

煆A =0 (5灡1灡6)

即这种力学量在任何态
踿踿踿氉(t)之下的平均值都不随时间改变

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
下面进一步证明,在任意态氉(t)下A 的测值的概率分布也不随时间改变

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.考
虑到[A,H]=0,我们可以选择包括 H 和A 在内的一组力学量完全集(守恒量完

全集),其共同本征态记为氉k(k是一组完备的量子数的简记),即
H氉k =Ek氉k,暋暋A氉k =Ak氉k (5灡1灡7)

这样,体系的任何一态氉(t)均可用氉k 展开

氉(t)= 暺
k
ak(t)氉k,暋暋ak(t)= (氉k,氉(t)) (5灡1灡8)

在氉(t)态下,在t时刻测量A 得Ak 的概率栙为|ak(t)|2,而

d
dt旤ak(t)旤2= da*

k

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

t ak+复共轭项 = 灥氉(t)
灥t

,氉
æ

è
ç

ö

ø
÷k (氉k,氉(t))+复共轭项

= H
i淈氉

(t),氉
æ

è
ç

ö

ø
÷k (氉k,氉(t))+ 复共轭项

=-1
i淈

(氉(t),H氉k)(氉k,氉(t))+复共轭项

=-Ek

i淈旤氉(t),氉k)旤2+复共轭项 =0 (5灡1灡9)

在量子力学中,如力学量A(不显含t)与体系的 Hamilton量对易,则称A 为

体系的一个守恒量
踿踿踿

栚.按上述分析,量子体系的守恒量
踿踿踿踿踿踿踿踿

,无论在什么态
踿踿踿踿踿踿

(定态或非定
踿踿踿踿踿

态
踿

)下
踿

,平均值和测值的概率分布都不随时间改变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

例1暋设体系 H 不显含t,显然,[H,H]=0.所以 H 为守恒量,即能量守恒.
例2暋自由粒子,H=p2/2m.显然,[p,H]=0.所以p为守恒量.还可以证明,[l,H]=0,即

角动量l也是守恒量.
例3暋中心力场中的粒子,H=p2/2m+V(r).不难证明,[l,p2]=0,[l,V(r)]=0,因而[l,H]

=0.所以l为守恒量.但注意,[p,V(r)]曎0,动量p并不守恒.

应当强调,量子力学中的守恒量的概念,与经典力学中的守恒量概念不尽相

同.这实质上是波动 粒子二象性和不确定性原理的反映.
(1)与经典力学守恒量不同,量子体系的守恒量并不一定取确定值

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,即体系的
踿踿踿踿
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栚

量子态对力学量A 有简并的情况下,A 的测值为Ak 的概率,还要对其他量子数求和,但下述结论不

变.参阅,Cohen灢Tannoudji,etal.,QuantumMechanics,vol.栺,p.217.
或称不变量(invariant).对于 H 显含时的体系(灥H/灥t曎0),能量不是守恒量.但可以定义含时不变

量(time灢dependentinvariant).满足 d
dtA= 1

i淈
[A,H]+灥A

灥t=0的力学量,称为含时不变量.详细讨论参见:

H.R.LewisandW.B.Riesenfeld,J.Math.Phys.10(1969)1458.



状态并不一定就是某个守恒量的本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.例如,对于自由粒子,动量是守恒量,但自

踿
由粒子的状态并不一定是动量本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(平面波),也可以是其他守恒量完全集,例如

(H,l2,lz)的共同本征态(球面波).在一般情况下,自由粒子的量子态是非定态.又
如,中心力场中的粒子,角动量l是守恒量,但粒子的波函数并不一定是l的本征态.
一个体系在某时刻t是否处于某守恒量的本征态,要根据初条件决定.若初始时刻体

踿踿踿踿踿踿
系处于守恒量
踿踿踿踿踿踿A的本征态

踿踿踿踿
,则体系将保持在该本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.由于守恒量具有此特点,它的

量子数称为好量子数
踿踿踿踿.反之,若初始时刻体系并不处于守恒量

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿A的本征态
踿踿踿踿

,则以后的
踿踿踿踿

状态也不是
踿踿踿踿踿A的本征态

踿踿踿踿
,但
踿A的测值概率的分布和平均值都不随时间变

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
(2)量子体系的各守恒量并不一定都可以同时取确定值

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.例如中心力场中的

粒子,l的三个分量都守恒,但由于lx、ly、lz 不对易,一般说来
踿踿踿踿

它们并不能同时取确

定值[角动量l=0的态(s态)除外].
守恒量是量子力学中一个极为重要的概念.但初学者往往把它与定态概念混

淆起来.应当强调指出,定态是体系的一种特殊的状态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即能量本征态
踿踿踿踿踿踿

,而守恒量则
踿踿踿踿

是体系的一种特殊的力学量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,它与体系的
踿踿踿踿踿 Hamilton量对易

踿踿踿.在定态下
踿踿踿踿

,一切力学
踿踿踿踿

量
踿

(不显含
踿踿踿t,但不管是否守恒量)的平均值和测值概率分布都不随时间改变

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,这正

是称之为定态的理由.而守恒量则在一切状态下
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(不管是否定态
踿踿踿踿踿踿

)的平均值和概率
踿踿踿踿踿踿踿

分布都不随时间改变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,这正是称之为量子体系的守恒量的理由.由此可以断定,只
踿

当一个量子体系不处于定态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而且所讨论的力学量又不是体系的守恒量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,才需要研
踿踿踿踿

究该力学量的平均值和概率分布如何随时间改变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

5灡1灡2暋位力(virial)定理

当体系处于定态下
踿踿踿

,关于平均值随时间的变化
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,有一个有用的定理,即位力定
踿踿踿

理
踿.设粒子处于势场V(r)中,Hamilton量表示为

H =p2/2m+V(r) (5灡1灡10)
考虑r·p的平均值随时间的变化.按式(5灡1灡4),有

i淈d
dtr

·p= [r·p,H]= 1
2m

[r·p,p2]+[r·p,V(r)]

=i淈 1
mp2-r·(

殼

Væ

è
ç

ö

ø
÷) (5灡1灡11)

对于定态
踿踿

,d
dtr

·p=0,所以

1
mp2 =r·(

殼

V) (5灡1灡12)

或

2煆T =r·(

殼

V) (5灡1灡13)
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式中T=p2/2m 是粒子动能.上式即位力
踿踿

(virial)定理
踿踿

栙.
特例暋设V(x,y,z)是x、y、z的n 次齐次函数,即V(cx,cy,cz)=cnV(x,y,

z),c为常数.证明

n煀V =2煆T (5灡1灡14)

暋暋特例

(1)谐振子势,n=2,有煀V=煆T.
(2)Coulomb势,n=-1,有煀V=-2煆T.
(3)毮势,n=-1(与Coulomb势相同),煀V=-2煆T.

5灡1灡3暋能级简并与守恒量的关系

守恒量的应用极为广泛,在处理能量本征值问题,量子态随时间变化,量子跃

迁以及散射等问题中都很重要,在以后各章中将陆续讨论.守恒量在能量本征值问

题中的应用,要害是涉及能级简并,其中包括:(a)能级是否简并
踿踿踿踿踿踿

? (b)在能级简并
踿踿踿踿踿

的情况下
踿踿踿踿

,如何标记各简并态
踿踿踿踿踿踿踿踿.

定理暋设体系有两个彼此不对易的守恒量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿F 和G,即[F,H]=0,[G,H]=0,

但[F,G]曎0,则体系能级一般是简并的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

证1暋由于[F,H]=0,F 与H 可以有共同本征态氉,设

H氉=E氉,暋F氉=F曚氉
考虑到[G,H]=0,有 HG氉=GH氉=GE氉=EG氉,即G氉也是H 的本征态,对应于

能量本征值E.
但G氉与氉 是否同一个量子态? 考虑到[F,G]曎0,一般说来栚,FG氉曎GF氉=

GF曚氉=F曚G氉,即G氉不是F 的本征态.但氉是F 本征态,因此G氉与氉 不是同一个

量子态.但它们又都是 H 的本征值为E 的本值态,因此能级是简并的.(证毕)
证2暋设 H氉n=En氉n,氉n 是包含H 在内的一组守恒量完全集的共同本征态.
利用[F,H]=0,可知 HF氉n=FH氉=EnF氉n,即F氉n 也是H 的本征态,对应

本征值En.同理,G氉n 也是H 本征态,对应本征值也是En.
如能级En 不简并,则氉n,F氉n 和G氉n 表示同一个量子态,因此F氉n 和G氉n 与

氉n 只能差一个常数因子,即F氉n=Fn氉n,G氉n=Gn氉n,Fn 和Gn 为常数.这样

(FG-GF)氉n = (FnGn -GnFn)氉n =0
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“virial暠一辞原意并非“位力暠,后者只是音译上的巧合.
例外的是对于特殊的态氉,满足[F,G]氉=0.对于[F,G]=常数曎0的情况,这绝不会发生.但如[F,

G]=K(算符),则有可能存在某个特殊的态氉,使[F,G]氉=K氉=0.例如l的三个分量lx、ly、lz 不对易,而在

中心力场情况下,它们又都是守恒量,所以能级一般是简并的.但对于s态(l=0),lx、ly、lz 都取确定值0,

lx氉s=ly氉s=lz氉s=0,即[lx,ly]氉s=[ly,lz]氉s=[lz,lx]氉s=0.



设氉为体系的任一量子态,它总可以展开成

氉= 暺
n
an氉n

设所有En 能级都不简并,则

(FG-GF)氉= 暺
n
an(FG-GF)氉n =0

但氉是任意的,因此[F,G]=0.这与定理的假设[F,G]曎0矛盾.所以不可能所有
踿踿踿踿踿

能级都不简并
踿踿踿踿踿踿

,即至少有一些能级是简并的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.实际上可以说,体系的能级一般是简

并的,个别能级可能不简并.
推论1暋如果体系有一个守恒量

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿F,而体系的某条能级
踿踿踿踿踿踿踿E 不简并

踿踿踿
,即对应于该
踿踿踿踿踿

能量本征值
踿踿踿踿踿E 只有一个本征态

踿踿踿踿踿踿踿氉E,则
踿氉E 必为

踿踿F 的本征态
踿踿踿踿.因为

HF氉E =FH氉E =FE氉E =EF氉E

即F氉E 也是H 的本征值为E 的本征态.但按假定,能级E 无简并,所以F氉E 与氉E

只能是同一个量子态,因此它们最多可以相差一个常数因子,记为F曚,即F氉E=
F曚氉E,所以氉E 是F 的本征态(F曚即本征值).

例如一维谐振子势V(x)=1
2m氊2x2 中的粒子的能级是不简并的,而空间反射P

为守恒量,[P,H]=0,所以能量本征态必为P 的本征态,即有确定宇称.事实上,谐
振子能量本征态氉n(x)满足P氉n(x)=氉n(-x)=(-1)n氉n(x),宇称为(-1)n.

推论2暋在定理中,如
踿

[F,G]=C(不为0的常数
踿踿

),则体系所有能级都简并
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而
踿

且简并度为无穷大
踿踿踿踿踿踿踿踿.

首先,设能级En 不简并,上述证2中已证明[F,G]氉n=0,但C氉n曎0,矛盾,所
以不可能出现不简并的能级,即所有能级都简并

踿踿踿踿踿踿踿.
其次,设能级En 的简并度为fn(fn>1),本征态记为氉n毻,毻=1,2,…,fn,则在

此fn 维态空间中求迹,

tr(FG)= 暺
fn

毻=1

暣氉n毻 FG 氉n毻暤= 暺
fn

毻,毺=1

暣氉n毻 F氉n毺暤暣氉n毺 G氉n毻暤

tr(GF)= 暺
fn

毻=1

暣氉n毻 GF 氉n毻暤= 暺
fn

毻,毺=1

暣氉n毻 G氉n毺暤暣氉n毺 F氉n毻暤

它们都是两个矩阵乘积的求迹.如fn 为有限,则求迹与两个矩阵乘积的次序无关,

即tr(FG)=tr(GF),因而tr([F,G])曉trC=0.但trC = 暺
fn

毻=1

暣氉n毻旤C旤氉n毻暤=

C暺
fn

毻=1

(氉n毻旤氉n毻暤=Cfn 曎0,矛盾.所以fn 不能取有限值,即能级必为曓度简并.

5灡2暋波包的运动,Ehrenfest定理

设质量为m 的粒子在势场V(r)中运动,用波包氉(r,t)描述.下面讨论波包的

运动与经典粒子运动的关系.显然,氉(r,t)必为非定态,因为处于定态的粒子在空
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间的概率密度|氉(r,t)|2 是不随时间变化的.与经典粒子轨道运动对应的量子态必
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

为非定态
踿踿踿踿

栙.设粒子的 Hamilton量为

H =
p2

2m
+V(r) (5灡2灡1)

按5灡1节式(5灡1灡4),粒子坐标和动量的平均值随时间变化如下:

d
dtr= 1

i淈
[r,H]=p/m (5灡2灡2)

d
dtp = 1

i淈
[p,H]=-

殼

V(r) (5灡2灡3)

它们的形式与经典粒子运动满足的正则方程

dr
dt=

p
m

,暋
dp
dt

=-

殼

V (5灡2灡4)

相似.式(5灡2灡2)代入式(5灡2灡3),得

m d2

dt2r=F(r) (5灡2灡5)

此之谓Ehrenfest定理栚,其形式与经典 Newton方程相似.但只当F(r)可以近似

代之为F(r)时,波包中心r的运动规律才与经典粒子完全相同.下面来讨论,在什

么条件下可以用这种近似.
从物理上讲,要用一个波包来描述粒子的运动,波包必须很窄,波包大小与粒

子大小相当.此外,还要求势场V(r)在空间变化很缓慢,使得波包中心所在处的势

场V(r)与粒子感受到的势V(r)很接近.但这还不够,因为一般说来,波包会随时

间演化而扩散.如要求波包能描述经典粒子的运动,必须在人们感兴趣的整个运动

过程中波包扩散不太厉害.而波包扩散的快慢又与波包的宽窄和粒子能量大小有

关.下面来更具体分析一下.为简单起见,考虑一维波包的运动.
试在波包中心x附近对V(x)作 Taylor展开,令毼=x-煀x,

灥V
灥x =灥V(煀x)

灥x暋- +毼
灥2V(煀x)

灥煀x2 +1
2毼

2灥3V(煀x)
灥煀x3 +…

所以(注意,焵毼=0)

灥V
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

x =曇dx氉* (x,t)灥V
灥x氉

(x,t)=灥V(煀x)
灥煀x +1

2
焵毼2灥3V(煀x)

灥煀x3 +… (5灡2灡6)

可见,只当

1
2毼2灥3V(煀x)

灥煀x3 烆 灥V(煀x)
灥煀x

(5灡2灡7)

F(x)=-(灥V(x)/灥x)才可近似代之为F(煀x)=-灥V(煀x)/灥煀x.此时,式(5灡2灡5)才
与经典 Newton方程相同.要求式(5灡2灡7)在整个运动过程中成立,就要求:
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C.Laubner,M.Alber,andN.Schupfer,Am.J.Phys.56(1988)1123.
P.Ehrenfest,Z.Physik45(1927)455.



(1)波包很窄,而且在运动过程中扩散不厉害.
(2)V 在空间变化缓慢(在波包范围中V 变化很小).设V(x)=a+bx+cx2,

(a,b,c为常量),则灥3V
灥x3=0,式(5灡2灡7)自动满足.所以对于自由粒子,线性势或谐

振子势,条件(5灡2灡7)是满足的.在这一类势场中的窄波包的中心的运动,就与经典

粒子的轨道运动很相似.栙

图5灡1暋毩粒子对原子的散射

例暋毩粒子对原子的散射(图5灡1).
原子的半径约为a曋10-8cm.天然放射性元素放出

的毩粒子能量E毩 约为(3~7)MeV.设E毩曋5MeV,可估

算出其动量p毩= 2M毩E毩曋10-14g·cm·s-1,速度v毩=

p毩/M毩.在对原子的散射过程中,穿越原子的时间约为

殼t曋a/v毩 = M毩a/p毩

在此期间波包的扩散约为 殼x曋殼p殼t/M毩曋a殼p/p毩.按

不确定度关系,殼p曋淈/殼x曋淈/a曋10-19g·cm·s-1.如
要求在散射过程中可近似用轨道运动来描述毩粒子,必
须殼x烆a,即要求殼p/p毩烆1.对于天然放射性元素放射出的毩粒子,由于它的质量 M毩 和能量较

大,殼p/p毩烆1条件是满足的.如果是讨论电子对原子的散射,由于电子质量很小,例如对于能量

为100eV的电子,pe= 2MeEe曋5灡4暳10-19g·cm·s-1,殼p曋淈/a曋10-19g·cm·s-1,与pe

同量级,用轨道概念来描述电子的运动就不恰当了.

5灡3暋Schr昳dinger图像,Heisenberg图像与相互作用图像

迄今,我们把力学量(不显含t)的平均值及测值的概率分布随时间的演化,完
全归之于态矢量(波函数)氉随时间的演化,而力学量(算符)本身是不随时间演化

的.这种描述方式,称为Schr昳dinger图像栚(picture).习惯上也常称为Schr昳dinger
表象(representation).鉴于在实验中观测的并不是波函数和算符本身

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,而是力学
踿踿踿踿

量取各种可能值
踿踿踿踿踿踿踿

(本征值
踿踿踿

)的概率分布与平均值
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,以及它们随时间的演化.这就是量

子力学中对运动规律的描述有各种不同图像的依据.下面分别介绍三种常用的图

像,即Schr昳dinger图像,Heisenberg图像和相互作用图像(亦称为Dirac图像),三
种图像彼此等价.

5灡3灡1暋Schr昳dinger图像

在Schr昳dinger图像中,体系的状态矢量(statevector)是随时间演化的,遵守
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C.W.Wong,Am.J.Phys.64(1996)792.
“picture暠亦译作绘景,但似乎不够口语化,很少人使用.建议译作图像,在不引起误解的情况下,文

献中还习惯迳直称为表象(representation).



Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉

(t)=H氉(t) (5灡3灡1)

令

氉(t)=U(t,0)氉(0) (5灡3灡2)

U(t,0)称为时间演化(time灢evolution)算符,可视为体系状态随时间演化的连续变

换,即把体系在时刻t的状态氉(t)与初始状态氉(0)联系起来的一种连续变换.为
保证概率守恒,要求(氉(t),氉(t))=(氉(0),氉(0)),即要求U 为幺正变换

U(t,0)+U(t,0)=U(t,0)U(t,0)+=1 (5灡3灡3)
亦即

U(t,0)+=U(t,0)-1 (5灡3灡3曚)
用式(5灡3灡2)代入式(5灡3灡1),得

i淈灥
灥tU

(t,0)氉(0)=HU(t,0)氉(0)

由于氉(0)是任意的,所以

i淈灥
灥tU

(t,0)=HU(t,0) (5灡3灡4a)

按式(5灡3灡2)及初条件,易见

U(0,0)=1 (5灡3灡4b)
解出式(5灡3灡4)(设 H 不显含t),得栙

U(t,0)=exp(-iHt/淈) (5灡3灡5)
在Schr昳dinger图像中,力学量(算符,不显含t)不随时间演化,人们只需讨论

其平均值和概率分布随时间的演化.例如,力学量F 的平均值煀F 随时间演化为[见

5灡1节,式(5灡1灡4)]

d
dt

煀F = 1
i淈

[F,H] (5灡3灡6)

其中

煀F(t)= (氉(t),F氉(t))= (U(t,0)氉(0),FU(t,0)氉(0)) (5灡3灡7)

= (氉(0),U(t,0)+FU(t,0)氉(0))

= (氉(0),F(t)氉(0)) (5灡3灡8)
而

F(t)=U(t,0)+FU(t,0)=exp(iHt/淈)Fexp(-iHt/淈) (5灡3灡9)
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U(t,0)=Texp - i
淈曇

t

0
H(t曚)d[ ]t曚

T为编时算符(Time灢orderingoperator).



5灡3灡2暋Heisenberg图像

煀F 随时间的演化,我们可以用另外一种图像来理解,即让煀F(t)随时间的改变
踿踿踿踿踿踿

完全由力学量
踿踿踿踿踿踿

(算符
踿踿

)F(t)来承担
踿踿踿

,而保持态矢量不随时间变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,如式(5灡3灡8)所示.
这种图像称为 Heisenberg图像(或 Heisenberg表象).由式(5灡3灡9)容易得出(注
意:以下如不特别声明,F 都是不显含t的力学量)

d
dtF

(t)= d
dtU

(t,0)æ

è
ç

ö

ø
÷

+ FU(t,0)+U(t,0)+F d
dtU

(t,0)

利用式(5灡3灡4a),得
d
dtF

(t)= 1
i淈

(-U+ HFU+U+FHU)

利用式(5灡3灡3),得
d
dtF

(t)= 1
i淈

(-U+ HUU+FU+U+FUU+ HU)

注意U+HU=H,有
d
dtF

(t)= 1
i淈

(-HF(t)+F(t)H)

所以

d
dtF

(t)= 1
i淈

[F(t),H] (5灡3灡10)

此式称为 Heisenberg方程.它描述在 Heisenberg图像中力学量(算符)随时间的

演化.
Schr昳dinger图像与 Heisenberg图像的比较:
(1)在Schr昳dinger图像中

踿踿踿
,量子态
踿踿踿氉(t)随时间演化

踿踿踿踿踿
,遵守
踿踿Schr昳dinger方程

踿踿
(5灡3灡1),力学量

踿踿踿F 不随时间演化
踿踿踿踿踿踿.与此相反

踿踿踿踿
,在
踿 Heisenberg图像中

踿踿踿
,态不随时间演
踿踿踿踿踿踿

化
踿

,而力学量
踿踿踿踿

(算符
踿踿

)F(t)随时间演化
踿踿踿踿踿

,遵守
踿踿 Heisenberg方程

踿踿
(5灡3灡10).

(2)在Schr昳dinger图像中,由于力学量(算符)不随时间演化,力学量完全集

的共同本征态(作为 Hilbert空间的基矢)也不随时间变,因而任何一个力学量(算
符)在这组基矢之间的矩阵元也不随时间变,但描述体系状态的矢量(在各基矢方

向上的投影或分量)是随时间改变的.与此相反,Heisenberg图像中,描述体系状

态的矢量不随时间变,但由于力学量(算符)随时间演化,因此,力学量完全集的共

同本征态随时间变,而且任何一个力学量在此一组运动的各基矢之间的矩阵元也

随时间演化.
(3)两种图像是等价的,凡物理上可观测的结果都不会因所采取图像不同而

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
异
踿.例如,力学量的平均值和概率分布.又例如,在Schr昳dinger图像中,如力学量F
是守恒量,即 [F,H]=0,则 在 Heisenberg 图 像 中 [注 意:H (t)=U (t,0)+

HU(t,0)=H]
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[F(t),H(t)]= [eiHt/淈Fe-iHt/淈,H]=eiHt/淈[F,H]e-iHt/淈 =0
F(t)仍然为守恒量.所以在量子力学中,一个力学量是否守恒量并不因图像不同

而异.
(4)处理具体问题时,可根据情况采用较方便的图像.通常处理问题,较多采

用Schr昳dinger图像.在讨论力学量(算符)和态矢在两种图像之间关系时,有时用

下标“S暠和“H暠区别Schr昳dinger图像和 Heisenberg图像(如仅限于在某一种表象

中来处理问题时,则完全无此必要).
例如,对于力学量,

FS(t)=FS(0)=FS暋暋(与时间无关)

FH(t)=eiHt/淈FSe-iHt/淈 (5灡3灡11)

d
dtFH(t)= 1

i淈
[FH(t),H] (5灡3灡12)

对于态矢量,

氉H(t)=氉H(0)=氉S(0)=eiHt/淈氉S(t) (5灡3灡13)

i淈灥
灥t氉S(t)=H氉S(t)

灥
灥t氉H(t)=0 (5灡3灡14)

以下举两个简单例子,让读者熟悉一下在 Heisenberg图像中处理问题的方法.
例1暋自由粒子

H =p2/2m
由于[p,H]=0,p为守恒量,所以p(t)=p(0)=p,而

d
dtr

(t)= 1
i淈

[r(t),H]= 1
i淈eiHt/淈 r,p

2

2[ ]m
e-iHt/淈 =eiHt/淈 p

m
e-iHt/淈 =

p
m

所以

r(t)=r(0)+
p
m
t (5灡3灡15)

例2暋一维谐振子

H = p2
x

2m+ 1
2m氊2x2

x(t)=eiHt/淈xe-iHt/淈

px(t)=eiHt/淈pxe-iHt/淈 (5灡3灡16)

容易求出

d
dtx

(t)= 1
i淈eiHt/淈[x,H]e-iHt/淈 =px(t)

m
d
dtpx(t)= 1

i淈eiHt/淈[px,H]e-iHt/淈 =-m氊2x(t)
(5灡3灡17)

因此
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d2

dt2x(t)= 1
m

dpx(t)
dt =-氊2x(t) (5灡3灡18)

与经典一维谐振子的 Newton方程形式上相同.解之,得

x(t)=c1cos氊t+c2sin氊t暋暋暋暋

px(t)=m d
dtx

(t)=-m氊c1sin氊t+mc2氊cos氊t

设初条件为

x(0)=c1 =x0

px(0)=mc2氊=p0,暋c2 =p0/m氊
则

x(t)=x0cos氊t+p0

m氊sin氊t

px(t)=p0cos氊t-m氊x0sin氊t
(5灡3灡19)

5灡3灡3暋相互作用图像

设

H =H0+H曚 (5灡3灡20)
通常 H曚表示体系与外界的相互作用,而 H0 表示体系本身(与外界无相互作用情

况下)的 Hamilton量,不显含时间t.与式(5灡3灡13)不同,令

氉I(t)=exp(iH0t/淈)氉S(t),即氉S(t)=exp(-iH0t/淈)氉I(t) (5灡3灡21)
容易证明

i淈灥
灥t氉I(t)=exp(iH0t/淈)(-H0+H)氉S(t)=exp(iH0t/淈)H曚氉S(t)

=exp(iH0t/淈)H曚exp(-iH0t/淈)·exp(iH0t/淈)氉S(t)
即

i淈灥
灥t氉I(t)=H曚I(t)氉I(t) (5灡3灡22)

式中

H曚I(t)=exp(iH0t/淈)H曚exp(-iH0t/淈) (5灡3灡23)

氉I(t)为相互作用图像(interactionpicture)中量子态的表示式,它与Schr昳dinger
图像中的量子态氉S(t)的关系如式(5灡3灡21)所示.H曚I(t)是 H曚在相互作用图像中

的表示式.一般说来,Schr昳dinger图像中的算符F 在相互作用图像中表示成

FI(t)=exp(iH0t/淈)Fexp(-iH0t/淈) (5灡3灡24)
容易证明

d
dtFI(t)= 1

i淈
[FI(t),H0] (5灡3灡25)

注意:(H0)I=H0.由式(5灡3灡22)和(5灡3灡25)可以看出,在相互作用图像中
踿踿踿踿踿踿踿踿

,
态矢
踿踿氉I(t)和力学量

踿踿踿踿
(算符
踿踿

)FI(t)都随时间而演化
踿踿踿踿踿踿踿.态矢的演化由相互作用

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
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H曚I(t)来支配
踿踿踿

,而力学量
踿踿踿踿

(算符
踿踿

)随时间的演化则由
踿踿踿踿踿踿踿踿 H0 支配

踿踿.相互作用图像是

介于Schr昳dinger图像和 Heisenberg图像之间的一种图像.相互作用图像在用

微扰论(相互相用 H曚视为微扰)来处理问题时有广泛的应用.特别是散射问题

中,H0 表示包含入射粒子与靶粒子各自的 Hamilton量,H曚表示入射粒子与靶

粒子的相互作用(视为微扰).

5灡4暋守恒量与对称性的关系的初步分析

在经典力学中,一个体系的力学量,一般说来是随时间而不断变化的.但可能

存在某些力学量,在运动过程中保持不变,这种力学量称为守恒量,或者叫运动积

分.例如,在中心力场中运动的粒子,角动量就是守恒量.找出了体系的一个守恒

量,往往可以使问题的处理大为简化.例如,求解粒子的 Newton方程(含时间二阶

导数)时,如能找到一个守恒量(运动积分),则可以简化为求解对时间的一阶微分

方程.
在经典力学中,守恒定律与体系对称性之间的密切联系,首先为Jacobi认识

到(1842)栙.他指出,对于一个能用Lagrange函数L描述的体系,如L在空间坐标

平移下具有不变性,则体系的动量守恒.如L 在空间转动下具有不变性,则体系的

角动量守恒.后来,J.R.Sch湽tz指出(1897)栚,L 在时间平移下的不变性,将导致

体系的能量守恒.在经典力学中守恒律与对称性的密切联系,在 Landau和 Lif灢
shitz所著《力学》一书中,有很好的表述栛.

然而守恒定律与对称性的紧密联系及其广泛运用,只在量子力学提出以后才

更显著,并逐步深入到物理学的基本术语中来栜.这一点与量子力学的态叠加原理

有深刻的联系栞.与经典力学相比,量子力学关于对称性的研究,大大丰富了对于

体系的认识.体系能级的简并性(除了真正的偶然简并之外),也总是与体系的对称

性有密切的联系.标记一个体系定态的好量子数以及表征一个体系的跃迁前后状

态关系的选择定则,总是与体系的某种对称性有直接的关系栟.此外,在应用量子

力学处理各种实际问题时,能严格求解者极少,即使采用了物理上某些简化假定或

模型,往往也很难求解.但如果能找到体系的某种对称性,就可以使问题求解在相

当程度上简化.这些将在本书卷栻中详细讲述.还应指出,在有些问题中,只需借
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C.G.J.Jacobi,Vorlesungen橞berDynamik,(Werke,Supplementband.Reimer,Berlin,1884).
J.R.Sch湽tz,G昳tt.Nachr.(1897),p.110.
L.D.Landau,E.M.Lifshitz,Mechanics,(Pergamon1977).
李政道,诺贝尔授奖仪式上的演讲.杨振宁,诺贝尔授奖仪式上的演讲.
R.P.Feynman,LecturesonPhysics,Vol.栿,QuantumMechanics.(Addison灢Wesley,17灢1,1965.)

E.P.Wigner,GroupTheoryanditsApplicationstotheQuantum MechanicsofAtomicSpectra,
(AcademicPress,N.Y.1959).



助于体系的对称性分析,而不必去严格求解Schr昳dinger方程,就可以得出一些很

重要的结论.这种情况在近代物理学中栙(例如,原子及分子物理、晶体物理、核物

理及粒子物理学中)是屡见不鲜的.
有一些对称性,例如空间反射对称性,在经典力学中得不出什么有价值的守恒

定律,而在量子力学中将导致宇称守恒定律及相应的跃迁选择定则.又如由全同粒

子组成的多粒子系,其 Hamilton量对于任何两个粒子交换是不变的.这在经典力

学中并不能帮助我们对体系的运动状态有什么更深入的认识.但在量子力学中,这
种交换对称性将对描述体系状态的波函数给予很强的限制(见5灡4节).金属的

Fermi气体模型,原子中的电子壳结构、原子核中的质子壳结构及中子壳结构都与

全同粒子的交换对称性有本质的联系.
设一个体系的状态用波函数氉描述,它随时间的变化满足Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉=H氉 (5灡4灡1)

考虑某种变换Q(不依赖于时间
踿踿踿踿踿踿

,并存在逆变换
踿踿踿踿踿踿Q-1).设在变换Q 下,波函数氉变

化如下:

氉曻氉曚=Q氉 (5灡4灡2)
体系对于变换的不变性表现为氉曚满足与氉 相同形式的运动方程式,即要求

i淈灥
灥t氉曚=H氉曚 (5灡4灡3)

即

i淈灥
灥tQ氉=HQ氉

用Q-1运算,得

i淈灥
灥t氉=Q-1HQ氉

与式(5灡4灡1)比较,要求

Q-1HQ =H (5灡4灡4)
即

QH =HQ
或

[Q,H]=0 (5灡4灡4曚)
式(5灡4灡4)就是体系的 Hamilton量在变换 Q 下的不变性在数学上的表达式

([注],见后).考虑到态叠加原理,Q 应为线性算符,再考虑到概率守恒,Q 应为幺

正算符

QQ+=Q+Q=1 (5灡4灡5)
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或者说Q 是幺正变换.凡满足式(5灡4灡4)的变换,称为体系的对称性变换(symme灢
trytransformation).物理学中的体系的对称性变换总是构成一个群,称为体系的

对称性群(symmetrygroup).在量子力学中也称之为Schr昳dinger群.
Q 可以为连续(continuous)变换(用一个或一组连续变化的参量来刻画,例

如,空间平移、空间旋转),也可以为离散(dircrete)变换(例如,空间反射、时间反

演).对于连续变换Q,可以考虑无穷小变换.令

Q=1+i毰F (5灡4灡6)

毰是刻画无穷小变换的参量(毰曻0+ ),要求Q 为幺正变换的条件为

Q+Q= (1-i毰F+)(1+i毰F)=1+i毰(F-F+)+O(毰2)=1
得

F+=F (5灡4灡7)
即F 为厄米算符,称之为连续变换Q 的无穷小算子(infinitesimaloperator).由于

F 是厄米算符,可以用它来定义一个与变换Q 相联系的力学量.按对称性变换的

要求,[Q,H]=0,可得出

[F,H]=0 (5灡4灡8)

F 就是与对称性变换Q 相应的守恒量.

[注]暋以上是从体系的 Hamilton量在某种变换下的不变性来讨论体系的对称性和守恒定

律.更根本来说,设一个变换不改变体系的各物理量的相互关系
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,则称为体系的一个对称性变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

换
踿.设体系的某一状态用氉描述,经过某种对称性变换后,则该状态用氉曚描述.同样,体系的另一

个状态用毤描述,经过同样的对称性变换之后,则用毤曚描述.对称性变换意味着状态之间的关系
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

不因变换而异
踿踿踿踿踿踿.按照量子力学的统计诠释,必须要求|(氉,毤)|=|(氉曚,毤曚)|.(注意:只要求标量积

的模不变.)基于这个要求,Wigner指出:对称性变换只能是幺正
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(unitary)变换或反幺正
踿踿踿踿踿踿

(anti灢
unitary)变换

踿踿.对于连续变换
踿踿踿踿踿踿

,它们可以从恒等变换出发,连续地经过无穷小变换来实现,这种变

换只能为幺正变换
踿踿踿踿踿踿踿.一个体系若存在一个守恒量

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,则反映体系有某种对称性
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(或不变性),反之不
踿踿踿

一定正确
踿踿踿踿.Wigner曾经指出,对于幺正对称性变换

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,的确存在相应的守恒量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,但对应于反幺正对
踿踿踿踿踿踿踿踿

称性变换
踿踿踿踿

(例如,时间反演不变性),并不存在相应的什么守恒量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.详细讨论,参阅E.P.Wigner,

GroupTheoryanditsApplicationstotheQuantum MechanicsofAtomicSpectra,(Academic
Press,N.Y.,1959),chap.26.

图5灡2

5灡4灡1暋空间的均匀性(平移不变性)与动量守恒

先考虑一维体系的无穷小平移(图5灡2),

x曻x曚=x+毮x (5灡4灡9)
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设描述体系状态的波函数

氉曻氉曚=D氉 (5灡4灡10)
显然

氉曚(x曚)=氉(x) (5灡4灡11)
即

D氉(x+毮x)=氉(x)
在上式中,把x换为x-毮x,则得

D氉(x)=氉(x-毮x) (5灡4灡12)
上式右边作 Taylor展开,得

氉(x-毮x)=氉(x)-毮x灥氉
灥x+… =exp -毮x 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

x氉(x)=exp(-i毮xpx/淈)氉(x)

式中

px =-i淈 灥
灥x

(5灡4灡13)

是体系空间平移(沿x方向)的无穷小算子,而平移算符为

D(毮x)=exp(-i毮xpx/淈) (5灡4灡14)
推广到三维空间体系的无穷小平移,

r曻r曚=r+毮r (5灡4灡15)
平移算符为

D(毮r)=exp(-i毮r·p/淈) (5灡4灡16)
无穷小算子为

p=-i淈

殼

(5灡4灡17)
即动量算符.

对于自由粒子,Hamilton量为

H =p2/2m (5灡4灡18)

显然,D-1HD=H,即
[D,H]=0

这就是自由粒子的空间平移不变性的数学表示.相应的无穷小平移算符p满足

[p,H]=0 (5灡4灡19)
即动量守恒

踿踿踿踿.

5灡4灡2暋空间各向同性(旋转不变性)与角动量守恒

先考虑一个简单情况,即体系绕定轴(取为z轴)的旋转,角坐标

氄曻氄曚=氄+毮氄 (5灡4灡20)
描述体系状态的波函数
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氉曻氉曚曉R氉 (5灡4灡21)
对于无自旋粒子的波函数(标量波函数),满足

氉曚(氄曚)=氉(氄) (5灡4灡22)
即

R氉(氄+毮氄)=氉(氄) (5灡4灡23)
上式中把变量氄曻氄-毮氄,则得

R氉(氄)=氉(氄-毮氄) (5灡4灡24)
上式右边做 Taylor展开

图5灡3

=氉(氄)-毮氄
灥氉
灥氄

+… =exp -毮氄
灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

氄氉(氄)

=exp -i毮氄lz/( )淈氉(氄) (5灡4灡25)
其中

lz =-i淈灥
灥氄

(5灡4灡26)

即体系绕z轴旋转的无穷小算子,而绕z轴的无穷小旋

转变换为

Rz(毮氄)=exp(-i毮氄lz/淈) (5灡4灡27)
推广到三维空间旋转(图5灡3),

r曻r曚=gr=r+毮r
毮r=毮氄暳r=毮氄n暳r

(5灡4灡28)

n为旋转轴方向的单位矢量.可以求出

g(毮氄)=

1 -毮氄z 毮氄y

毮氄z 1 -毮氄x

-毮氄y 毮氄x

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
=1-i毮氄·s/淈 (5灡4灡29)

其中

sx =淈
0 0 0
0 0 -i

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 i 0

,暋sy =淈
0 0 i
0 0 0
-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

i 0 0

sz =淈
0 -i 0
i 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 0

(5灡4灡30)

在此空间旋转下,标量波函数的变化如下:

氉曻氉曚曉R氉 (5灡4灡31)
而

氉曚(r曚)=氉(r) (5灡4灡32)
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即
R氉(r+毮r)=氉(r)

所以

R氉(r)=氉(r-毮r)=氉(r-毮氄n暳r)

曋氉(r)-毮氄(n暳r)·

殼

氉(r)=氉(r)-i
淈毮氄(n暳r)·p氉(r)

= 1-i
淈毮氄(n·l[ ])氉(r) (5灡4灡33)

其中
l=r暳p=-i淈r暳

殼

(5灡4灡34)
是空间无穷小旋转算子,亦即轨道角动量算符,而无穷小旋转变换表示为

R(毮氄)=exp(-i毮氄n·l/淈) (5灡4灡35)
对于空间各向同性的体系(例如,自由粒子,中心力场中粒子),

[R(毮氄),H]=0
即

[l,H]=0 (5灡4灡36)
角动量l=r暳p为守恒量.l是一个轴矢量(axialvector,偶宇称算符),而p为极矢

量(polarvector,是奇宇称算符).具有空间各向同性的体系,角动量为守恒量.
注意:体系的状态,并不一定是角动量的本征态,这要根据体系的初态性质来

决定.考虑到l的三个分量彼此不对易,但[l2,l毩]=0,毩=x,y,z,对于空间各向同

性的体系,其能量本征态可方便地选为(H,l2,lz)的共同本征态,而一般的状态可

以表示成它们的线性叠加.角动量(l2,lz)的共同本征态在空间旋转下具有很规律

的性质.体系的力学量也可以按照它们在空间旋转下的性质进行分类.此时将引进

不可约张量算子的概念.这些将在本书卷栻中详细介绍.
对于矢量波函数(自旋为1,例如,光子场)A(r),在空间旋转下,不仅函数的宗

量r作为一个矢量要发生变化r曻r曚=gr,而且A 本身作为一个矢量
踿踿踿踿踿踿踿踿

,它的分量之
踿踿踿踿踿

间的关系也要发生变化
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,

A(r)曻A曚(r曚)=gA(r) (5灡4灡37)
定义A曚曉RA,则

RA(r曚)=gA(r) (5灡4灡38)
即

RA(r+毮r)=gA(r)
亦即

RA(r)=gA(r-毮r) (5灡4灡39)
利用式(5灡4灡29)与(5灡4灡28),可得

RA(r)= 1-i
淈毮氄n·æ

è
ç

ö

ø
÷sA(r-毮氄n暳r)
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类似式(5灡4灡33)的推导,可得

RA(r)= 1-i
淈毮氄n·æ

è
ç

ö

ø
÷s 1-i

淈毮氄n·æ

è
ç

ö

ø
÷lA(r)

= 1-i
淈毮氄n·æ

è
ç

ö

ø
÷jA(r)+O[(毮氄)2] (5灡4灡40)

其中

j=l+s (5灡4灡41)
是总角动量算符.矢量波函数的无穷小旋转变换则表示为

R(毮氄)=exp(-i毮氄n·j/淈) (5灡4灡42)

s是自旋角动量,即矢量波函数的内禀角动量.由式(5灡4灡30)可得出

s2 =s2
x +s2

y +s2
z =2淈2

1 0 0
0 1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 1
=2淈2 (5灡4灡43)

本征值2淈2 记为s(s+1)淈2,即s=1,自旋为1(淈).关于自旋为1
2

的粒子的旋量

(spinor)波函数在空间旋转下的性质,将于本书卷栻第8章中讨论.

5灡4灡3暋空间反射不变性与宇称守恒

在空间反射变换P 作用下

氉(x,y,z)曻P氉(x,y,z)=氉(-x,-y,-z) (5灡4灡44)

P 是线性算符是明显的.以下证明它是厄米算符,即

P+=P (5灡4灡45)
证.因为

曇
+曓

-曓
氉* (r)P氄(r)d3x=曇

+曓

-曓
氉* (r)氄(-r)d3x暋暋(积分变量r曻-r)

=-曇
-曓

+曓
氉* (-r)氄(r)d3x=曇

+曓

-曓
[P氉* (r)]氄(r)d3x

=曇
+曓

-曓
氄(r)[P氉* (r)]d3x=曇

+曓

-曓
氉* (r)煄P氄(r)d3x

所以

P =煄P (5灡4灡46)
又根据式(5灡4灡44),显然P* =P,所以P+ =P.式(5灡4灡45)得证.

此外,按式(5灡4灡44),有

P2 =1 (5灡4灡47)
即两次反射等于恒等变换.由式(5灡4灡45)、(5灡4灡47)可知

P-1 =P =P+ (5灡4灡48)
所以P 也是幺正算符.

P 的本征值(实数)可如下求出,设
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P氉=毸氉 (5灡4灡49)
再用P 对两边运算,左边=P2氉=氉,右边=毸P氉=毸2氉,所以

毸2 =1,暋毸=暲1 (5灡4灡50)
即P 的本征值只有两个,即暲1.毸=+1对应的本征态,即

P氉(r)=氉(-r)=+氉(r) (5灡4灡51)
称为偶宇称(evenpariy)态.毸=-1对应的本征态,即

P氉(r)=氉(-r)=-氉(r) (5灡4灡52)
称为奇宇称(oddparity)态.

设一体系具有空间反射不变性,即
PHP-1 =H

亦即

[P,H]=0 (5灡4灡53)
则宇称P 为守恒量.此时,若体系的能量本征态不简并,则该能量本征态必有确定

宇称(参阅5灡1灡3节,推论1).但如能级有简并,则能量本征态并不一定有确定宇

称.但总可以把诸简并态适当线性叠加,构成宇称的本征态.例如,对于一维自由粒

子,Hamilton量为

H = 1
2mp

2
x =-淈2

2m
灥2

灥x2

显然有

[P,H]=0
宇称P 是守恒量.H 本征态可以选为e+ikx与e-ikx(相应能量都是淈2k2/2m),它们

分别代表往x正向与反向传播的平面波,也是动量px 的本征态(本征值为+淈k,

-淈k).这两个态都不是宇称的本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(k=0除外),但可以把两个解进行线性叠

加,使之成为宇称的本征态,即
1
2

(eikx +e-ikx)=coskx暋(宇称偶)

1
2i

(eikx -e-ikx)=sinkx暋(宇称奇)

对于一维运动的自由粒子,由于存在两个守恒量———动量px 及宇称P,而彼此又

不对易

[px,P]曎0
所以能级一般是简并的(k=0态除外)(见5灡1节讨论).对于二维和三维运动的自

由粒子,也有类似情况,但简并度更高.

不具有确定宇称的态,总可以分成两部分之和,一部分具有偶宇称,另一部分

具有奇宇称,即

氉=氉++氉- (5灡4灡54)
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其中

氉暲= 1
2

(1暲P)氉 (5灡4灡55)

显然

P氉暲=暲氉暲 (5灡4灡56)

例如,一维自由粒子波函数氉=eikx并不具有确定宇称,但

eikx = 1
2

(eikx +e-ikx)+1
2

(eikx -e-ikx)=coskx+isinkx

其中coskx宇称为偶,sinkx宇称为奇.式(5灡4灡54)即氉按照宇称本征态来展开.
不仅状态可按宇称的奇偶(即在空间反射下的性质)来分类,算符也可以按它

在空间反射下的性质来分类.
假设算符A 满足

[P,A]=0,暋 即 暋PA =AP
利用P-1=P,得

PAP =A (5灡4灡57)
这种算符A 称为偶宇称算符.例如,角动量算符l=r暳p,动能算符T=p2/2m 都

是偶宇称算符灡假设算符A 满足

[P,A]+曉PA+AP =0
因而

PAP =-A (5灡4灡58)
则称A 为奇宇称算符.例如,动量p,位置r.

一般的算符A 不一定具有这种性质,但总可以表示成

A =A++A- (5灡4灡59)
其中

A暲= 1
2

(A暲PAP) (5灡4灡60)

不难证明

PA暲P =暲A暲 (5灡4灡61)

A暲 分别为偶宇称和奇宇称算符.
这两类算符的矩阵元,具有下列宇称选择定则.设|毿曚暤,|毿曞暤分别代表宇称为

毿曚与毿曞的态(毿曚,毿曞=+或-,分别表示偶宇称态或奇宇称态).按照式(5灡4灡61),则

暣毿曚 A+ 毿曞暤= 暣毿曚 PA+P毿曞暤

=毿曚毿曞暣毿曚 A+ 毿曞暤=毮毿曚毿曞暣毿曚 A+ 毿曞暤 (5灡4灡62)

上式表示,只在宇称相同的两态(毿曚=毿曞)之间,偶宇称算符A+ 矩阵元才可能不为

0.类似可以证明
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暣毿曚 A- 毿曞暤=毮毿曚,-毿曞暣毿曚 A- 毿曞暤 (5灡4灡63)
即只在宇称相反的两态之间,奇宇称算符A- 的矩阵元才可能不为0.

按照算符在某种对称性变换下的性质来对它们分类的概念是很有用的,这对

计算矩阵元颇为方便,详见本书卷栻第8章.

5灡4灡4暋时间的均匀性与能量守恒

以上讨论的是涉及空间对称性的变换,都与时间无关.涉及时间的变换可分为

时间平移(timedisplacement)和时间反演(timeinversion).前者属于连续变换,是
一种幺正变换.后者则为离散变换.可以证明,时间反演并非幺正变换

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,而是一种反
踿踿踿踿踿

幺正变换
踿踿踿踿.时间反演不变性并不导致某种守恒量

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,这将在本书卷栻第8章中仔细讨

论.下面仅就时间平移不变性进行分析.
按照Schr昳dinger方程,

i淈灥
灥t氉=H氉 (5灡4灡64)

若 H 不显含t,则体系状态随时间的演化规律与时间零点的选取无关,即体系具有

时间均匀性.此时,态随时间的变化可表示为(见5灡2节)

氉(t)=e-iHt/淈氉(0) (5灡4灡65)

e-iHt/淈就是对体系进行时间平移t的算符.对于无穷小时间平移毮t,

氉(毮t)=D(毮t)氉(0)=e-iH毮t/淈氉(0)災 (1-iH毮t/淈)氉(0) (5灡4灡66)

H 的厄米性H + =H 保证了D(毮t)=exp(-iH毮t/淈)的幺正性,H 就是时间无穷

小平移算符.
H 的本征态,即能量本征态.然而应当注意,一个具有时间平移不变性的体系

的状态,并不一定就是能量本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,这要取决于体系的初态.若初态氉(0)是处于包

含 H 在内的一组守恒量完全集的本征态氉k,k是一组完备量子数,包括能量本征

值Ek,则

氉(t)=e-iEkt/淈氉k (5灡4灡67)
反之,若初态是若干能量本征态的叠加,

氉(0)= 暺
k
ak氉k (5灡4灡68)

则

氉(t)= 暺
k
ake-iEkt/淈氉k (5灡4灡69)

式中

ak = (氉k,氉(0)) (5灡4灡70)
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5灡5暋全同粒子系与波函数的交换对称性

5灡5灡1暋全同粒子系的交换对称性

自然界中存在各种不同种类的粒子,例如,电子、质子、中子、光子,毿介子等.
同一种粒子具有完全相同的内禀的客观属性,例如,静质量、电荷、自旋、磁矩、寿命

等.事实上人们正是根据这些不同的内禀的客观属性来划分各种不同种类的粒子.
人们把属于同一类的粒子称为全同(identical)粒子.

在经典力学中,每一种全同粒子,尽管它们的内禀属性完全相同,并不丧失它

们的“个性暠(individuality),因为经典粒子的运动有确切的轨道,人们可以对某一

时刻在某一地点的每个全同粒子进行编号(numbering),并根据尔后某一时刻在

轨道上某一地点识别出该粒子.在量子力学中,情况完全不同.按照不确定度关系

(波动粒子二象性),粒子有确切运动轨道的概念就失去意义.即使人们对在某一时

刻定域于空间某处的一个全同粒子进行了编号,人们也不能判定在经历一段时间

后在某时间和某一地点出现的粒子就是那个粒子.在量子力学中,每一个全同粒子

完全丧失了它的“个性暠.一般情况下,在原则上人们不能够分辨出每一个全同粒

子,并对它们进行编号.栙

Weisskopf曾经强调栚,全同性(identity)概念与粒子态的量子化有本质的联

系.在经典物理学中,由于粒子的性质和状态(例如,质量,形状,大小)可以连续变

化,谈不上两个粒子全同.两个粒子或两个物体的性质尽管可以任意地接近,但完

全相同的概率是无限小的.在量子力学中,由于态的量子化,两个量子态要就完全

相同,要就很不相同,没有连续的过渡.两个粒子,例如,两个银原子,不管它们经过

什么工艺过程制备出来,通常条件下都处于基态,都用相同的波函数(量子数)来描

述,所以我们说它们是全同的栛.
在自然界中经常碰到由同类粒子组成的多粒子系.例如,原子与分子中的电子

系,原子核中的质子系与中子系,金属中的电子气,中子星等.同类粒子组成的多粒
踿踿踿踿踿踿踿踿踿
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栙

栚

栛

L.LandauandE.M.Lifshitz,QuantumMechanics.NonrelativisticTheory,3rd.edition,(Perga灢
monPressLtd,U.K.),p.225,“byvirtueoftheuncertaintyprinciple,theconceptofthepathofanelectron
ceasestohaveanymeaning.暠“inquantummechanics,identicalparticlesentirelylosetheirindividuality.暠

V.F.Weisskopf,PhysicsintheTwentiethCentury,(MIT,Cambridge,MA,1972),p.24~51,

295~297.
在通常室温下,原子的全同性是有意义的,因为此时原子都处于基态,不能激发到量子化的激发能

级上去(激发能烅kT).但在高温(例如T曋106K)下,原子的全同性就会丧失,因为处于各种激发态的原子都

同时存在.在常温下,分子就不能使用全同性概念,因为分子的转动和振动自由度就可能被激发,因而两个分

子保持处于同一个量子态的概率是很小的.



子系的一个基本特征是
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

:Hamilton量对于任何两个粒子交换是不变的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栙,即交换对

称性(exchangesymmetry).例如,氦原子中的两个电子组成的体系,Hamilton
量为

H =p2
1/2m+p2

2/2m-2e2

r1
-2e2

r2
+ e2

旤r1-r2旤
当两个电子交换时(1曽曻2),H 显然是不变的,即

[P12,H]=0
其中P12是粒子1与粒子2的交换算符.事实上,全同粒子系的任何可观测量对于

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
两个粒子交换都是对称的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(不变的)栙 .例如,粒子密度算符和流密度算符

氀(r)= 暺
i
毮(r-ri)

j(r)= 1
2暺

i

pi

m毮(r-ri)+毮(r-ri)pi[ ]m
全同粒子系的 Hamilton量的交换对称性,反映到描述体系状态的波函数上,就有

了极深刻的内容.例如,对于氦原子,当人们在某处测得它的一个电子时,由于两个

电子的内禀属性完全相同,因此不可能(也不必要!)判断它究竟是两个电子中的哪

一个.换言之,只能说测量到有一个电子在那里,但不能说它是两个中的哪一个.对踿
于全同粒子多体系
踿踿踿踿踿踿踿踿

,任何两个粒子交换一下
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,其量子态是不变的
踿踿踿踿踿踿踿踿

,因为一切测量结
踿踿踿踿踿踿踿

果都不会因此有所改变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这样,全同粒子多体系的波函数

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,对于粒子交换就应具有
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

确定的对称性
踿踿踿踿踿踿

栙 .
应该指出,全同性不应认为只是一个抽象的概念,事实上全同性是一个可观测

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
量
踿

(见前引 Weisskopf一文).例如,与不同原子组成的双原子分子(例如,CO 分

子)不同,由同类原子组成的双原子分子(例如,C2 分子)的转动光谱和能级就有可

观测到的特异效应,例如,转动光谱线强度的变化也呈现特有的规律性(参阅

14灡2灡2节).又例如,全同粒子碰撞截面呈现出的特点栚(见13灡3节).
设由两个全同粒子组成的体系,用波函数氉(q1,q2)描述其状态,q1 与q2 分别

代表两个粒子的全部坐标
踿踿踿踿

(例如,包括空间坐标
踿踿踿踿

与自旋坐标
踿踿踿踿

).当两个粒子交换时,

氉(q1,q2)曻P12氉(q1,q2)=氉(q2,q1).试问这两个波函数描述的量子态有何不同?
不应有所不同,因为一切测量结果都看不出有什么差别.如果说有什么“不同暠,只
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P.A.M.Dirac,ThePrinciplesofQuantumMechanics,3rd.edition,p.207~211.Dirac指出,对于

全同粒子体系,“theHamiltonianshallbeasymmetricalfunctionofthe毼1,毼2,…,毼p,i.e.itshallremainun灢
changedwhenthesetsofvariables毼rareinterchangedorpermutedinanyway.Thisconditionmusthold,no
matterwhatperturbationsareappliedtothesystem.Infact,anyquantityofphysicalsignificancemustbea
symmetricalfunctionofthe毼曚s灡暠还可参见Cohen灢Tannoudji,etal.,QuantumMechanics,vol.栻,p.1372
的阐述灡

R.P.Feynman,R.B.LeightonandM.Sands,TheFeynmanLecturesonPhysics,vol.3,p.3灢9,
(Addison灢Wesley,Reading,MA,1965).



不过原来的“第1个暠粒子与“第2个暠粒子所扮演的角色对调了一下而已.但由于

两个粒子的内禀属性完全相同,这两种情况是无法区分的.所以只能认为
踿踿踿踿氉(q1,q2)

与
踿氉(q2,q1)描述的是同一个量子态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这样,就会对波函数的形式给予很强的限制
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

更一般情况,考虑由N 个全同粒子组成的多体系,其状态用波函数

氉(q1,q2,…,qN)
描述,Pij表示第i粒子与第j粒子交换的算符,即

Pij氉(q1,…,qi,…,qj,…,qN)曉氉(q1,…,qj,…,qi,…,qN) (5灡5灡1)
按上所述,Pij氉 与氉 描述的量子态完全一样,因此它们最多可以差一个常数因子

毸,即
Pij氉=毸氉 (5灡5灡2)

用Pij再运算一次,得
P2

ij氉=毸Pij氉=毸2氉
但P2

ij=1,所以

毸2 =1
因而

毸=暲1 (5灡5灡3)
即Pij有两个(而且只有两个)本征值:毸=暲1.这样,全同粒子的波函数必须满足下

列两关系式之一:

Pij氉=+氉 (5灡5灡4a)

Pij氉=-氉 (5灡5灡4b)
(i曎j=1,2,…,N)

满足式(5灡5灡4a)的,称为对称(symmetric)波函数;满足式(5灡5灡4b)的,称为反对称

波(anti灢symmetric)函数.所以,全同粒子系的交换对称性给了波函数一个很强的

限制,即要求它们对于任何两个粒子的交换,或者是对称
踿踿踿踿踿

,或者是反对称
踿踿踿踿踿踿.而且,

由于

[Pij,H]=0 (5灡5灡5)

Pij是一守恒量.因此,全同粒子系的波函数的交换对称性不随时间变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栙.
在5灡1节中已提到,一个量子力学体系,一般说来,并不一定处于它的某个守

恒量的本征态.例如,一个球对称体系所处状态并不一定是角动量的本征态,而一

个具有空间反射不变性的体系,所处状态也不一定具有确定的宇称.值得注意,交
换粒子的算符Pij(i曎j=1,2,…,N)并不都是彼此对易的

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
栚.因此一般说来,一个
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设体系初态为氉(0),具有确定的交换对称性,Pij氉(0)=毸氉(0).设 H 不显含t,则 氉(t)=e-iHt/淈

氉(0).考虑到[Pij,H]=0,可知Pij氉(t)=Pije-iHt/淈氉(0)=e-iHt/淈Pij氉(0)=毸e-iHt/淈氉(0)=毸氉(t).所以氉(t)与

氉(0)具有相同的交换对称性.
按5灡1灡3节的定理,全同粒子系的能量本征态,一般说来,存在简并,称为交换简并(exchangede灢

generacy).



全同粒子系的波函数氉(q1,…,qN)并不一定就是某个Pij的本征态,更不一定就是

所有Pij的共同本征态(除了特殊的状态以外).但后面我们将看到,所有
踿踿Pij的共同

踿踿踿
本征态是存在的
踿踿踿踿踿踿踿

栙.值得令人深思的是,在自然界中能实现的由同一类粒子组成的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

全同粒子系的波函数总是所有
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿Pij(i曎j=1,2,…,N)的共同本征态

踿踿踿踿踿踿
,即总具有确
踿踿踿踿踿

定的交换对称性
踿踿踿踿踿踿踿.此外,迄今所有一切实验表明,对于每一类粒子,它们的多体波函

数的交换对称性是完全确定的.例如,电子系的波函数,对于交换两电子总是反对

称的.而光子的多体波函数,则总是对称的.
实验还表明,全同粒子系的波函数的交换对称性与粒子自旋有确定的联系(关

于自旋问题,将于第9章讨论).凡自旋为
踿踿踿踿淈整数倍的粒子

踿踿踿踿踿踿
(s=0,淈,2淈,…),波函数

踿踿踿
对于交换两粒子总是对称的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.例如,毿介子(s=0),光子(s=淈).它们在统计物理中

遵守Bose统计法,故称为Bose子(boson).凡自旋为
踿踿踿踿淈的半奇数倍的粒子

踿踿踿踿踿踿踿踿
(s=淈/2,

3淈/2,5淈/2,…),波函数对于交换两粒子总是反对称的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.例如,电子、质子及中子等.它

们遵守Fermi统计法,故称为Fermi子(fermion).Bose统计法和Fermi统计法是在量

子力学建立之前就已提出.在量子力学提出后,是 Heisenberg等首先阐明Bose统计

和Fermi统计与全同粒子系的量子态的交换对称性的关系(参见1灡5节).栚

由“基本暠粒子组成的复杂粒子,例如,毩粒子或其他原子核,如在讨论的问题
踿踿踿踿踿踿踿

或过程中
踿踿踿踿

,内部状态保持不变
踿踿踿踿踿踿踿踿

,即其内部自由度被完全冻结
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,则也可以当成一类全
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

同粒子来看待
踿踿踿踿踿踿.如果它们是由Bose子组成,则仍然是Bose子,自旋为淈整数倍.如
果它们由奇数个Fermi子组成,则仍为Fermi子,自旋为淈的半奇数倍;但若由偶

数个Fermi子组成,则为Bose子,自旋为淈的整数倍.例如,2
1H1(氘核)及4

2He2(毩
粒子,即氦核)是Bose子,而3

1H2(氚核)及3
2He1 则为Fermi子.

下面将讨论在忽略粒子之间相互作用
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

的情况下如何去构成具有交换对称性

(对称或反对称)的波函数.在计及相互作用时
踿踿踿踿踿踿踿

,可以用它们作为基矢来展开
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.先讨

论两个全同粒子组成的体系,然后推广到多粒子体系.

5灡5灡2暋两个全同粒子组成的体系,Pauli原理

设有两个全同粒子(忽略它们的相互作用
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,但它们可以受外力作用,或者是自

由的),Hamilton量可表示为
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即完全对称的波函数和完全反对称的波函数.用群论语言来讲,置换群是一个非 Abel群,它的不可

约表示可用 Young图来标记.完全对称表示(一维)用 Young图 … 标记,基矢即完全对称态,即所

有Pij的共同本征态,本征值为+1.完全反对称表示(一维)用 Young图
汅

标记,基矢即完全反对称态,是所

有Pij的共同本征态,本征值为-1.
交换对称性所相应的守恒定律,即统计性(Bose统计或Fermi统计)不变.



H =h(q1)+h(q2) (5灡5灡6)
其中h(q)表示单粒子 Hamilton量,q代表单粒子的全部坐标(包括空间坐标,自旋

坐标等),h(q1)与h(q2)形式上完全一样,只不过1曽曻2交换一下.显然[P12,H]

=0.
单粒子 Hamilton量h(q)的本征方程为

h(q)氄k(q)=毰k氄k(q) (5灡5灡7)
设氄k 已正交归一化,k代表单粒子的一组完备的量子数.设两个粒子中有一个处

于氄k1
态,另一个处于氄k2

态,则氄k1
(q1)氄k2

(q2),氄k1
(q2)氄k2

(q1),或者它们的任意线

性叠加,对应的能量都是毰k1+毰k2
(这种与全同粒子系的交换对称性相联系的简并,

称为交换简并
踿踿踿踿

).但这些波函数还不一定具有交换对称性.
对于Bose子,要求对于交换是对称的.这里要分两种情况灡
k1曎k2,归一化的对称波函数可如下构成:

氉S
k1k2

(q1,q2)= 1
2
[氄k1

(q1)氄k2
(q2)+氄k1

(q2)氄k2
(q1)]

= 1
2
(1+P12)氄k1

(q1)氄k2
(q2) (5灡5灡8)

1/2是归一化因子.
k1=k2=k,归一化的对称波函数为

氉S
kk(q1,q2)=氄k(q1)氄k(q2) (5灡5灡9)

暋暋对于Fermi子,要求对于交换是反对称.这种波函数可如下构成:

氉A
k1k2

(q1,q2)= 1
2
(1-P12)氄k1

(q1)氄k2
(q2)

= 1
2
[氄k1

(q1)氄k2
(q2)-氄k1

(q2)氄k2
(q1)]

= 1
2

氄k1
(q1) 氄k1

(q2)

氄k2
(q1) 氄k2

(q2)
(5灡5灡10)

Pauli不相容原理

由式(5灡5灡10)可以看出,若k1=k2,则氉A曉0,即这样的状态是不存在的.这就

是Pauli不相容原理
踿踿踿踿踿

(exclusionprinciple),简称为Pauli原理
踿踿

———不能有两个全同
踿踿踿踿踿踿踿

Fermi子处于同一个单粒子态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.(注意:这里k代表足以描述

踿踿踿踿踿踿Fermi子状态的一组
踿踿踿踿踿踿

完备量子数
踿踿踿踿踿

,特别是要包括描述自旋
踿踿

态的量子数.)
众所周知,Pauli原理是一个基本的自然规律,它是原子壳结构理论的基础,是

在量子力学诞生之前的早期量子论的框架中发展提出的栙.按照Bohr在1921年
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左右概括出的复杂原子结构的规律栙,在原子中,电子分成若干群(层),各群(层)
电子以不同的半径绕原子核旋转.每一群电子用两个量子数(n,l)描述(详见6灡4
节).若原子处于外界强磁场中,还要引进磁量子数m 来描述原子能级的分裂.原
子结构决定了元素的物理性质及化学性质.Bohr曾经力图从他的原子结构理论去

阐明元素的周期律,但没有得到令人信服的结果栚.例如,当原子处于基态时,为什

么不是所有的电子都处于最内层的轨道? Bohr已经强调了这个问题.他还特别讨

论了氦原子最内层轨道的“填满暠的问题,并且认为这与氦原子光谱中存在两套互

无联系的光谱(见14灡2节)的奇怪现象有本质的联系.
Pauli对当时原子物理的实验及理论所存在的矛盾做了深刻的分析.除了化学

元素周期律之外,还涉及反常Zeeman效应及碱金属原子光谱的双线结构(见9灡3
节).他发现,在原子中要完全确定一个电子的能态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,需要四个量子数
踿踿踿踿踿踿踿

,并提出不相

容原理(exclusionprinciple)———在原子中
踿踿踿踿

,每一个确定的电子能态上
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,最多只能容
踿踿踿踿踿

纳一个电子
踿踿踿踿踿

,而每一个电子能态要四个量子数来描述
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.原来已知道的三个量子数

(n,l,m)只与电子绕原子核的运动有关.第四个量子数表示电子本身还有某种新

的内禀属性.而这个问题在同一年(1925)被 G.E.Uhlenbeck和S.Goudsmit解

决(见9灡1节),即电子除空间坐标外,还有自旋,而Pauli的第四个量子数就是电

子自旋投影的量子数ms,它可以取暲1/2两个值.
不久,矩阵力学与波动力学相继提出.从量子力学中波函数的反对称性来说明

Pauli原理的,则是 Heisenberg、Fermi和Dirac等人的工作栛.

例1暋设有两个相同的自由粒子,均处于动量本征态(本征值为淈k毩,淈k毬),试分别三种情况

讨论它们在空间的相对位置的分布概率,即空间波函数:(1)没有交换对称性情况,(2)对于交换

是反对称情况,(3)对于交换是对称情况.
解暋(1)在不计及交换对称性时,两个自由粒子的波函数可表示为

氉k毩k毬
(r1,r2)= 1

(2毿淈)3exp[i(k毩·r1 +k毬·r2)] (5灡5灡11)

r1 与r2 分别代表两个粒子的空间坐标.为便于研究相对位置的分布概率,令

r=r1 -r2 (相对坐标)

R= 1
2

(r1 +r2) (质心坐标)

k= (k毩-k毬)/2 (淈k,相对动量)

K=k毩+k毬 (淈K,总动量)

(5灡5灡12)

于是式(5灡5灡11)可化为
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N.Bohr,TheoryofSpectraandAtomicConstitution(1922,Carmbridge).
W.Pauli,NobelLecture,Dec13(1946).关于 Pauli原理提出的历史情况还可参阅 W.Pauli,Sci灢

ence103(1946),213;E.T.Whittaker,AHistoryoftheTheoriesofAetherandElectricity,chap.4;F.
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氉k毩k毬
(r1,r2)= 1

(2毿淈)3exp(iK·R+ik·r)= 1
(2毿淈)3/2exp(iK·R)毤k(r) (5灡5灡13)

式中

毤k(r)= 1
(2毿淈)3/2exp(ik·r) (5灡5灡14)

是相对坐标的波函数.以下只讨论相对位置的概率分布,它与质心运动无关.利用毤k(r)可以计

算在一个粒子周围,半径在(r,r+dr)之间的球壳层中找到另一个粒子的概率为

4毿r2P(r)dr曉r2dr曇旤毤k(r)旤2d毟=r2dr 4毿
(2毿淈)3 (5灡5灡15)

所以概率密度P(r)=1/(2毿淈)3 为常数,与r无关.
(2)对于交换是反对称的情况,波函数为

氉A
k毩k毬

(r1,r2)= 1
2

(1-P12)氉k毩k毬
(r1,r2)

注意:当1曽曻2时,r曻-r,R不变,上式可表示成

氉A
k毩k毬

(r1,r2)= 1
(2毿淈)3exp(iK·R)2isin(k·r) (5灡5灡16)

质心运动部分未改变,相对运动部分波函数为

毤A
k (r)曉 i

(2毿淈)3/2 2sin(k·r) (5灡5灡17)

由此可计算出

4毿r2PA(r)dr曉r2dr曇毤A
k (r)2d毟= 2r2dr

(2毿淈)3曇sin2(k·r)d毟

= 2r2dr
(2毿淈)3曇

2毿

0
d氄曇

毿

0
sin2(krcos毴)sin毴d毴=4毿r2dr

(2毿淈)3 1-sin2kr
2( )kr

所以

PA(r)= 1
(2毿淈)3 1-sin2kr

2( )kr
(5灡5灡18)

(3)对于交换是对称的情况,可类似求出

PS(r)= 1
(2毿淈)3 1+sin2kr

2( )kr
(5灡5灡19)

可以看出,三种情况下相对位置的概率分布是不同的.略去不关紧要的常数因子1/(2毿淈)3,令

x=2kr,则

P(r)曍

1+sinx
x

(交换对称情况)

1 (不计及交换对称情况)

1-sinx
x

(交换反对称情况

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )

(5灡5灡20)

可见,在空间波函数交换对称的情况下
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,两粒子靠近的概率最大
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而交换反对称情况下
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,两
踿

粒子靠近
踿踿踿踿

(x=0)的概率为
踿踿踿踿0(图5灡4).但当x曻曓,则P(r)曻1,三种情况将无什么差别,此时波

函数对称性的影响可以忽略.从这个具体例子可以看出,在三种情况下,两个全同粒子的相对位

置的分布概率是很不相同的,这是一个可观测的量子效应.
例2暋设自旋为零的粒子,所处状态可以用两个波包氄1(x)与氄2(x)描述(为简单起见,取为

一维粒子).设氄1 与氄2 在空间不重叠(如图5灡5),两粒子的相互作用为V(x1-x2 ).试计算

相互作用的平均值.
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图5灡4

解暋(1)先不考虑两粒子波函数的交换对称性,设粒子1处于氄1 态,粒子2处于氄2 态.两
个粒子的波函数应为

氉(x1,x2)=氄1(x1)氄2(x2) (5灡5灡21)

因此

煀V =曇氄*
1 (x1)氄*

2 (x2)V氄1(x1)氄2(x2)dx1dx2 梾梾
记为

D (5灡5灡22)

图5灡5

(2)考虑到全同粒子系的波函数的对称性,无自旋的两个全同粒子的波函数应为

氉S(x1,x2)= 1
2

[氄1(x1)氄2(x2)+氄1(x2)氄2(x1)] (5灡5灡23)

因此

煀V =曇氉S(x1,x2)*V氉S(x1,x2)dx1dx2 =D+E (5灡5灡24)

其中

D=曇氄*
1 (x1)氄*

2 (x2)V(x1 -x2 )氄1(x1)氄2(x2)dx1dx2

E=曇氄*
1 (x1)氄*

2 (x2)V(x1 -x2 )氄2(x1)氄1(x2)dx1dx2

(5灡5灡25)

D称为直接积分,E称为交换积分
踿踿踿踿

(它是由于波函数的交换对称性引起的).若氄1 与氄2 是任意两

个波函数,E一般不为零.但本题假设氄1(x)与氄2(x)在空间不重叠,即在氄1(x)不为零的区域,
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氄2(x)必为零,反之也一样,所以氄*
1 (x1)氄2(x1)=氄*

2 (x2)氄1(x2)=0,因此E=0.此时煀V=D,与
不考虑波函数的交换对称性时所得结果相同.

由此可以看出,若两个无自旋全同粒子的波函数定域于空间不同区域
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,就可以不考虑空间
踿踿踿踿踿踿踿踿

波函数的交换对称性
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这是因为两个粒子处于空间不同区域,可以根据所在区域的不同来把两

个粒子区分开来,因此可以对粒子编号,因而波函数的交换对称性也就不必考虑了.若氄1 与氄2

在空间有重叠,则一般说来E曎0,波函数的交换对称性就必须考虑.上述讨论,对于 Fermi子也

成立.交换积分(或称交换能)在分子共价键理论中是很重要的(详见14灡3节).

5灡5灡3暋N 个Fermi子体系

先考虑三个全同Fermi子组成的体系.由于Pauli原理,三个粒子只能处于三

个不同的单粒子态氄k1
、氄k2

和氄k3
,q1、q2 和q3 分别表示3个粒子的全部坐标.此时

反对称化的三粒子波函数可表示为

氉A
k1,k2,k3

(q1,q2,q3)= 1
3!

氄k1
(q1) 氄k1

(q2) 氄k1
(q3)

氄k2
(q1) 氄k2

(q2) 氄k2
(q3)

氄k3
(q1) 氄k3

(q2) 氄k3
(q3)

= 1
3!

[氄k1
(q1)氄k2

(q2)氄k3
(q3)+氄k1

(q2)氄k2
(q3)氄k3

(q1)

暋暋暋+氄k1
(q3)氄k2

(q1)氄k3
(q2)-氄k1

(q3)氄k2
(q2)氄k3

(q1)

暋暋暋-氄k1
(q2)氄k2

(q1)氄k3
(q3)-氄k1

(q1)氄k2
(q3)氄k3

(q2)]

=A氄k1
(q1)氄k2

(q2)氄k3
(q3) (5灡5灡26)

其中

A= 1
3!

(1+P23P13+P23P12-P13-P12-P23) (5灡5灡27)

称为反对称化算子(anti灢symmetrizer).
推广到N 个全同Fermi子体系,设N 个Fermi子处于k1<k2<…<kN 态上,

则N 粒子系的反对称波函数可如下构成:

氉A
k1…kN

(q1,…,qN)= 1
N!

氄k1
(q1) … 氄k1

(qN)

氄k2
(q1) … 氄k2

(qN)

……

氄kN
(q1) … 氄kN

(qN)

= 1
N!暺P毮PP[氄k1

(q1)氄k2
(q2)…氄kN

(qN)](5灡5灡28)

其中P 代表N 个粒子的某个置换(permutation).P[氄k1
(q1)…氄kN

(qN)]代表从一

个标准排列式

氄k1
(q1)氄k2

(q2)…氄kN
(qN) (5灡5灡29)

·881·



出发,经过置换P 作用后得到的一个排列.N 个粒子在N 个态上的不同排列数有

N! 个,或者说有N! 个置换.所以,在式(5灡5灡28)中共有N! 项波函数,而且彼此

都正交. 1
N!

是归一化因子.置换P 总可以表示成若干个对换(transposition,指

两粒子交换)之积.从标准排列式(5灡5灡29)出发,若需要经过奇数次对换才能达到

排列P[氄k1
(q1)…氄kN

(qN)],这种P 称为奇(odd)置换,对这种置换,毮P=-1.若需

要经过偶数次对换才能达到排列P[氄k1
(q1)…氄kN

(qN)],这样的P 称为偶(even)
置换,对这种置换,毮P=+1.可以证明,在 N! 个置换中,偶置换与奇置换各占一

半.因此,式(5灡5灡28)求和中,有一半为正项,一半为负项.
形式如式(5灡5灡28)的波函数,称为Slater行列式,可简记为

A氄k1
(q1)氄k2

(q2)…氄kN
(qN) (5灡5灡30)

而

A= 1
N!暺P 毮PP (5灡5灡31)

是反对称化算子.从反对称化波函数的Slater行列式可明显看出,不允许有两个

Fermi子处于同一个单粒子态(Pauli不相容原理).

5灡5灡4暋N 个Bose子体系

Bose子不受Pauli原理限制,可以有任意多个
踿踿踿踿踿踿踿Bose子处于相同的单粒子态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
设共有N 个Bose子,其中有

n1 个处于k1 态,
n2 个处于k2 态,
……
nN 个处于kN 态,

暺
N

i=1
ni =N (ni 中有一些可以为0,有一些可以大于1).此时,交换对称的多体波函

数可以表示成

暺
P
P[氄k1

(q1)…氄k1
(qn1掯 掲掱梺梺梺梺 梺梺梺梺

)

n1
个

氄k2
(qn1+1)…氄k2

(qn1+n2掯 掲掱梺梺梺梺梺 梺梺梺梺梺
)

n2
个

…氄kN
(qN
汃

)

nN
个

] (5灡5灡32)

这里的P 是指那些只对处于不同单粒子态的粒子进行对换而构成的置换
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,因只有

这样,上式求和中的各项才正交.这样的置换共有

N!
n1!…n2!…nN ! = N!

暻
N

i=1
ni!

(5灡5灡33)

个.因此,归一化的交换对称波函数可表示为

氉S
n1n2…nN

(q1,…,qN)=
暻
N

i=1
ni!

N! 暺
P
P[氄k1

(q1)…氄kN
(qN)] (5灡5灡34)
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例暋N=2的体系已在5灡5灡2节式(5灡5灡8)和(5灡5灡9)讨论过了.以下分析 N=3的全同

Bose子体系.三个单粒子态分别简记为氄1、氄2、氄3.分三种情况:
(1)n1=n2=n3=1

氉S
111(q1q2q3)= 1

3
[氄1(q1)氄2(q2)氄3(q3)+氄1(q2)氄2(q3)氄3(q1)

+氄1(q3)氄2(q1)氄3(q2)+氄1(q3)氄2(q2)氄3(q1)

+氄1(q2)氄2(q1)氄3(q3)+氄1(q3)氄1(q2)氄2(q1)] (5灡5灡35)
上式右边共有3! /1! ·1! ·1! =6项,各项都彼此正交.

(2)n1=2,n2=1,n3=0,

氉S
210(q1q2q3)= 1

3
[氄1(q1)氄1(q2)氄2(q3)+氄1(q1)氄1(q3)氄2(q2)+氄1(q1)氄2(q3)氄3(q2)]

(5灡5灡36)
上式右边共有3! /2! ·1! ·0! =3项,各项都彼此正交.

(3)n1=3,n2=n3=0,

氉S
300(q1q2q3)=氄1(q1)氄1(q2)氄1(q3) (5灡5灡37)

只有3! /3! ·0! ·0! =1项.

思考题1暋设体系包含两个粒子,每个粒子可处于三个单粒子态氄1、氄2、氄3 中的任一态,试
求体系可能态的数目,并写出相应的波函数.分三种情况:(1)两个粒子为全同Bose子;(2)两个

粒子为全同Fermi子;(3)非全同粒子.
答:(1)6个交换对称态.氄1(1)氄1(2),暋氄2(1)氄2(2),暋氄3(1)氄3(2)

1
2

[氄1(1)氄2(2)+氄1(2)氄2(1)]

1
2

[氄2(1)氄3(2)+氄2(2)氄3(1)]

1
2

[氄3(1)氄1(2)+氄3(2)氄1(1)]

(2)3个交换反对称态.
1
2

[氄1(1)氄2(2)-氄1(2)氄2(1)]

1
2

[氄2(1)氄3(2)-氄2(2)氄3(1)]

1
2

[氄3(1)氄1(2)-氄3(2)氄1(1)]

(3)32 个(=对称态数+反对称态数).
思考题2暋设有三个相同粒子,每一个均可以处于氄1、氄2、氄3 三个态中任何一个态,问:
(1)若不计及波函数交换置换对称性,这三个粒子系有多少可能状态? [答:27个]
(2)若要求波函数交换反对称,可能状态有几个? [答:1个]
(3)若要求波函数交换对称,可能状态有几个? [答:10个]
(4)对称态数目+反对称态数目=? [<27],如何理解这一结果?
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应当指出,全同粒子系的波函数的上述表达方式是比较繁琐的.其原因是:对
踿

于描述全同粒子系的状态来说
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,对各个粒子进行编号本来就没有意义
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,完全是多余
踿踿踿踿踿

的
踿.然而为了写出上述波函数的表达式

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
[在位形空间(configurationspace)的表达

式],又不得不先予以编号
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,以写出每一项波函数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,然后再把它们叠加起来
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,以满足
踿踿踿

交换对称性要求
踿踿踿踿踿踿踿.处理全同粒子多体系的更方便的方法是所谓二次量子化方法

踿踿踿踿踿踿踿
(见

本书卷栻第4章).在那种方法中采用了粒子数表象(particle灢numberrepresenta灢
tion),并引进粒子产生(creation)与湮没(annihilation)算符来表达多粒子态及各

种力学量.从一开头就计及多粒子系的状态的交换对称性,并不对粒子进行编号.

习暋暋题

5灡1暋证明暋力学量A(不显含时间t)的平均值对时间的二次微商为

-淈2 d2

dt2
煆A = [[A,H],H]暋暋(H 是 Hamilton量)

5灡2暋证明暋在不连续的能量本征态(束缚定态)下,不显含时间t的物理量(算符)对t的导

数的平均值为0.
5灡3暋证明暋对于波包(一维),有

d
dtx2 = 1

m
(xp+px)

5灡4暋对于一维运动粒子,设 H=p2/2m+V(x),
(1)利用[x,p]=i淈,证明

d
dtx2 = 1

m
(xp+px),暋 d

dtp2 =- p灥V
灥x+灥V

灥x( )p

(2)定义毮x=x-煀x,(殼x)2=(毮x)2=(x-煀x)2=x2-煀x2,

毮p=p-煀p,(殼p)2 = (毮p)2 = (p-煀p)2 =p2 -煀p2

证明

d
dt

(殼x)2 = 1
m

[(xp+px)-2xp]

d
dt

(殼p)2 =-[(ppx暋·+px暋·p)-2煀ppx暋·]

式中px暋· =d
dtp=mx暓灡

(3)定义毮xx暋· =xx暋· -xx暋· ,毮px暋· =px暋· -px暋· ,证明

d
dt

(殼x)2 = (毮x毮xx暋·+毮xx暋·毮x),暋 d
dt

(殼p)2 = (毮p毮px暋·+毮px暋·毮p)

d
dt殼(xp)曉 d

dt
(毮x毮p+毮p毮x)= (毮xx暋·毮p+毮x毮px暋·+毮px暋·毮x+毮p毮xx暋·)

参阅C.W.Wong,Am.J.Phys.64(1996)792.
5灡5暋多粒子体系,如不受外力,Hamilton量表示成

H = 暺
i

p2
i

2mi
+暺

i<j
V(ri-rj )

证明暋总动量暋P= 暺
i
pi 守恒.
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5灡6暋多粒子体系,如所受外力矩为0,则总角动量L= 暺
i
li 守恒.

5灡7暋证明:(1)对于经典力学体系,若A 与B 为守恒量,则{A,B}(Poisson括号)也是守恒

量(但不一定是新的守恒量).(2)对于量子力学体系,若A
暷

与B
暷

为守恒量,则[A
暷

,B
暷

]也是守恒

量(不一定是新的守恒量).
5灡8暋

Dx(a)=exp(-iapx/淈)=exp -a灥
灥( )x

表示体系沿x方向的平移距离a的算符,设f(x)与Dx(a)对易,求f(x)的一般形式.
答:要求f(x)=f(x-a),即f(x)为x的周期函数,周期为a.
5灡9暋证明暋周期场中的Bloch波函数(见3灡8节)

氄(x)=exp(ikx)毤k(x),毤k(x+a)=毤k(x)
是Dx(a)的本征态,相应本征值为exp(-ika)

图5灡6

5灡10暋设氉
(0)
m 是l

暷

z 本征态,相应本征值为 m(取淈=1),
证明

氉m =exp(-il
暷

x氄)exp(-il
暷

y毴)氉
(0)
m

是l
暷

n=l
暷

xsin毴cos氄+l
暷

ysin毴sin氄+l
暷

zcos毴的本征态(见图5灡6).
5灡11暋 采 用 Heisenberg 图 像,对 于 一 维 谐 振 子,计 算

[x(t1),x(t2)],[p(t1),p(t2)],[x(t1),p(t2)].

答:暋暋暋[x(t1),x(t2)]=i淈
m氊sin氊(t2-t1)

[p(t1),p(t2)]=im氊淈sin氊(t2-t1)
[x(t1),p(t2)]=i淈cos氊(t2-t1)

5灡12暋设 Hamilton算符表示为

H = l2
x

2J1
+ l2

y

2J2
+ l2

z

2J3
-(a1x+a2y+a3z)

(1)写出r和l(角动量)的 Heisenberg方程.
(2)若J1=J2,a1=a2=0,列出主要的守恒量.

5灡13暋设 H=
p2

2毺
+氊lz,求l和p 的 Heisenberg方程,以及它们的平均值随时间的变化.

答:暋暋暋暋dlz

dt=0,d
dt

(lx+ily)=i氊(lx+ily)

焵lx(t)=焵lx(0)cos氊t-焵ly(0)sin氊t
ly(t)=lx(0)sin氊t+焵ly(0)cos氊t

5灡14暋(1)设U(t)为幺正算符,对t可微,证明i淈dU
dt

可以表示成

i淈dU
dt = HU

其中 H 为厄米算符.

(2)设i淈dU
dt=HU 成立,H 为厄米算符,证明UU+ 满足方程

i淈 d
dt

(UU+)= [H,UU+]
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进而再证明,如t=t0 时U(t0)为幺正算符,则U(t)总是幺正算符.
5灡15暋验证积分方程

B
暷

(t)=B
暷

0 +iA
暷

,曇
t

0
B
暷

(氂)d[ ]氂

有下列解:

B
暷

(t)=exp(iA
暷

t)B(0)exp(-iA
暷

t)

其中A
暷

与时间无关.
5灡16暋证明暋在 Galileo变换下,Schr昳dinger方程具有不变性.设惯性坐标系 K曚以速度v

相对于惯性系K(沿正x轴方向)运动(图5灡7),空间任何一点在两个坐标系中的坐标满足

x=x曚+vt曚,暋y=y曚,暋z=z曚
t曚={ t

势能在K曚、K 两坐标系中的表示式有下列关系:

V曚(x曚,t曚)=V曚(x-vt,t)=V(x,t)

图5灡7

证明暋在K曚中Schr昳dinger方程为

i淈灥氉曚
灥t曚 = -淈2

2m
灥2

灥x曚2 +( )V曚 氉曚

则在K 中

i淈灥氉
灥t= -淈2

2m
灥2

灥x2 +( )V 氉

其中

氉(x,t)=expi mv
淈x-mv2

2淈( )[ ]t 氉曚(x-vt,t)

5灡17暋设体系的能量本征态记为|n暤,H|n暤=En|n暤,力学量A 在能量表象中矩阵元记为

Akn=暣k A n暤,证明

dA
d( )t kn

=i氊knAkn暋暋

其中

氊kn = (Ek -En)/淈
5灡18暋设 H=p2/2毺+V(r),试用纯矩阵的运算,证明下列求和规则:

暺
n

(En -Em)xnm
2 =淈2/2毺

其中x是r的一个Cartesian分量,暺
n

指对一切可能态求和,En 是相应于n态的能量.
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提示:求[H,x],[[H,x],x],然后求矩阵元暣n|[[H,x],x]|m暤.
5灡19暋设F(r,p)为厄米算符,证明在能量表象中的求和规则:

暺
n

(En -Ek)Fnk
2 = 1

2
暣k旤[F,[H,F]]旤k暤

5灡20暋对任意算符F(r,p)及其厄米共轭F+ ,证明在能量表象中有下列求和规则:

暺
n

(En -Ek)(Fnk
2 + Fkn

2)= 暣k旤[F+,[H,F]]旤k暤

5灡21暋对于一维运动粒子,设 H=p2

2毺
+V(x),设F(x)为x的可微函数,证明

暺
n

(En -Ek)Fnk
2 =淈2

2毺
暣k F曚 2 k暤

特例暋令F(x)=x,则

暺
n

(En -Ek)xnk
2 =淈2

2毺
推广到三维运动的粒子,H=p2/2毺+V(r),设F(r)为可微函数,则

暺
n

(En -Ek) 暣n F k暤2 =淈2

2毺
暣k

殼

F 2 k暤

5灡22暋一维运动粒子,H=p2/2毺+V(x),设毸为实参数,证明在能量表象中

暺
n

(En -Ek) 暣n旤exp(i毸x)旤k暤2 =淈2毸2

2毺
5灡23暋设F(r,p)为任意算符,F+ 为其厄米共轭,证明在能量表象中的求和规则:

暺
n

(En -Ek)2 Fnk
2 = 暣k [H,F][H,F]+ k暤

如F为厄米算符,则

暺
n

(En -Ek)2 Fnk
2 =-暣k [H,F]2 k暤

5灡24暋对于一维粒子,H=p2/2毺+V(x),证明求和规则:

暺
n

(En -Ek)2 xnk
2 =-2淈2灥Ek

灥毺
5灡25暋对于中心力场中粒子的s态(l=0)和p态(l=1),证明

暺
n

(En曚s -Enp)2 zn曚s,np
2 =2淈2

3毺
p2

2毺 n曚s

如中心力场V(r)曍r毻,利用位力(virial)定理,进一步证明

暺
n

(En曚s -Enp)2 zn曚s,np
2 = 2毻

3(2+毻)
淈2

毺
En曚s

5灡26暋对于一维谐振子,试利用能级公式,位力(virial)定理及求和规则,计算矩阵元xnk.

答:xnk= 淈
毺氊

n+1
2 毮k,n+1+n

2毮k,n( )-1

·491·



第6章暋中 心 力 场

6灡1暋中心力场中粒子运动的一般性质

在自然界中,广泛碰到物体在中心力场中运动的问题.例如,地球在太阳的万

有引力场中的运动,电子在原子核的 Coulomb场中的运动等.无论在经典力学中

或在量子力学中,中心力场问题都占有特别重要的地位.值得注意的是:最重要的

几种中心力场———Coulomb场或万有引力场,各向同性谐振子场以及无限深球方

势阱,是量子力学中能求出其解析解的少数问题中的几个.Coulomb场(以及屏蔽

Coulomb场)在原子结构研究中占有特别重要的地位,而各向同性谐振子场(二维

和三维),球方势阱以及 Woods灢Saxon势,则在原子核结构的研究中占有重要地

位.重介子(近似看成夸克偶素,quarkonium)的质谱分析,显示出线性中心势和对

数中心势的某些特征.下面先研究在中心力场中运动的一般性质.在这里,角动量
踿踿踿

守恒
踿踿

起了重要的作用.

6灡1灡1暋角动量守恒与径向方程

在中心力场V(r)中运动的粒子,最重要的特征是角动量l=r暳p 守恒.对于

经典粒子,这个结论是很明显的,因为(设粒子质量为毺)

d
dtl=dr

dt暳p+r暳dp
dt=v暳毺v+r暳F=r暳 -r

r
dV
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

r =0 (6灡1灡1)

其物理含义是,粒子所受到的力矩(相对于力心)为零.考虑到l·r=0,l·p=0,中
心力场中经典粒子的运动必为平面运动

踿踿踿踿.运动平面的法线方向即守恒量l的方向.
在选择合适的参照系后,中心力场中经典粒子的运动即可化简为一个平面运动.但
应当注意,粒子在平面内的运动轨道

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,一般说来
踿踿踿踿

,是不闭合的
踿踿踿踿踿

栙.

在量子力学中,不难证明角动量也是守恒量.因为角动量算符l
暷

=r暳p
暷 与

Hamilton量

H
暷

=p2

2毺
+V(r)=-淈2

2毺

殼

2+V(r) (6灡1灡2)
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栙 经典力学有一个著名的Bertrand定理———只当中心力为平方反比力或 Hooke力时,粒子束缚运动

轨道才是闭合的.即只当V(r)为万有引力势(或 Coulomb引力势)或各向同性谐振子势时,束缚轨道才是闭

合的.这与体系的动力学对称性密切相关.详细讨论可参阅 H.Goldstein,ClassicalMechanics,2nded.3灡5
节及 App灡A,Addision灢Wesley,NewYork,1980.原始文献见J.Bertrand,ComptesRendus77(1873)849.



对易栙 ,

[l,H
暷

]= [l
暷

,p2/2毺]+[l
暷

,V(r)]=0 (6灡1灡3)

栙暋l
暷

是三维转动的无穷小算符,而p2=p·p是转动下的标量,所以[l
暷

,p2]=0.此外,l
暷

算符只依

赖于角变量(毴,氄),所以[l
暷

,V(r)]=0.

栚暋直接计算可以证明,p2r=-淈2 灥2

灥r2+ 2
r

灥
灥( )r =-淈2 1

r2
灥
灥rr

2 灥
灥r=-淈2 1

r
灥2

灥r2r,因此,H=p2r

2毺
+

l2

2毺r2.注意,pr 为厄米算符,-i淈 灥
灥r

则否.

但与经典力学有一个明显的不同,即守恒量l
暷

的三个分量彼此不对易,所以中心

力场中粒子的角动量的三个分量,一般说来不能同时具有确定值(角动量为0的态

除外).所以中心力场中粒子的运动,在量子力学中不能简化为一个平面运动.此

外,考虑到存在三个不对易的守恒量l
暷

x、l
暷

y和l
暷

z,按5灡1灡3节中的定理,中心力场
踿踿踿踿

中粒子的能级一般是简并的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.因此,仅根据能量本征值

踿踿踿踿踿踿踿踿
,并不能把本征态完全确定
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

下来
踿踿

,而需要找寻一组守恒量完全集,用它们的共同本征态来标记一个定态.考虑

到尽管l
暷

的三个分量不对易,但[l
暷

2,l
暷

毩]=0,(毩=x,y,z),而且[l
暷

2,H
暷

]=0,通常

选用(H
暷

,l
暷

2,l
暷

z)作为守恒量完全集
踿踿踿踿踿踿

,用它们的共同本征态来对定态进行分类.此
时,属于同一能级的诸简并态就可以完全标记清楚,它们的正交归一性也自动得到

保证.
能量本征方程为

-淈2

2毺

殼

2+V(r[ ])氉=E氉 (6灡1灡4)

考虑到中心力场的特点(球对称性),选用球坐标是方便的.此时,利用[见4灡1节式

(4灡1灡29)]
殼

2= 1
r2

灥
灥rr

2 灥
灥r- l2

淈2r2 = 1
r

灥2

灥r2r- l2

淈2r2 (6灡1灡5)

方程(6灡1灡4)可化为

-淈2

2毺
1
r2

灥
灥rr

2 灥
灥r+ l2

2毺r2 +V(r[ ])氉=E氉 (6灡1灡6)

即

-淈2

2毺
1
r

灥2

灥r2r+ l2

2毺r2 +V(r[ ])氉=E氉 (6灡1灡7)

上式左边第二项称为“离心势能暠(centrifugalpotential),角动量愈大,则离心势能

愈大.第一项可以表示为1
2毺

p2
r,称为径向动能栚 ,其中

pr =-i淈 灥
灥r+1æ

è
ç

ö

ø
÷

r =p+
r (6灡1灡8)
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是径向动量.如取氉为(H,l2,lz)的共同本征态,即

氉(r,毴,氄)=Rl(r)Ym
l (毴,氄)暋暋暋暋

l=0,1,2,…,暋暋m =l,l-1,…,-l (6灡1灡9)

栙暋利用 Hellmann灢Feynman定理可以证明:Enrl
随l增大而增大.进而证明中心力场中基态必为s态

(l=0)(见6灡5节).

则得到径向方程

1
r

d2

dr2r+2毺
淈2(E-V(r))-l(l+1)

r[ ]2 Rl =0暋暋暋

即

d2Rl

dr2 +2
r

dRl

dr + 2毺
淈2(E-V(r))-l(l+1)

r[ ]2 Rl =0

l=0,1,2,… (6灡1灡10)
不同的中心力场V(r),就决定了不同的径向波函数及能量本征值.径向方程

(6灡1灡10)中不含磁量子数m.因此,能量本征值与
踿踿踿踿踿踿m 无关

踿踿.这是很容易理解的,由于中

心力场的球对称性,粒子的能量显然与z轴的取向无关.但在中心力场中运动的粒子

的能量,与角量子数l有关.在给定l值情况下,m=-l,-l+1,…,l-1,l,共有(2l+
1)个可能取值.因此,一般说来

踿踿踿踿
,中心力场中粒子的能级是
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(2l+1)重简并
踿踿踿.

在求解方程(6灡1灡10)时,作下述替换是方便的.令

Rl(r)=氈l(r)/r (6灡1灡11)
代入式(6灡1灡10),得

氈曞l+ 2毺
淈2(E-V(r))-l(l+1)

r[ ]2 氈l =0 (6灡1灡12)

在一定的边条件下求解径向方程(6灡1灡10)或(6灡1灡12),即可得出粒子能量的本征

值E.对于非束缚态,E 是连续变化的.对于束缚态,则能量是量子化的.在束缚态

边条件下求解径向方程时,将出现径向量子数nr,nr=0,1,2,…,它代表径向波函

数的节点数(r=0,曓不包括在内).E 依赖于量子数nr 和l,但与 m 无关,记

为Enrl.
在给定l情况下,随nr 增加(径向波函数节点增多),Enrl

增大,所以nr 也可以

作为能级(给定l)高低的编序.与此类似,给定nr 情况下,随l增大(“离心势能暠增
大),Enrl

也增大栙 .按光谱学上的习惯,把
l=0,1,2,3,4,5,6,7,…

的态分别记为

s,p,d,f,g,h,i,j,…
习惯上分别称为“s轨道暠,“p轨道暠,……等等.

6灡1灡2暋Schr昳dinger方程的解在r曻0邻域的行为

下面假定V(r)满足:
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当r曻0时,暋r2V(r)曻0 (6灡1灡13)
通常碰到的中心力场均满足此条件.例如,谐振子势(V曍r2),线性中心势(V曍r),

对数中 心 势 (V 曍lnr),球 方 势 或 自 由 粒 子,Coulomb 势 V曍1æ

è
ç

ö

ø
÷

r
,汤 川 势

V曍1
re-毩æ

è
ç

ö

ø
÷

r 等.在条件(6灡1灡13)下,当r曻0时,方程(6灡1灡10)渐近地表示成

d2Rl

dr2 +2
r

dRl

dr -l(l+1)
r2 Rl =0 (6灡1灡14)

在正则奇点r=0邻域,设Rl曍rs,代入上式,得
s(s+1)-l(l+1)=0 (6灡1灡15)

此即指标方程(characteristicequation).解之,得两个根

s1 =l,暋s2 =-(l+1) (6灡1灡16)
即径向波函数在r曻0邻域的行为是

Rl(r)曍rl暋 或 暋r-(l+1) (6灡1灡17)
由于指标方程的两根之差(s1-s2=2l+1)为整数,在径向方程的正则奇点

r=0邻域求解时,如采用级数解法求解,让解表示成下列形式:

Rl(r)=rs暺
曓

k=0
akrk (6灡1灡18)

则两个指标s1 和s2 所相应的解可能是线性相关的(即实质上是同一个解,例如,三
维氢原子的情况,详见吴大猷《量子力学》(甲部),p.101.)此时另一个线性无关解

需用它法求之(见附录八).当然,也可能两个指标对应的形式如式(6灡1灡18)的级数

解是线性独立的(例如,三维谐振子,自由粒子).但无论如何,方程(6灡1灡10)的两个

线性独立解,在r曻0时的渐近行为,一个是 Rl(r)曍rl,另一个则为 Rl(r)曍
r-(l+1),是确切无疑的.

下面我们来论证,渐近行为是Rl(r)曍r-(l+1)的解必须抛弃.理由如下:按照波

函数的统计诠释,在r曋0邻域任意体积元中找到粒子的概率应为有限值.当r曻0
时,若Rl(r)曍1/rs,必须s<3/2(见2灡2节).因此,当l曎0时,Rl(r)曍r-(l+1)解是

不能取的.但 对 于l=0 的 解,R0 (r)曍 1
r

并 不 违 反 此 要 求.然 而l=0 的 解

氉0=R0(r)Y0
0= 1

4毿
R0(r)曍1

r
,并不满足Schr昳dinger方程(6灡1灡4)(如果把点r=

0包含在内的话),因为

殼

21
r =-4毿毮(r) (6灡1灡19)

因而

(H-E)氉0 =2毿淈2

毺
毮(r) (6灡1灡20)
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对于二维中心力场,亦有类似的结论(见6灡6节).
这样我们得出下列重要结论:量子力学中求解中心力场的径向方程(6灡1灡10)

时,径向波函数只能取
踿踿踿踿踿踿踿踿r曻0时

踿Rl(r)曍rl 的解
踿踿.因此,求解径向方程(6灡1灡12)时,

要求

r曻0时,暋氈l(r)=rRl(r)曻0 (6灡1灡21)
特别讨论一下l=0情况下的径向方程.此时径向方程(6灡1灡12)化为

d2氈0

dr2 +2毺
淈2[E-V(r)]氈0 =0 (6灡1灡22)

氈0(r)r曻
曻
0
0 (6灡1灡23)

可以看出,这与一维势场V(x)中的Schr昳dinger方程相似.但应注意,变量r曒0,
而一维问题-曓<x<曓.因此,把三维或二维中心力场中l=0的计算结果外推到

一维势阱中粒子的运动时,必需注意到这一点.
例暋线性中心势的能谱.
线性中心势的形式为

V(r)=Fr暋暋(F>0) (6灡1灡24)

在一般情况下,很难求出其径向方程的解析解,往往要用近似方法(变分法,WKB法等)求解.但
对于s态(l=0),则可找出其解析形式的解.此时径向方程(6灡1灡12)化为

氈曞0 +2毺
淈2(E-Fr)氈0 =0暋暋(E>0) (6灡1灡25)

边条件为

氈0(r)r曻
曻
0

0 (6灡1灡26)

氈0(r)r曻
曻

曓
0暋暋(束缚态) (6灡1灡27)

其形式与一维线性势相似(见3灡7节),因此,3灡7节中的结果可以搬到这里来.采用自然单位

(毺=淈=F=1),方程(6灡1灡25)化为

氈曞0 +2(E-r)氈0 =0 (6灡1灡28)

根据边条件(6灡1灡26)与(6灡1灡27),可以求出能量本征值为(添上自然单位,参见3灡7节)

En = 淈2F2

2( )毺

1/3

毸n,暋n=1,2,3,… (6灡1灡29)

毸n 是下列方程的根,

J1/3
2
3毸3/( )2 +J-1/3

2
3毸3/( )2 =0 (6灡1灡30)

其数值结果为

毸1 =2灡338,暋毸2 =4灡088,暋毸3 =5灡521,暋毸4 =6灡787,…

线性中心势在分析重介子(例如,J/氉,毚)的质谱时是有用的,即把它们近似看成由两个重夸

克(quark)组成的夸克偶素(quarkonium),两夸克之间有线性中心势的作用.例如,J/氉 看成

(c焵c),毚看成(b焻b),计算结果与实验大致符合.由于夸克质量很大,相对论效应不很重要,用非相

对论量子力学来分析其低激发谱取得一定成功是可以理解的.与实验观测的比较,不仅涉及s
态,还要涉及l曎0的态,这时就要用近似方法求解.
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6灡1灡3暋二体问题

应指出,实际问题中出现的中心力场问题,常常是二体问题.例如,两个质量分

别为m1 与m2 的粒子,坐标记为r1 与r2,相互作用是V(r1-r2 ),只依赖于相对

距离.这个二粒子体系的能量本征方程为

- 淈2

2m1

殼

1
2- 淈2

2m2

殼

2
2+V(r1-r2[ ])毞(r1,r2)=ET毞(r1,r2)

(6灡1灡31)

ET 为体系的总能量.引进质心坐标R及相对坐标r为

r=r1-r2暋暋R=m1r1+m2r2

m1+m2
(6灡1灡32)

可以证明

1
m1

殼

1
2+ 1

m2

殼

2
2= 1

M

殼

R
2+1

毺

殼

2 (6灡1灡33)

其中

M =m1+m2暋暋暋暋暋(总质量)

毺=m1m2/(m1+m2)暋暋暋(约化质量) (6灡1灡34)

殼

2
R= 灥2

灥X2 + 灥2

灥Y2 + 灥2

灥Z2

殼
2= 灥2

灥x2 + 灥2

灥y2 + 灥2

灥z2

这样,方程(6灡1灡31)化为

-淈2

2M

殼

R
2-淈2

2毺

殼

2+V(r[ ])毞 =ET毞 (6灡1灡35)

此方程显然可以分离变数,即与经典力学一样,可以把质心运动与相对运动分

开.令

毞 =毤(R)氉(r) (6灡1灡36)
代入式(6灡1灡35),分离变数后,得

-淈2

2M

殼

R
2毤(R)=EC毤(R)暋暋暋暋暋暋暋暋 (6灡1灡37)

-淈2

2毺

殼

2+V(ræ

è
ç

ö

ø
÷)氉(r)= (ET -EC)氉(r)=E氉(r) (6灡1灡38)

式(6灡1灡37)描述质心的运动,是一个自由粒子的能量本征方程,EC 是质心运动能

量.这一部分与我们研究的体系的内部结构无关,不必考虑.式(6灡1灡38)描述两个

粒子的相对运动部分,E=ET-EC 是相对运动能量.可以看出,式(6灡1灡38)与单体

波动方程(6灡1灡4)完全一样,只不过应把毺理解为约化质量,E 理解为相对运动

能量.
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练习1暋证明下列关系式:

p=毺rx暋· = 1
M

(m2p1 -m1p2)暋暋暋暋 (相对动量) (6灡1灡39)

P= MR
·
=p1 +p2暋暋暋暋 (总动量) (6灡1灡40)

L=l1 +l2 =r1 暳p1 +r2 暳p2

=R暳P+r暳p暋暋暋暋 (总角动量) (6灡1灡41)

T= p2
1

2m1
+ p2

2

2m2
= P2

2M+p2

2毺
暋暋暋 (总动能) (6灡1灡42)

反之,

r1 =R- 毺
m1

r,暋暋暋r2 =R- 毺
m2

r (6灡1灡43)

p1 = 毺
m2

P-p,暋暋暋p2 = 毺
m1

P-p (6灡1灡44)

练习2暋试求总动量P=p1+p2 及总角动量L=l1+l2 在R、r表象中的算符表示.

P=-i淈

殼

R,暋暋L=R暳P+r暳p,暋暋p=-i淈

殼

r (6灡1灡45)

6灡2暋球 方 势 阱

6灡2灡1暋无限深球方势阱

考虑在半径为a的球形匣子中运动的粒子,这相当于粒子在一个无限深球方

图6灡1

势阱中运动(见图6灡1),

V(r)=
0 r<a
曓 r>{ a

(6灡2灡1)

先考 虑 最 简 单 的 情 况,即 无 限 深 势 阱 中 的 s 态

(l=0),此时径向方程[见6灡1节,式(6灡1灡22)]为

氈曞0+2毺
淈2[E-V(r)]氈0 =0 (6灡2灡2)

令

k= 2毺E/淈暋暋暋(E >0) (6灡2灡3)
则

氈曞0+k2氈0 =0暋暋暋(0曑r曑a) (6灡2灡4)
边条件为

氈0(0)=0 (6灡2灡5a)

氈0(a)=0 (6灡2灡5b)
按边条件(6灡2灡5a),方程(6灡2灡4)的解可表示为

氈0(r)曍sinkr暋暋暋(0曑r<a)
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再利用边条件(6灡2灡5b),得

ka= (nr+1)毿,暋nr =0,1,2,… (6灡2灡6)
此即确定粒子束缚态能量的式子.利用式(6灡2灡3),得

E=Enr0 =毿2淈2(nr+1)2

2毺a2 ,暋nr =0,1,2,…,暋l=0 (6灡2灡7)

归一化的波函数为

氈nr0
(r)= 2

asin
(nr+1)毿r

a
(6灡2灡8)

满足

曇
a

0
[氈nr0

(r)]2dr=1 (6灡2灡9)

无限深球方势阱(半径为a)中的l=0的能级和波函数,与一维无限深方势阱(宽
度为a)中粒子的能级和波函数完全相同,见3灡2灡1节.只需注意,3灡2灡1节中量子

数n=1,2,3,…,相当于这里的径向量子数(nr+1),nr=0,1,2,….
对于角动量l曎0的量子态,径向波函数Rl(r)满足下列微分方程[见6灡1节,

式(6灡1灡10)]:

R曞l+2
rR曚l+ k2-l(l+1)

[ ]r Rl =0暋暋(r<a) (6灡2灡10)

而在边界上要求

Rl(r)旤r=a =0 (6灡2灡11)
引进无量纲变数

氀=kr (6灡2灡12)
则式(6灡2灡10)化为

d2Rl

d氀2 +2
氀

dRl

d氀
+ 1-l(l+1)

氀[ ]2 Rl =0 (6灡2灡13)

这就是球Bessel方程.令

Rl =ul(氀)/氀 (6灡2灡14)
经过计算,可求出ul 满足下列方程:

u曞l+1
氀
u曚l+ 1-

(l+1/2)2

氀[ ]2 ul =0 (6灡2灡15)

这正是半奇数(l+1/2)阶Bessel方程(l=0,1,2,…),它的两个线性无关解可以表

示为

Jl+1/2(氀),暋暋暋J-l-1/2(氀)
所以径向波函数的两个解是

Rl 曍 1
氀
Jl+1/2(氀),暋 1

氀
J-l-1/2(氀)

通常把解表示为球 Bessel(sphericalBesell)函数和球 Neumann(sphericalNeu灢
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mann)函数表示,它们的定义如下(见数学附录六):

jl(氀)= 毿
2氀

Jl+1/2(氀)暋暋暋暋

nl(氀)= (-)l+1 毿
2氀

J-l-1/2(氀) (6灡2灡16)

当氀曻0时,它们的渐近行为分别是

jl(氀)氀曻
曻
0 氀l

(2l+1)!!,暋nl(氀)氀曻
曻
0
-(2l-1)!!氀-(l+1) (6灡2灡17)

按上节的讨论,无限深势阱中粒子的定态波函数只能取前者,即
Rkl(r)=Ckljl(kr) (6灡2灡18)

其中Ckl为归一化常数,k(或能量E)由束缚态边条件(6灡2灡5b)确定,

Rkl旤r=a =0 (6灡2灡19)
即

jl(ka)=0 (6灡2灡20)
当a为有限值时,并非一切k值都满足上述条件,而只有某些离散值可以满足此要

求,此时粒子能量是量子化的.
令jl(x)=0的根依次表示为

xnrl
,暋暋nr =0,1,2,…

则粒子能量本征值表示成

Enrl = 淈2

2毺a2x2
nrl

,暋nr =0,1,2,… (6灡2灡21)

较低的几个xnrl
的值见表6灡1.

较低的几条能级见图6灡2.能量单位取为E00=毿2淈2/2毺a2.可以看出,能级Enrl

既依赖于角动量量子数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿l,也依赖于径向量子数

踿踿踿踿踿踿踿踿踿nr.对于给定
踿踿踿踿l,能量随

踿踿踿nr 增大而单
踿踿踿踿

调增大
踿踿踿.考虑到nr 是径向波函数的节点数,上述结论是容易理解的.与此类似,对

踿
于给定
踿踿踿nr,Enrl

随
踿l增大而单调增大

踿踿踿踿踿踿踿
(见图6灡2).因此,对于基态,nr=0,l=0(即s

态),记为0s.

表6灡1暋xnrl
值a)

暋暋nr

l
0 1 2 3

0 3灡142(毿) 6灡283(2毿) 9灡425(3毿) 12灡566(4毿)

1 4灡493 7灡725 10灡904 14灡066

2 5灡764 9灡095 12灡323 15灡515

3 6灡988 10灡417 13灡698 16灡924

4 8灡183 11灡705 15灡040 18灡301

5 9灡356 12灡967 16灡355 19灡653

6 10灡513 14灡207 17灡648 20灡984

暋暋a)取自S.Fl湽gge,PracticalQuantum Mechanics,Prob.63.
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利用球Bessel函数的积分公式[附录六,式(A6灡25)]及边条件(6灡2灡11),可

以求出径向波函数(6灡2灡18)的归一化常数

Ckl = -2
a3/jl-1(ka)jl+1(ka[ ])

1/2
(6灡2灡22)

此时

曇
a

0
Rk1l

(r)Rk2l
(r)r2dr=毮k1k2

(6灡2灡23)

练习1暋对于l=0情况,求出能级公式(6灡2灡7).提示:j0(氀)=sin氀/氀。

练习2暋证明l=1的根xnrl
可以由x=tanx解出.

当球方势阱半径a曻曓,考虑到jl(氀)氀曻
曻
曓
0,因此,边条件(6灡2灡20)自动满足,

对k或能量E 将不再有所限制,即能量将连续变化.这相当于自由粒子
踿踿踿踿

情况.此
时,波函数不能归一化.通常选择径向波函数如下:

Rkl(r)= 2
毿kjl(kr) (6灡2灡24)

满足

曇
曓

0
Rk曚l(r)Rkl(r)r2dr=毮(k曚-k) (6灡2灡25)

图6灡2暋无限深球方势阱的能级Enrl
/E00(以0s能级为单位)

顺便提到,对于三维自由粒子,能级是无穷度简并
踿踿踿踿踿

的.其定态波函数是不能归

一化的,通常取为守恒量完全集(px,py,pz)的共同本征态,即平面波
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氉pxpypz
(x,y,z)= 1

(2毿淈)3/2e
i(pxx+pyy+pzz)/淈 (6灡2灡26)

px,py,pz 取(-曓,+曓)中一切实数值,而能量为E=p2/2毺=(p2
x+p2

y+p2
z)/2毺

=淈2k2/2毺,k2=k2
x+k2

y+k2
z=p2/淈2.定态波函数还可以取为自由粒子的另一组守

恒量完全集(H,l2,lz)的共同本征函数,即

氉klm(r,毴,氄)=Rkl(r)Ym
l (毴,氄) (6灡2灡27)

相应能量E=淈2k2/2毺.本征函数(6灡2灡27)也是不能归一化的.

6灡2灡2暋有限深球方势阱

图6灡3

有限深球方势阱的形式如下(图6灡3):

V(r)=
0, r<a

V0, r>{ a
(6灡2灡28)

考虑E<V0(束缚态)情况.令

k= 2毺E/淈2

k曚= 2毺(V0-E)/淈2 (6灡2灡29)

则径向方程为

R曞l+2
rR曚l+ k2-l(l+1)

r[ ]2 Rl =0 (r<a)

R曞l+2
rR曚l+ (ik曚)2-l(l+1)

r[ ]2 Rl =0 (r>a)
(6灡2灡30)

它是球Bessel方程,其解是球Bessel函数,可以取为jl,nl,hl,h*
l 当中任何两个的

线性叠加,见附录六).但在r<a区域,如要保证r=0处波函数有界,则只能取

Rl(r)=Akljl(kr)暋暋(r<a) (6灡2灡31)

式中Akl是归一化常数.在r>a区域,能保证在r曻曓处束缚态边条件的波函数只

能取虚宗量球 Hankel函数hl(ik曚r),

Rl(r)=Bk曚lhl(ik曚r)暋暋(r>a) (6灡2灡32)

Bk曚l为归一化常数.根据边界点r=a处波函数及其微商连续的条件以及在全空间

归一化的条件,可以求出粒子的能量本征值E 及归一化常数Akl与Bk曚l.如果我们

只对能谱感兴趣,则可以撇开波函数归一化问题,迳直利用下列条件———波函数的

对数导数连续(见3灡2节),即dlnR
dr

在r=a处连续,或更方便地用dln(rR)
dr

连续的

条件,来求能量本征值.能量本征值Enrl
依赖于势阱半径a 和深度V0,记为Enrl

(a,

V0).当V0曻曓时,就是无限深球方势阱的情况(见图6灡2和表6灡1).对于V0 为有

限值的情况,可按上述方案进行数字求解.从不确定度关系考虑可以判断Enrl
(a,
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V0)<Enrl
(a,曓).对于高l能级,尤其如此.但需注意,在V0 有限情况下,只有较

低的若干条束缚能级存在.

以l=0为例.由于j0(氀)=1
氀
sin氀,h0(氀)=-i

氀
ei氀,根据d

drln
(rR)在r=a处连

续的条件可给出

kcotka=-k曚 (6灡2灡33)
这结果与3灡2节例1(半壁无限高势垒)完全一样.这不是偶然的,在6灡1节我们已

指出了这种相似性.特别是l=0情况,离心势能为零,中心力场中粒子的径向方程

与一维半壁无限高势垒情况完全相同.因此,3灡2节的讨论,完全可以搬到这里来.
特别是,至少存在一个束缚态的条件是

V0a2 曒毿2淈2

8毺
(6灡2灡34)

因此,如果势阱过窄或过浅,就不存在束缚态解.

6灡3暋三维各向同性谐振子

在研究原子核基态及低激发态的性质时提出的原子核壳模型栙中,三维各向

同性谐振子势得到广泛应用.由于它的解析解较容易求出,而且运算起来(计算各

种矩阵元等)极为方便,在处理原子核内的单粒子运动以及进一步研究剩余相互作

用时,常常用它来作一个初步的近似.实际原子核中的单粒子势更接近于 Woods灢
Saxon势,

V(r)=- V0

1+expr-Ræ

è
ç

ö

ø
÷

a

暋(V0,R,a>0) (6灡3灡1)

V0 是势阱深度,R 刻画势阱半径,a表征在核表面附近势阱“尾巴暠的长短.但对于

Woods灢Saxon势,Schr昳dinger方程的解析解找不到,在应用时只能用数字解法.
Woods灢Saxon势的性质介于三维各向同性谐振子势和球方势阱之间,而后两种势

阱的求解都容易得多,所以在核结构理论研究中被广泛应用.谐振子势还在分子振

动理论中有广泛应用.
三维各向同性谐振子势V(r)如下:

V(r)= 1
2Kr2 = 1

2毺氊2r2,暋暋氊= K/毺 (6灡3灡2)

式中毺为粒子质量,K 是刻画位势强度的参量,氊为经典谐振子的自然振动的角频

率.因此,径向方程为[参阅6灡1节,式(6灡1灡10)]

R曞l+2
rR曚l+ 2毺

淈2 E-1
2毺氊2ræ

è
ç

ö

ø
÷

2 -l(l+1)
r[ ]2 Rl =0 (6灡3灡3)
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以下采用自然单位栙,(淈=毺=氊=1).在自然单位下,上式化为

R曞l+2
rR曚l+ 2E-r2-l(l+1)

r[ ]2 Rl =0 (6灡3灡4)

r=0,曓是方程(6灡3灡4)的两个奇点.在正则奇点r=0邻域,方程(6灡3灡4)渐近地表

示为

R曞l+2
rR曚l-l(l+1)

r2 Rl =0 (6灡3灡5)

它与自由粒子的径向方程相同[因在r曻0时,谐振子势V(r)曻0].不难看出,Rl 有

两个解

Rl(r)曍rl,r-(l+1)

按6灡1灡2节的分析,后一解是物理上不能接受的,予以抛弃.所以

Rl(r)曍rl暋暋暋(r曻0) (6灡3灡6)
当r曻曓时,方程(6灡3灡4)化为

R曞l-r2Rl =0 (6灡3灡7)
不难看出栚,

Rl(r)曍exp(暲r2/2)
但Rl曍exp(r2/2)不满足波函数在无穷远处有界的条件,弃之.所以

Rl(r)曍exp(-r2/2)暋暋(r曻 曓) (6灡3灡8)
综合式(6灡3灡6)与(6灡3灡8),可以令方程(6灡3灡4)的解表示为

Rl(r)=rlexp(-r2/2)ul(r) (6灡3灡9)
则

u曞l+2
r

(l+1-r2)ul+[2E-(2l+3)]ul =0 (6灡3灡10)

再令

毼=r2 (6灡3灡11)
方程(6灡3灡10)化为

毼
d2ul

d毼2 + l+æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2 -[ ]毼

dul

d毼
+ E

2-l+3/2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ul =0 (6灡3灡12)

这正是合流超几何(confluenthypergeometric)方程(见附录五),方程中相应的参

数为
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栚

谐振子的自然单位中,各种特征量如下(见附录八)

长暋度 能暋量 时暋间 速暋度 动暋量

淈/毺氊 淈氊 氊-1 淈氊/毺 毺淈氊

Rl(r)曍exp(暲r2/2),R曚l(r)曍暲rexp(暲r2/2),R曞l(r)曍r2exp(暲r2/2)暲exp(暲r2/2)曋r2exp(暲
r2/2)(因为r曻曓)灡 所以 R曞l-r2Rl=0.详细讨论可参见 Cohen灢Tannoudjietal.,Quantum Mechanics,

vol.1,p.816.



毩= 1
2

(l+3/2-E)

毭=l+3/2曎 整数 (6灡3灡13)
方程(6灡3灡12)有两个解,即F(毩,毭,毼)与毼1-毭F(毩-毭+1,2-毭,毼).按6灡1节的分析,

毼1-毭曍r-2l-1的解是物理上不能接受的.因此,物理上允许的解只能取

u1 曍F(毩,毭,毼)=F((l+3/2-E)/2,l+3/2,毼) (6灡3灡14)

F(毩,毭,毼)称为合流超几何函数[附录五,式(A5灡6)]

u=F(毩,毭,毼)=1+毩
毭毼+毩(毩+1)

毭(毭+1)
毼2

2!+
毩(毩+1)(毩+2)毼3

毭(毭+1)(毭+2)3!+…

(6灡3灡15)
在一般情况下,F(毩,毭,毼)是一个无穷级数.不难看出,此级数的高幂次(n曻曓)项的

相邻项的比值与e毼 的无穷级数相同,因此,当毼曻曓时,无穷级数F(毩,毭,毼)的发散

行为与e毼 相同.这样的无穷级数解代入式(6灡3灡9),所得径向波函数在毼曻曓时趋

于曓,不满足概率为零的边条件.因此,必须要求无穷级数解中断为一个多项式
踿踿踿踿踿踿踿踿.这

就要求毩=0或负整数,即

毩= 1
2

(l+3/2-E)=-nr,暋nr =0,1,2,…

所以

E=2nr+l+3/2暋暋暋 (6灡3灡16)
添上自然单位,得

E= (2nr+l+3/2)淈氊 (6灡3灡16曚)
令

N =2nr+l (6灡3灡17)
则得

E=EN = (N+3/2)淈氊
N =0,1,2,… (6灡3灡18)

这就是三维各向同性谐振子的能量本征值公式

可以看出,与一维谐振子的能谱相似,三维各向同性谐振子的能谱也是均匀分
踿踿踿

布
踿

的.但与一维谐振子不同,三维各向同性谐振子的能级一般是简并的.与球形方

势阱的能级相比,三维各向同性谐振子的能级简并度又有新的特点.对于球形方势

阱(或一般的中心势V(r)),束缚能级Enrl
既依赖于
踿踿踿踿nr,也依赖于

踿踿踿踿l,不同的
踿踿踿

(nr,l)能
踿

级一般都不重合
踿踿踿踿踿踿踿.而对于三维各向同性谐振子势,能级只依赖于径向量子数

踿踿踿踿踿踿踿踿踿nr 和
踿

角动量量子数
踿踿踿踿踿踿l的一种特殊的组合

踿踿踿踿踿踿踿踿
,即只依赖于 N=2nr+l.因此,对于能级EN

(即给定N),l和nr 可以有多种组合形式,即

l=N-2nr =N,N-2,N-4,…,1(N 奇)或0(N 偶)
相应的
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nr =0,1,2,…,N-1
2

(N 奇)或N
2

(N 偶)

总而言之,能级可能出现
踿踿踿踿踿踿l简并

踿踿
(或nr 简并).例如,见图6灡4,0d和1s,0f和1p等

能级是简并的.按上述分析,不难证明,对于三维各向同性谐振子EN 能级的简并

度为

fN = 1
2

(N+1)(N+2) (6灡3灡19)

例如,N=偶数情况,

fN = 暺
N

l=0,2,4,…
(2l+1)= N

2+æ

è
ç

ö

ø
÷1·1

2
(1+2N+1)= 1

2
(N+1)(N+2)

对于N=奇数,也可类似证明.

图6灡4暋三维各向同性谐振子的能谱EN/淈氊

三维各向同性谐振子的能级简并度高于一般中心力场V(r)中的能级Enrl
的

简并度(即2l+1).在物理上,这反映各向同性谐振子势V(r)曍r2 具有比一般中心

力场的几何对称性(三维空间旋转不变性SO3,即各向同性)更高的对称性,即SU3

(三维空间幺正变换下的不变性).这种对称性称为动力学对称性(dynamicalsym灢
metry).因此,体系除了角动量l这个守恒量之外,还存在另外的守恒量.在经典力

学中,正是由于这个额外的守恒量,才保证了粒子轨道的闭合性.更详细的讨论,参
阅本书卷栻,第9章.

相应于EN 的能量本征态,若取为(H,l2,lz)的共同本征态,则表示为

氉nrlm
(r,毴,氄)=Rnrl

(r)Ym
l (毴,氄) (6灡3灡20)

添上自然单位后,径向波函数为

Rnrl 曍rlexp(-毩2r2/2)F(-nr,l+3/2,毩2r2) (6灡3灡21)
其中

毩= 毺氊/淈暋暋(自然长度单位的倒数) (6灡3灡22)
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经归一化后,径向波函数可表示成栙

Rnrl
(r)=毩3/2 2l+2-nr(2l+2nr+1)!!

毿nr![(2l+1)!!]
é

ë
êê

ù

û
úú2

1/2

暳(毩r)lexp -1
2毩

2ræ

è
ç

ö

ø
÷

2 F(-nr,l+3/2,毩2r2) (6灡3灡23)

它们满足

曇
曓

0
[Rnrl

(r)]2r2dr=1 (6灡3灡24)

nr=0,1,2的径向波函数分别为

R0l=毩3/2 2l+2

毿(2l+1)
é

ë
êê

ù

û
úú!!

1/2

(毩r)lexp -1
2毩

2ræ

è
ç

ö

ø
÷

2

R1l=毩3/2 2l+3

毿(2l+3)
é

ë
êê

ù

û
úú!!

1/2

(毩r)lexp -1
2毩

2ræ

è
ç

ö

ø
÷

2 暳 2l+3
2 -毩2ræ

è
ç

ö

ø
÷

2

R2l=毩3/2 2l+3

毿(2l+5)
é

ë
êê

ù

û
úú!!

1/2

(毩r)lexp -1
2毩

2ræ

è
ç

ö

ø
÷

2

暋暳
(2l+3)(2l+5)

4 -(2l+5)毩2r2+毩4r[ ]4

nr=0,1,2,…表示径向波函数的节点(不包括r=0和曓)的数目.
练习暋证明:处于基态的谐振子的最概然半径r=1/毩.

* 三维谐振子的直角坐标解法

三维各向同性谐振子还可以分解成三个彼此独立的一维谐振子(氊相同!).因
为r2=x2+y2+z2,所以

H =-淈2

2毺

殼

2+1
2毺2氊2r2 =Hx +Hy +Hz (6灡3灡25)

其中

Hx =-淈2

2毺
灥2

灥x2 +1
2毺氊2x2

Hy、Hz 与此类似.
选(Hx,Hy,Hz)为守恒量完全集

踿踿踿踿踿踿
,其共同本征态为

毜nxnynz
(x,y,z)=氄nx

(x)氄ny
(y)氄nz

(z) (6灡3灡26)

nx,ny,nz =0,1,2,…
即三个一维谐振子波函数之积.相应的能量为

Enxnynz = nx +æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊+ ny +æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊+ nz+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊 = (N+3/2)淈氊

(6灡3灡27)

·012·
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其中

N =nx +ny +nz =0,1,2,…
也可类似讨论其简并度.对于给定N,有

nx =0, 1, 2, …, N-1, N
ny +nz =N, N-1, N-2, …, 1, 0

(ny,nz)可能
}取值的数目
N+1, N, N-1, …, 2, 1

所以(nx,ny,nz)可能取值的数目,即量子态数目(简并度)为

1+2+…+N+(N+1)= 1
2

(N+1)(N+2)

与式(6灡3灡19)相同.
实际上,波函数氉nrlm

(r,毴,氄)[见式(6灡3灡20)]与毜nxnynz
(x,y,z)是三维各向同

性谐振子的态空间的两种不同的基矢.前者是(H,l2,lz)的共同本征态,后者是

(Hx,Hy,Hz)的共同本征态(因而也是 H=Hx+Hy+Hz 的本征态).属于同一能

级的独立的量子态的数目(简并度)是相同的 fN=1
2

(N+1)(N+2æ

è
ç

ö

ø
÷),即属于

EN 的子空间的维数相同
踿踿踿踿踿踿踿踿

,但基矢选择可以不同
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,彼此间通过一个幺正变换相联
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

系
踿.例如,N=1的能级上有三个态,可以取为

氉nrlm
———氉011,氉010,氉01-1

或

毜nxnynz
———毜100,毜010,毜001

读者可以验证

氉011

氉01-1

氉

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

010

=
-1/ 2 -i/ 2 0

-1/ 2 -i/ 2 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 1

毜100

毜010

毜

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

001

提示,利用(附录四)

rY0
1 = 3

4毿z暋暋暋暋

rY暲1
1 =熀 3

8毿
(x暲iy)

6灡4暋氢暋原暋子

量子力学发展史上,最突出的成就之一是对氢原子光谱以及化学元素周期律

给予了相当满意的说明.氢原子是最简单的原子,其Schr昳dinger方程可以严格求

解.本节将具体解出氢原子的Schr昳dinger方程,得出氢原子的能级与波函数,从
·112·



而对氢原子的光谱线规律及其他一些重要特征给予定量的说明.氢原子理论还是

了解复杂原子及分子结构的基础.
氢原子的原子核是一个质子,带电+e(半径<2暳10-13cm).在它的周围有一

个电子(带电-e)绕着它运动(“轨道半径暠~10-8cm).原子核与电子之间的 Cou灢
lomb作用能是(取无穷远为势能的零点)

V(r)=-e2/r (6灡4灡1)
按6灡1节式(6灡1灡12),具有一定角动量的氢原子的径向方程为

氈曞l+ 2毺
淈2 E+e2

æ

è
ç

ö

ø
÷

r -l(l+1)
r[ ]2 氈l =0 (6灡4灡2)

式中毺为电子质量栙.按6灡1节分析,物理上允许的氈l(r)在r曻0的渐近行为应

满足

氈l(r)r曻
曻
0
0 (6灡4灡3)

以下计算中,采用自然单位(见附录八).其优点是在数学上求解时简便,各参

量不明显出现在计算公式中,而在物理上可以清楚地展现体系的各特征量.对于氢

原子,在采用自然单位时,在计算过程中让淈=毺=e=1,然后在计算所得最后结果

中按照各物理量的量纲,添上相应的自然单位(附录八)栚.在自然单位下,方程

(6灡4灡2)表示成

氈曞l+ 2E+2
r -l(l+1)

r[ ]2 氈l =0 (6灡4灡4)

r=0,曓是方程的两个奇点.
当r曻0时,式(6灡4灡4)渐近地表示成

氈曞l-l(l+1)
r2 氈l =0 (6灡4灡5)

容易看出,

氈l(r)曍rl+1,r-l (6灡4灡6)
但按6灡1节分析,只有渐近行为是

氈l(r)=rRl(r)曍rl+1暋暋暋(r曻0) (6灡4灡7)

·212·
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栚

严格言之,毺为约化质量,

毺=memp/(me+mp)=me 1+me

m( )p

但me/mp曋1/1836,所以

毺曋me 1- 1( )1863 曋me

氢原子的自然单位(即原子单位)中(附录八),各特征量如下:
长度,暋淈2/毺e2=a(Bohr半径)=0灡529暳10-8cm.
能量,暋毺e4/淈=27灡21eV.暋时间,暋淈3/毺e4.
速度,暋e2/淈.暋动量,暋毺e2/淈.



的解才是物理上可以接受的.
其次考虑r曻曓的渐近行为.我们限于讨论束缚态

踿踿踿
(E<0).当r曻曓时,方程

(6灡4灡4)化为

氈曞l+2E氈l =0暋暋暋(E <0) (6灡4灡8)

所以氈l(r)曍exp(暲 -2Er)栙.考虑到束缚态边条件,只能取

氈l(r)曍exp(- -2Er)暋暋(r曻 曓) (6灡4灡9)
因此,令

氈l(r)=rl+1e-毬rul(r) (6灡4灡10)
其中

毬= -2E (6灡4灡11)
代入式(6灡4灡4),得

ru曞l+[2(l+1)-2毬r]u曚l-2[(l+1)毬-1]ul =0 (6灡4灡12)
再令

毼=2毬r (6灡4灡13)
则

毼
d2ul

d毼2 +[2(l+1)-毼]dul

d毼
é

ë
ê
ê- (l+1)-1 ù

û
ú
ú毬
ul =0 (6灡4灡14)

这个方程属于合流超几何方程(附录五),即

毼
d2u
d毼2 +(毭-毼)du

d毼
-毩u=0 (6灡4灡15)

上式中参数

毭=2(l+1)曒2暋暋(正整数) (6灡4灡16)

毩=l+1-1
毬

(6灡4灡17)

方程(6灡4灡15)在毼=0邻域有界的解为合流超几何函数,u=F(毩,毭,毼),见6灡3节,
式(6灡3灡15).可以证明(附录五),在毼曻曓时,无穷级数解F(毩,毭,毼)的发散行为与

e毼 相同.这样的解代入式(6灡4灡10),不能满足在无穷远处的束缚态边条件.为了得

到物理上允许的解,无穷级数解F(毩,毭,毼)必须中断为一个多项式
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.与三维各向同

性谐振子相似,只要毩等于0或负整数即可满足这一要求,即

毩=l+1-1
毬

=-nr,暋暋暋nr =0,1,2,… (6灡4灡18)

令

n=nr+l+1,暋暋n=1,2,3,… (6灡4灡19)

·312·

栙 关于方程(6灡4灡4)在r曻曓时的渐近解的讨论,参见Cohen.Tannoudji,etal.,QuantumMechanics,

vol.1,p.794.



则

毬= 1
n

(6灡4灡20)

按式(6灡4灡11),得

E=-1
2毬

2 =- 1
2n2 (6灡4灡21)

添上能量的自然单位,得

E=En =-毺e4

2淈2
1
n2 =-e2

2a
1
n2,暋n=1,2,3,… (6灡4灡22)

a=淈2/毺e2暋暋(Bohr半径)
这就是著名的Bohr氢原子能级公式,n称为主(principal)量子数.

与三维各向同性谐振子相似,氢原子的能级也存在与一般中心势(例如球方势

阱)能级不同的特点,即能级只依赖于径向量子数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿nr 和角动量量子数

踿踿踿踿踿踿踿l的一种特
踿踿踿踿

殊的组合
踿踿踿踿

,即只依赖于主量子数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿n=nr+l+1.从数学求解上可以看出,这是由

V(r)~-1/r这种特殊的中心势所决定的.对于给定能级(即给定n),

l=0, 1, 2, …, n-1
相应的 nr=n-1, n-2, n-3, …, 0
即能级存在l简并

踿踿
(见图6灡5).因此,能级具有比一般中心势阱的能级Enrl

的简并

度(即2l+1)更高的简并度.不难计算出,能级En 的简并度为

fn = 暺
n-1

l=0

(2l+1)=n2 (6灡4灡23)

从物理上讲,能级具有更高的简并度,意味着体系具有更高的对称性.对于氢原子

的束缚态来讲,就具有比其几何对称性(O3)更高的对称性,即 O4 对称性,这是一

种动力学对称性,是Coulomb引力场V(r)曍-1/r的束缚态所特有的.
与几何对称性 O3(三维空间旋转不变性)相应的守恒量,即角动量l.与更高的

动力学对称性 O4 相应的守恒量,除l之外,还有另外的守恒量,即经典力学中著名

的Runge灢Lenz矢量栙.由于它的存在,才保证了粒子轨道的闭合性
踿踿踿踿踿踿.在经典力学

中,人们已熟知,在万有引力场V(r)曍-1/r中粒子的束缚运动轨道,一般为椭

圆.更详细讨论,见本书卷栻,第8章.
比较图6灡2、图6灡4和图6灡5,可以发现一个很有趣的规律,即对于给定l,能级

随径向量子数nr 的变化,对于各向同性谐振子,是一条直线,对于氢原子,曲线向

下弯,而对于无限深球方势阱,曲线向上弯.在数学上,这很容易理解.因为,对于各

向同性谐振子[见6灡3节,式(6灡3灡17)、(6灡3灡18)]灥2

灥nr
2EN =0;对于氢原子[见
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图6灡5暋氢原子的能级分类(能量用自然单位)

En=-1/2n2,n=nr+l+1=1,2,3,…

nr,l=0,1,2,….能级符号用(nrl)标记

式(6灡4灡21)和(6灡4灡19)],灥
2

灥n2
r
En=-3n-4<0;而对于无限深球方势阱灥2

灥n2
r
Enrl>0,

例如对于l=0能级[见6灡2节,式(6灡2灡7)],灥
2

灥n2
r
Enr0=

毿2淈2

毺a2 >0.这种变化规律与一

维势阱中的束缚能级En 随n(即波函数的节点数)的变化很相似.对于一维谐振

子,能级随n是均匀分布的 灥2

灥n2En
æ

è
ç

ö

ø
÷=0 ,对于一维氢原子,能级随n增大而愈密集

灥2

灥n2En=-3n-4<æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,而 对 于 一 维 无 限 深 方 势 阱,能 级 随 n 增 大 而 愈 稀

疏 灥2

灥n2En=毿2淈2

毺a2 >æ

è
ç

ö

ø
÷0 .

现在来研究氢原子在各能级之间跃迁所产生的光谱线的规律.按照能级公

式(6灡4灡22),从较 高 能 级 En 到 较 低 能 级 Em 跃 迁 时,发 射 出 的 光 线 的 波 数

焺毻(=1
毸=毻/c)为

焺毻mn =En -Em

hc =R 1
m2 -1

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 暋(n>m) (6灡4灡24)

R=2毿2毺e4

h3c 暋暋暋(Rydberg常量)
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图6灡6暋氢原子的能谱型,简并度及光谱线系.在这里能级标记已改用nl(而不是

暋暋 图6灡5中的nrl),这是原子物理学中习惯用的一种标记

对于m=1,即从各激发态(n>1)到基态的跃迁,

焺毻1n =R 1-1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,n=2,3,4,… (6灡4灡25)

其极限位置(n曻曓)在焺毻1曓 =R.这就是 Lyman线系(见图6灡6),它处于紫外光

谱区.
对于m=2,则有
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焺毻2n =R 1
4-1

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,暋暋暋n=3,4,5,… (6灡4灡26)

就形成Balmer线系(图6灡6),其极限位置(n曻曓)在焺毻2曓 =R/4.此线系处于可见光

谱区,所以首先被发现.再往上,m=3,n=4,5,6,…则构成Paschen线系,处于红

外区.依此类推.
以上关于氢原子的讨论,对于类氢离子(He+ ,Li++ ,Be+++ 等)也适用.它们

都只有一个电子,差别仅在于原子核的电荷及质量有所不同.因此,只需把氢原子

有关公式中核电荷+e换为+Ze(Z是原子序数,即核所带正电荷数),而毺理解为

相应的约化质量.类氢离子的能级公式为[参见式(6灡4灡22)]

En =-毺e4

2淈2
Z2

n2 =-e2

2a
Z2

n2,暋暋n=1,2,3,… (6灡4灡27)

在这里应该提到历史上著名的Pickering线系问题.E.C.Pickering于1896年发

现船舻座毱星的可见光谱线中,有一个线系与氢原子光谱中的 Balmer线系根相

似,它们具有相同的极限.这个线系称为Pickering线系.后来Fowler在氢和氦混

合气体中也观测到了这个线系.如果把此线系归入氢原子光谱,则会出现分数量子

数.Bohr把它解释为 He+ 发出的光谱线.按类氢离子的能级公式(6灡4灡27),He+ 能

级公式(Z=2)为

En =-毺e4

2淈2
4
n2 (6灡4灡28)

从En曻Em(n>m)时,放出的光的波数为

焺毻mn =En -Em

hc =4R 1
m2 -1

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (6灡4灡29)

对于m=4(n=5,6,7,…),有

焺毻4n =R 1
4-4

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
n曻

曻
曓

R/4 (6灡4灡30)

可以看出,它与Balmer线系的规律[见式(6灡4灡26)]很相似,特别是其极限位置

相同,都是R/4.当然,考虑到原子核质量的差异,约化质量有微小差异.对于氢原子

毺H =me/1+me

m
æ

è
ç

ö

ø
÷

H
曋me 1- 1æ

è
ç

ö

ø
÷

1836

对于 He+ 离子

毺He+ =me/1+ me

4m
æ

è
ç

ö

ø
÷

H
曋me 1- 1

4暳
æ

è
ç

ö

ø
÷

1836

毺He+ 略大于毺H,因而相应的 Rydberg常数也略大.因此,Pickering线系的极

限与Balmer线系也略有差异.
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Bohr的看法很快在Evans的实验中得到了证实.在得知Evans的实验证实了

Pickering线系是 He+ 光谱线之后,Einstein对Bohr的量子论给予了极高评价,认

为是最伟大的发现之一.栙

氢原子的能量本征函数及有关的性质

相应于E=En 的径向波函数(Rnl=氈nl/r)可表示为

Rnl 曍毼lexp -1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷毼 F(-nr,2l+2,毼)

其中毼为[见式(6灡4灡13)与(6灡4灡20),添上长度的自然单位]

毼=2毬r=2r
na

(6灡4灡31)

归一化的径向波函数为

Rnl(r)=Nnlexp -1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷毼毼lF(-n+l+1,2l+2,毼) (6灡4灡32)

Nnl = 2
a3/2n2(2l+1)!

(n+l)!
(n-l-1)!

满足

曇
曓

0
[Rnl(r)]2r2dr=1 (6灡4灡33)

较低的几条能级的径向波函数(见表6灡2)是

暋暋暋暋暋n=1(基态),R10 = 2
a3/2exp(-r/a)

n=2, R20 = 1
2a3/2

1-r
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

a exp(-r/2a)

R21 = 1
2 6a3/2

r
aexp(-r/2a) (6灡4灡34)

n=3, R30 = 2
3 3a3/2

1-2r
3a+ 2

27
ræ

è
ç

ö

ø
÷

a[ ]
2

exp(-r/3a)

R31 = 8
27 6a3/2

r
a 1-r

6
æ

è
ç

ö

ø
÷

a exp(-r/3a)

R32 = 4
81 30a3/2

ræ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

exp(-r/3a)
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表6灡2暋类氢离子径向波函数(原子单位)

n l nr 光谱符号(nl) Rnl(r)

1 0 0 1s 2Z3/2e-Zr

2 0 1 2s
1
2
Z3/2(1-Zr/2)e-Zr/2

1 0 2p
1

2 6
Z5/2re-Zr/2

3 0 2 3s
2

3 3
Z3/2 1- 2

3Zr+ 2
27Z

2r( )2 e-Zr/3

1 1 3p 4 2
27 3

Z5/2r 1- 1
6( )Zr e-Zr/3

2 0 3d
4

81 30
Z7/2r2e-Zr/3

通常选择能量本征函数为守恒量完全集(H,l2,lz)的共同本征态,氢原子的属

于能级En 的定态波函数表示为

氉nlm(r,毴,氄)=Rnl(r)Ym
l (毴,氄) (6灡4灡35)

l=0,1,…,n-1
m =l,l-1,…,-l

共有n2 个量子态(即简并度为n2).
利用上述定态波函数,可以得出电子在空间的各种概率分布的信息.

1灡 径向位置概率分布

利用所求得的径向波函数,可以求出电子的径向位置分布概率,即不管方向如

何,找到电子在(r,r+dr)球壳中的概率为

r2dr曇d毟旤氉nlm(r,毴,氄)旤2= [Rnl(r)]2r2dr

= [氈nl(r)]2dr (6灡4灡36)

较低的几条能级上电子的径向位置概率的分布曲线|氈nl|2,如图6灡7所示.可以看

出,径向波函数氈nl的节点数目(不包括无穷远点与原点)有nr=(n-l-1)个.例
如,基态径向波函数无节点.

与Bohr早期量子论不同,在量子力学中,电子并无严格的轨道的概念,而只

能讨论其位置分布概率.以基态为例,氈10
2 有一个极大值(见图6灡7).因为

氈10
2 = (R10)2r2 = 4

a3r2exp(-2r/a)

其极大点位置由
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d
dr氈10

2 =0

确定.不难求出

r=a暋暋(Bohr半径) (6灡4灡37)
是极大点,a也称为最概然半径

踿踿踿踿踿.处于基态的氢原子,电子的最概然半径与Bohr早

期量子论给出的半径相同.
还可以有趣地注意到,属于各能级的“圆轨道

踿踿踿
暠,(给定n下,l=n-1,nr=0的

轨道),其径向概率分布(图6灡7中 氈10
2,氈21

2,氈32
2,等)的最概然半径,可根

据径向波函数式(6灡4灡32)计算ln氈nn-1
2 的极值点位置求出,

r=n2a暋暋(n=1,2,3,…) (6灡4灡38)

图6灡7暋氢原子中电子的径向概率分布

2灡 概率密度随角度的变化

与上类似,可以求出电子在(毴,氄)方向的立体角d毟 中的概率(不问其径向位

置如何)为

Ym
l (毴,氄)2d毟 曍 Pm

l (cos毴)2d毟 (6灡4灡39)
它与氄角无关,这是由于氉nlm是守恒量lz 的本征态,角分布保持对于z轴的旋转对

称性.Ym
l (毴,氄)2 曲面,如图6灡8所示.
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图6灡8暋粒子概率分布随角度的变化 Ym
l (毴,氄)2,l=0,1,2,3

取自S.Brandt,H.D.Dahmen,ThePictureBookofQuantum Mechanics,3rd.ed.(Springer灢

Verlag,NewYork,2001)
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暋暋值得提出,在s态下,电子的概率分布是球对称的,或者按照量子化学的术语,
“电子云暠的分布是球对称的.但要特别注意,尽管氢原子体系

踿踿踿踿踿踿踿
(Hamilton量)具有

踿踿
球对称性
踿踿踿踿

,并不能说在一切状态下的氢原子的电子分布都是球对称的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

练习暋证明

暺
l

m=-l
Y*m

l (毴,氄)Ym
l (毴,氄)= 常数(与毴,氄无关) (6灡4灡40)

由此证明在(nl)能级上填满电子的情况下[即满壳(closedshell)],电荷分布是各向同性的.
参阅 A.Uns昳ld,Ann.derPhysik82(1927)355.

3灡 电流分布及磁矩

在氉nlm态下,从统计的意义上说,电子的电流分布密度如下[参阅2灡2节,式
(2灡2灡14)的概率流密度公式]:

j=ie淈
2毺

(氉*
nlm

殼

氉nlm -复共轭项) (6灡4灡41)

利用球坐标系中梯度的表达式

殼

=er
灥
灥r+e毴

1
r

灥
灥毴+e氄

1
rsin毴

灥
灥氄

容易求出j的各分量.由于氉nlm中径向波函数Rnl(r)及毴部分波函数Pm
l (cos毴)都是

实函数,由式(6灡4灡41)可看出,jr=j毴=0.剩下只有

j氄=
ie淈
2毺

1
rsin毴氉*

nlm
灥
灥氄氉

nlm -æ

è
ç

ö

ø
÷复共轭项

=ie淈
2毺

1
rsin毴2im 氉nlm

2 =-e淈m
毺

1
rsin毴氉nlm

2 (6灡4灡42)

图6灡9

j氄 是绕z轴的环电流密度,如图6灡9所示,通过截面d氁的

环电流元为dI=j氄d氁,它对磁矩的贡献为(Gauss单位制)

SdI/c
S=毿(rsin毴)2 是绕z轴的环的面积.因此,总的磁矩(沿z
轴方向)为

Mz= 1
c曇SdI= 1

c曇毿r2sin2毴·j氄d氁

=-e淈
2毺c

m曇氉nlm
22毿rsin毴d氁

=-e淈
2毺c

m曇氉nlm
2d氂

其中d氂=2毿rsin毴d氁是细环的体积元.利用波函数的归一化条件,得

Mz =-e淈
2毺c

m =-毺Bm (6灡4灡43)

其中
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毺B = e淈
2毺c

=9灡273暳10-21erg栙/G栚

=5灡79暳109eV/G
即Bohr磁子

踿踿
(magneton).应该提到,式(6灡4灡43)的结果与径向波函数的具体形式

无关,适用于一切中心力场的束缚态.由于m=0,暲1,暲2,…,所以氢原子的磁矩
踿踿踿踿踿踿

是量子化的
踿踿踿踿踿

,是Bohr磁子的整数倍
踿踿踿踿踿踿.Mz 与轨道角动量z 分量的正负号相反,这是

由于电子带负电的缘故.由式(6灡4灡43)看出,量子数m 决定磁矩的大小,所以m 称

为磁量子数
踿踿踿.对于l=0的态(例如,基态),显然没有磁矩,这是由于电流为零的缘

故.此外,按式(6灡4灡43)有

Mz

m淈 =- e
2毺c

(6灡4灡44)

m淈是轨道角动量的z 分量.这比值称为回转磁比值(gyromagneticratio)或称g
因子.取e/2毺c为单位,则g因子的值为(-1).这是轨道角动量的特征.电子的自

旋角动量与内禀磁矩的关系与此不同,g因子的值是-2(见9灡1灡4节).

6灡5暋Hellmann灢Feynman定理

关于量子力学体系的能量本征值问题,有不少定理,其中应用最广泛的要数

Hellmann灢Feynman定理(以下简称 HF定理).定理的内容涉及能量本征值及各

种力学量平均值随参数变化的规律.如果体系的能量本征值已求出,借助于 HF定

理可以得出关于各种力学量平均值的许多信息,而不必再利用波函数去进行繁琐

的计算.此外,利用 HF定理可以很巧妙地推导出位力(virial)定理(位力定理的重

要性是众所周知的).HF定理最初发表于20世纪30年代栛,是在处理分子结构和

量子化学问题时提出的,在一般量子力学教科书中较少提及.在20世纪70年代,

HF定理重新引起人们的注意,用来处理粒子物理中的一些问题栜.

6灡5灡1暋HF(Hellmann灢Feynman)定理

设体系的 Hamilton量 H 中含有某参量毸,En 为H 的某一本征值,相应的归

一化本征函数(束缚态)为氉n(n为一组完备量子数),则

灥En

灥毸 = 氉n,灥H
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

毸 氉
æ

è
ç

ö

ø
÷n 曉 灥H

灥毸 n
(6灡5灡1)
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1erg=10-7J.
1G=10-4T.
H.Hellmann,ActaPhysicochimicaURSS栺6(1935)913;桇2(1936)225;Einf湽hrungindieQuan灢

tenchemie,(Deuticke,LeipzigandViemna,1937).R.P.Feynman,Phys.Rev.56(1939)340.
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证暋按假设

H氉n =En氉n

对参量毸取导数,有

灥H
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

毸 氉n +H 灥
灥毸氉n = 灥En

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

毸 氉n +En
灥
灥毸氉n

左乘氉*
n ,取标量积,得

氉n,灥H
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

毸 氉
æ

è
ç

ö

ø
÷n + 氉n,H 灥

灥毸氉
æ

è
ç

ö

ø
÷n = 灥En

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

毸
(氉n,氉n)+En 氉n,灥灥毸氉

æ

è
ç

ö

ø
÷n

但利用 H 的厄米性,有

氉n,H 灥
灥毸氉

æ

è
ç

ö

ø
÷n = H氉n,灥灥毸氉

æ

è
ç

ö

ø
÷n =En 氉n,灥灥毸氉

æ

è
ç

ö

ø
÷n

再利用束缚态可归一化条件(氉n,氉n)=1,得

氉n,灥H
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

毸 氉
æ

è
ç

ö

ø
÷n =灥En

灥毸
此即 HF定理.

例1暋一维谐振子

V(x)= 1
2m氊2x2,

H = p2

2m+ 1
2m氊2x2 =T+V

3灡4节中已求出

En = n+( )1
2 淈氊

把氊视为参数,

灥H
灥氊 =m氊x2

按 HF定理,可得

m氊暣x2暤n = n+( )1
2 淈

因此

暣V暤n = 1
2m氊2暣x2暤n = 1

2En (6灡5灡2)

再利用

暣T暤n +暣V暤n =En

可得出

暣T暤n = 暣V暤n = 1
2En (6灡5灡3)

例2暋设有两个一维势阱,

V1(x)曑V2(x)暋暋(对所有x)

在两势阱中都存在束缚能级,分别为E1n和E2n(n=1,2,3,…),证明

E1n 曑E2n (6灡5灡4)
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证明暋令

V(毸,x)= (1-毸)V1(x)+毸V2(x)

显然

V(0,x)=V1(x),暋暋V(1,x)=V2(x)

而

灥V
灥毸 =V2(x)-V1(x)曒0

按 HF定理

灥En

灥毸 = 灥H
灥毸 n

= 灥V
灥毸 n

曒0

即En(毸)是毸的单调上升函数.但En(0)=E1n,En(1)=E2n,所以E1n曑E2n.
例3暋分析粒子束缚态能量与其质量毺的关系.

H =p2

2毺
+V

设V曍毺毬,则

毺
灥V
灥毺

=毬V

而

灥E
灥毺

= 灥H
灥毺

=- 1
毺

暣T暤+ 毬
毺

暣V暤

即

毺
灥E
灥毺

=毬暣V暤-暣T暤

结合E=暣T暤+暣V暤,可得

暣T暤= 1
1+毬 毬-毺

灥
灥( )毺

E

暣V暤= 1
1+毬

1+毺
灥
灥( )毺

E (6灡5灡5)

如V 与粒子质量毺无关,即毬=0,则

暣T暤=-毺
灥E
灥毺

暣V暤= 1+毺
灥
灥( )毺

E (6灡5灡6)

如毬=1(例如谐振子),则

暣T暤= 1
2 1-毺

灥
灥( )毺

E

暣V暤= 1
2 1+毺

灥
灥( )毺

E (6灡5灡7)

例4暋利用 HF定理证明位力(virial)定理.
证明

H =p2

2毺
+V(r)

在坐标表象中
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H =-淈2

2毺

殼

2+V(r)

取淈为参量,有

灥H
灥淈 =- 淈

毺

殼

2

利用 HF定理,得

灥E
灥淈 = 2

h
p2

2毺
= 2

淈
暣T暤 (6灡5灡8)

类似,在动量表象中,有r=i淈灥
灥p

H =p2

2毺
+V i淈灥

灥( )p
灥r
灥淈= r

淈
灥H
灥淈 =灥V

灥淈 =灥V
灥r

·灥r
灥淈= r

淈
·

殼

V

所以

灥E
灥淈 = 1

淈
暣r·

殼

V暤 (6灡5灡9)

联合式(6灡5灡8)、(6灡5灡9),得

2暣T暤= 暣r·

殼

V暤 (6灡5灡10)
此即位力定理.

若V 为r的毻次齐次函数

V(毸r)=毸毻V(r) (6灡5灡11)
则

2暣T暤=毻暣V暤 (6灡5灡12)
结合暣T暤+暣V暤=E,得

暣V暤= 2
2+( )毻 E,暋暋暣T暤= 毻

2+( )毻 E (6灡5灡13)

6灡5灡2暋HF定理在中心力场问题中的应用

1灡 能量本征值与角动量量子数的关系

一般中心力场中的粒子,能量本征态可以取为(H,l2,lz)的共同本征态,即

氉=R(r)Ym
l (毴,氄)=氈(r)

r Ym
l (毴,氄) (6灡5灡14)

氈(r)满足径向方程

-淈2

2毺
d2

dr2 +V(r)+l(l+1)淈2

2毺r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 氈(r)=E氈(r) (6灡5灡15)

它与一维定态Schr昳dinger方程相似,相当于 Hamilton量为

H =-淈2

2毺
d2

dr2 +V(r)+l(l+1)淈2

2毺r2 (6灡5灡16)
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它的本征值记为Enrl
,依赖于径向量子数nr(=0,1,2,…)和角量子数l(=0,1,

2,…).视l为参数,有

灥H
灥l nrl

= (2l+1)淈
2

2毺
1
r2

nrl
>0

因为1
r2

æ

è
ç

ö

ø
÷为正定厄米算子 .因此,按 HF定理,

灥Enrl

灥l >0 (6灡5灡17)

即给定nr 情况下,Enrl
随
踿l增大而增大

踿踿踿踿踿
,因此,中心力场的基态必为

踿踿踿踿踿踿踿踿踿s态
踿

(l=0).

2灡 势能平均值的计算

对于类氢原子,有

V(r)=-Ze2

r
毻=-1,按式(6灡5灡13)

- Ze2

r n
=2En

利用

En =-毺e4Z2

2淈2n2 =-e2

2a
Z2

n2暋暋暋 (6灡5灡18)

n= (nr+l+1)=1,2,3,…
可得

1
r n

= Z
n2a

(6灡5灡19)

对于三维各向同性谐振子,有

V(r)= 1
2毺氊2r2

毻=2,所以

1
2毺氊2暣r2暤N = 1

2EN

利用

EN = N+æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2 淈氊暋暋暋 (6灡5灡20)

N = (2nr+l)=0,1,2,…
可得

暣r2暤N = N+æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

淈
毺氊

(6灡5灡21)

暋暋上述结果也可以直接利用 HF定理得出.
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对于类氢原子,视Z为参数,按 HF定理

灥H
灥Z n

= 灥V
灥Z n

=-e2 1
r n

灥En

灥Z =-e2

a
Z
n2

因此

1
r n

= Z
n2a

(6灡5灡22)

对于三维各向同性谐振子,视氊为参数,有

灥H
灥氊 N

= 灥V
灥氊 N

=毺氊暣r2暤N

灥En

灥氊 = (N+3/2)淈

所以

暣r2暤N = (N+3/2)淈
毺氊

(6灡5灡23)

3灡 离心势能与径向动能

对于类氢原子,按式(6灡4灡22)和(6灡4灡19),有

灥En

灥l =灥En

灥n =e2Z2

n3a
而按 HF定理

灥H
灥l = (l+1/2)淈

2

毺
1
r2 =灥En

灥l
所以

1
r2

nlm
= l

l+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 n3

Z2

a2 (6灡5灡24)

因此

l2

2毺r2
nlm

= l(l+1)

l+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 n3

Z2e2

2a =- l(l+1)

l+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 n

En (6灡5灡25)

而动能平均值为暣T暤=-En,所以在动能中离心势能所占比例为 l(l+1)
(l+1/2)n.对于

给定n,当l愈大,此比例愈大.当l=lmax=(n-1)(“圆轨道暠)时,此比例为

n-1
n-1/2.此时,径向动能 p2

r

2毺
所占比例为 1

2n-1.当n烅1时(大量子数极限),对于圆

轨道(nlm)=(n,n-1,m),径向动能就十分微小.
对于三维各向同性谐振子,利用式(6灡3灡17)和(6灡3灡18)
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灥EN

灥l =灥EN

灥N =淈氊暋暋暋暋

灥H
灥l = (l+1/2)淈

2

毺
1
r2 =淈氊

按 HF定理,得
1
r2

nrlm
= 1

(l+1/2)
毺氊
淈

(6灡5灡26)

l2

2毺r2
nrlm

=l(l+1)
2l+1淈氊 (6灡5灡27)

离心势能只与l有关,但不依赖于 N.对于给定EN 的诸简并态中,l=lmax=N 态

(“圆轨道暠)的离心势能最大,其值为

l2

2毺r2
l=N

= N(N+1)
2N+1 淈氊 (6灡5灡28)

而径向动能为

p2
r

2毺 l=N
= p2

2毺
- l2

2毺r2
l=N

=EN

2 -N(N+1)
2N+1 淈氊

= 1+ 1
4N+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
淈氊
2 曋淈氊

2暋(N 烅1) (6灡5灡29)

在(nrlm)态下,径向动能平均值为

p2
r

2毺 nrlm
= N+3

2-l(l+1)
l+1/[ ]2

淈氊
2

(6灡5灡30)

在大量子数极限l烅1情况下,l(l+1)/(l+1/2)曋(l+1/2),离心势能式(6灡5灡27)
与径向动能式(6灡5灡30)分别化为

l2

2毺r2
nrlm

曋 l+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

淈氊
2暋暋暋暋暋 (6灡5灡31)

p2
r

2毺 nrlm
曋 (N-l+1)淈氊

2 = nr+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 h氊 (6灡5灡32)

4灡 对数中心势

设粒子在对数中心势场

V(r)=V0ln r
r
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
暋暋(V0,r0 >0) (6灡5灡33)

中运动,可以证明:(i)在各束缚定态下,动能平均值相同.(ii)能级间距(能谱形状)
与粒子质量无关
踿踿踿踿踿踿踿.

证明暋利用位力定理

p2

2毺
= 1

2 r·

殼

V

对于对数中心势(6灡5灡33),有

r·

殼

V =rdV
dr =V0
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所以,动能平均值

暣T暤=V0/2暋暋(与态无关的常数) (6灡5灡34)
又

H =p2

2毺
+V(r)

取毺为参数,有

灥H
灥毺 n

=-1
毺

暣T暤n =-V0

2毺
按 HF定理,得

灥En

灥毺
=-V0

2毺
(6灡5灡35)

对毺积分,可得出束缚态能级为

En =毰n -V0

2ln毺 (6灡5灡36)

式中毰n 为积分常数,不依赖于粒子质量毺.因此,任意两个束缚定态能级之间的

间距

En -En曚 =毰n -毰n曚 (6灡5灡37)
不依赖于粒子质量毺.定理得证.

练习暋试作尺度变换(scaletransformation)r曚= 毺r来证明上述定理.
提示:Schr昳dinger方程化为

-淈2

2

殼

曚2氉+V0lnr曚氉= (E+V0ln 毺r0)氉

6灡6暋二维中心力场

在第3章中我们系统分析了一维势场中粒子运动的特点,例如一维规则势阱

中粒子的束缚能级是不简并的,而一维粒子的游离态则为二重简并.这种安排,主
要出自教学法的考虑,因为一维粒子的数学处理比较简单,有利于初学者掌握初步

的量子力学理论.现实世界中的粒子一般在三维势场中运动.在很长时期中,低维

势场中粒子运动的研究,只有理论上的意义.近年来,由于技术上的进步,有效的低

维(二维、一维、零维)体系的制备已在实验上逐步实现,例如在表面物理中的现代

晶体生成技术(分子束外延技术制备半导体纳米结构,利用扫描隧道显微镜技术对

单个原子进行人工操作以制备纳米尺度上的人工原子图案等).低维量子物理的研

究已在实验和理论两方面都引起人们的关注,并已取得重要进展栙.

·032·

栙 例如,见 R.W.Robinett,Quantum Mechanics,(1997),chap.16;M.A.Reed,Sci.Am.(1993,
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6灡6灡1暋三维和二维中心力场的关系

二维中心力场V(氀)(氀= x2+y2)中,粒子的能量本征方程为

H氉= -淈2

2毺
灥2

灥氀2 +1
氀

灥
灥氀

+1
氀2

灥2

灥氄
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +V(氀[ ])氉 (6灡6灡1)

由于体系的二维旋转对称性,角动量lz=-i淈 灥
灥氄

是守恒量.通常选择(H,lz)为一

组守恒量完全集,它们的共同本征态表示为

氉(氀,氄)=Rm(氀)eim氄,m =0,暲1,暲2,… (6灡6灡2)
径向波函数Rm(氀)满足下列方程

-淈2

2毺
d2

d氀2 +1
氀

d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

氀
-m2

氀[ ]2 +V(氀{ })Rm =ERm (6灡6灡3)

能量本征值依赖于|m|,束缚能级一般有二重简并(m=0态除外).对应于能级

En|m|的解记为Rn|m|,满足正交归一条件

曇
曓

0
R*

n m (氀)Rn曚 m (氀)氀d氀=毮nn曚 (6灡6灡4)

令

Rn旤m旤(氀)=氈n旤m旤(氀)/氀 (6灡6灡5)
则方程(6灡6灡3)化为

-淈2

2毺
d2

d氀2 + 1
4氀2 -m2

氀
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +V(氀[ ])氈n旤m旤 =E氈n旤m旤 (6灡6灡6)

可改写成

-淈2

2毺
d2

d氀2 -
(m-1/2)(m+1/2)

氀[ ]2 +V(氀{ })氈n旤m旤 =E氈n旤m旤 (6灡6灡7)

而式(6灡6灡4)化为

曇
曓

0
氈*

n m (氀)氈n曚 m (氀)d氀=毮nn曚 (6灡6灡8)

作为对比,三维中心力场V(r)中的能量本征方程为[见6灡1节,式(6灡1灡6)]

H氉= -淈2

2毺
灥2

灥r2 +2
r

灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

r + l2

2毺r2 +V(r[ ])氉=E氉 (6灡6灡9)

通常选(H,l2,lz)为一组守恒量完全集,它们的共同本征态表示为

氉(r,毴,氄)=Rl(r)Ym
l (毴,氄) (6灡6灡10)

l=0,1,2,…
m =l,l-1,…,-l+1,-l

Rl(r)满足径向方程

-淈2

2毺
d2

dr2 +2
r

d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

r -l(l+1)
r[ ]2 +V(r{ })Rl =ERl (6灡6灡11)

对应于束缚态能级Enl的解记为Rnl(r),它们满足正交归一条件

曇
曓

0
R*

nl(r)Rn曚l(r)r2dr=毮nn曚 (6灡6灡12)
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能级简并度一般为(2l+1).令

Rnl(r)=氈nl(r)/r (6灡6灡13)
则

-淈2

2毺
d2

dr2 -l(l+1)
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +V(r{ })氈nl =E氈nl (6灡6灡14)

而

曇
曓

0
氈nl(r)氈n曚l(r)dr=毮nn曚 (6灡6灡15)

比较方程(6灡6灡7)和(6灡6灡14),参数对应关系为

l(l+1)炣 m-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 m+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

(6灡6灡16)

即

l炣 m -1
2

(6灡6灡17)

因此,根据前面已得出的各种类型的三维中心力场的计算结果(能级,简并度,各种

力学量的平均值,矩阵元等),可类似写出二维中心力场的相应的结果.以下具体计

算结果可以验证这一对应关系.

6灡6灡2暋二维无限深圆方势阱

二维无限深圆方势阱

V(氀)=
0, 氀<a
曓, 氀>{ a

(6灡6灡18)

中粒子的径向方程为

-淈2

2毺
d2

d氀2 +1
氀

d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

氀
-m2

氀[ ]2 Rm(氀)=ERm(氀),暋m =0,暲1,暲2,…

(6灡6灡19)

Rm(氀)满足边条件

Rm(氀)旤氀=a =0 (6灡6灡20)
可以看出,能量本征值E 只依赖于m 的绝对值 m ,能级为二重简并(m=0除

外).引进无量纲变量

毼=k氀,暋k= 2毺E/淈 (6灡6灡21)
则方程(6灡6灡19)化为Bessel方程(见附录六)

d2R
d毼2 +1

毼
dR
d毼

+ 1-m2

毼
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 R=0 (6灡6灡22)

在包含原点(毼=0)在内的区域中满足物理要求的解,可取为Bessel函数Jm(毼).注
意:Jm 与J-m是线性相关的.方程(6灡6灡19)的简并的能量本征态可以取为

J旤m旤(k氀)e暲im氄,暋 或J旤m旤(k氀)sin(m氄),J旤m旤(k氀)cos(m氄) (6灡6灡23)
按边条件(6灡6灡20),要求
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J旤m旤(ka)=0 (6灡6灡24)
当a取有限值时,并非任何k值都满足以上条件.令J m (x)=0的根依次记为

xn氀 m ,n氀=0,1,2,….n氀 是径向波函数的节点数(不包括氀=0,曓点).粒子能量本

征值为

En氀 m =
淈2x2

n氀 m

2毺a2 (6灡6灡25)

xn氀|m|的值如表6灡3所示.

表6灡3暋二维无限深圆方势阱的较低几条能级的xn氀 m 值

暋暋n氀

m 暋暋暋
1 2 3

0 2.4048 5.5201 8.6537
1 3.8317 7.0156 10.1735
2 5.1356 8.4172 11灡6198
3 6.3802 9.7610 13灡0152

图6灡10暋二维无限深圆方势阱能级En氀|m|/E00

m =0,1,2,3,…能级分别记为s,p,d,f,….
与6灡2节三维无限深球方势阱能级图6灡2比较,两者很相似.
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图6灡10给出二维无限深圆方势阱的较低几条能级的分布,它与三维无限深球

方势阱的能级分布(见6灡2节,图6灡2)很相似.图6灡11给出几个能量本征态的空

间分布几率 氉n氀m
(氀,氄)2.

图6灡11暋二维无限深圆方势阱的几个定态的空间分布几率 氉n氀m
(氀,氄)2

(a)基态0s,(n氀,m)=(0,0)

(b)和(c)是n氀=0,m =1的二重简并态,J1(k0氀)sin氄 2 和 J1(k0氀)cos氄 2.
(d)(n氀,m)=(4,0),是无角动量的态,相当于经典粒子穿过力心往返运动.
(e)(n氀,m)=(0,10)是高角动量(转动能)的圆轨道(n氀=0)的态,径向动能几乎为0,相当于

经典匀速率圆周运动.注意,(4,0)与(0,10)两态的能量几乎相同(相差<1%),但空间分布

很不相同.
本图取自 R.W.Robinett,QuantumMechanics,Figs.16.11~16.13.(OxfordUniversity

Press,N.Y.,1997).

练习暋二维无限深方势阱

V(x,y)=
0, 0<x,y<a
曓,{ 其他区域

(6灡6灡26)

粒子能级为

Enxny =毿2淈2

2毺a2(n2
x +n2

y)=毿2淈2

2毺a2n2 (6灡6灡27)

n2 =n2
x +n2

y,暋暋nx,ny =1,2,3,…

波函数为

氉nxny
(x,y)= 2

asin nx毿
a( )x sin ny毿

a( )y (6灡6灡28)

试分析能级的简并度(见表6灡4).能级简并度可否大于一般二维中心势? 如何理解其对称性?
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表6灡4

(nx,ny) En/毿
2淈2

2毺a2 简并度

(1,1) 2 1
(1,2) 5 2
(1,7)
(5,5) 50 3

(1,8)
(4,7) 65 4

(1,18)
(6,17)
(10,15)

325 6

(4,33)
(9,32)
(12,31)
(23,24)

1105 8

6灡6灡3暋二维各向同性谐振子

V(氀)= 1
2毺氊2氀2 (6灡6灡29)

Schr昳dinger方程为

-淈2

2毺
1
氀

灥
灥氀氀

灥
灥氀

+1
氀2

灥2

灥氄
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +1
2毺氊2氀[ ]2 氉=E氉暋(E >0) (6灡6灡30)

令

氉(氀,氄)=eim氄R(氀) (6灡6灡31)

则径向方程表示为(自然单位淈=毺=氊=1)

d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

-m2

氀2 +(2E-氀2[ ])R(氀)=0(E >0) (6灡6灡32)

当氀曻0时,上式化为

d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

-m2

氀
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 R(氀)=0

经过分析,可得,当氀曻0时

R(氀)曍氀 m

当氀曻曓,式(6灡6灡32)化为

d2

d氀2 -氀
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 R(氀)=0

所以R(氀)曍exp(暲氀2/2),而满足束缚态边条件的解只能取R(氀)曍exp(-氀2/2)

(氀曻曓).因此,不妨令

R(氀)=氀 m exp(-氀2/2)u(氀) (6灡6灡33)

代入式(6灡6灡32),得
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d2u
d氀2 + 2 m +1

氀
-2æ

è
ç

ö

ø
÷氀 du
d氀

+[2E-2(m +1)]u=0 (6灡6灡34)

再令

毼=氀2 (6灡6灡35)
得

毼
d2u
d毼2 +(m +1-毼)du

d毼
- m +1

2 -Eæ

è
ç

ö

ø
÷

2 u=0 (6灡6灡36)

上式正是合流超几何方程.相应参数为

毩= m +1
2 -E

2
毭= m +1 (6灡6灡37)

束缚态要求毩为零,或非负整数

毩= m +1
2 -E

2 =-n氀,暋暋n氀 =0,1,2,…

因此,二维各向同性谐振子的能量本征值为

E= (2n氀+ m +1) (自然单位)
或记为

En = (n+1),暋暋n=2n氀+ m =0,1,2,… (6灡6灡38)
相应的波函数为

氉n氀m
(氀,氄)曍eim氄氀 m e-氀

2/2F(-n氀,m +1,氀2) (6灡6灡39)
不难求出能级En 的简并度为

fn = (n+1)=1,2,3,… (6灡6灡40)
可以看出,在三维各向同性谐振子的能级公式[6灡3节,式(6灡3灡16)]中

E= (2nr+l+3/2) (6灡6灡41)

把l曻 m -1
2

,即2nr+l+3/2曻2n氀+ m +1,便可得出二维各向同性谐振子的

能量公式

E= (2n氀+ m +1),暋n氀,m =0,1,2,… (6灡6灡42)
可以看出其能级分布也是均匀的.但能级简并度为fn=(n+1)=1,2,3,….而三

维各向同性谐振子能级的简并度fN=1
2

(N+1)(N+2),N=0,1,2,….

6灡6灡4暋二维氢原子和类氢离子

采用平面极坐标,二维Coulomb势表示为

V(氀)=-毷
氀

暋暋(毷=Ze2,Z=1,2,3,…) (6灡6灡43)

Schr昳dinger方程表示为

·632·



-淈2

2毺
1
氀

灥
灥氀氀

灥
灥氀

+1
氀2

灥2

灥氄
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -毷[ ]氀 氉=E氉暋(E <0,束缚态)(6灡6灡44)

显然,lz=-i淈灥
灥氄

是守恒量.取氉为守恒量完全集(H,lz)的共同本征态,即令

氉(氀,氄)=eim氄R(氀),暋m =0,暲1,暲2,… (6灡6灡45)
则径向方程表示为(自然单位,淈=毺=毷=1)

d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

-m2

氀2 + 2E+2æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]氀
R(氀)=0 (6灡6灡46)

氀=0,曓为方程的奇点.
在氀曻0时,方程(6灡6灡46)渐近地表示为

d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

-m2

氀
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 R(氀)=0 (6灡6灡47)

令R曍氀s 代入上式,得

s2-m2 =0
所以

s=暲 m (6灡6灡48)
可以证明,氀曻0时行为R曍氀- m 解是物理上不能接受的,予以抛弃(见附录八).

当氀曻曓时,方程(6灡6灡46)化为

d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

+2æ

è
ç

ö

ø
÷E R(氀)=0暋(E <0) (6灡6灡49)

可以看出,R(氀)曍exp(暲 -2E氀),但满足束缚态边条件的解只能是R(氀)曍exp
(- -2E氀).因此,我们令

R(氀)=氀 m e-毬氀u(氀)暋暋暋 (6灡6灡50)
其中

毬= -2E暋暋暋(E <0) (6灡6灡51)
代入式(6灡6灡46),得

氀
d2u
d氀2 +(2 m +1-2毬氀)du

d氀
+[2-(2 m +1)毬]u=0 (6灡6灡52)

令

毼=2毬氀 (6灡6灡53)
得

毼
d2u
d毼2 +(2 m +1-毼)du

d毼
- (m +1/2)-1[ ]毬

u=0 (6灡6灡54)

这正是合流超几何方程(见附录五).它在毼曋0邻域的解析解表示为F(毩,毭,毼),相
应参数值为

毩= m +1
2-1

毬
,暋毭=2 m +1 (6灡6灡55)
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束缚态边条件要求

毩=-n氀,暋暋n氀 =0,1,2,… (6灡6灡56)
因此有

毬= 1
n氀+ m +1/2

(6灡6灡57)

代入式(6灡6灡51),即得出能量本征值(自然单位)

E=- 1
2(n氀+ m +1/2)2 =- 1

2n2
2

(6灡6灡58)

上式中n氀,m =0,1,2,…,暋暋n2 =n氀+ m +1/2=1/2,3/2,5/2,…
容易证明能级简并度为

fn2 =2n2 =1,3,5,… (6灡6灡59)
相应的波函数(未归一化)表示为

氉n氀m
(氀,氄)曍eim氄氀 m e-氀/n2F -n氀,2 m +1,2氀

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(6灡6灡60)

m =0,暲1,暲2,…

n氀 =0,1,2,…暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋

n2 =n氀+ m +1
2 = 1

2
,3
2

,5
2

,…

可以看出,在三维Coulomb引力势的能级公式[6灡4节,式(6灡4灡21)]中En=
-1/2n2,n=nr+l+1,如按照式(6灡6灡17)所示规则,把l曻 m -1/2,即可得出上

述二维Coulomb引力势的能级公式(6灡6灡58).
矩阵元公式也可类似写出如下表6灡5(自然单位)

表6灡5

三维Coulomb场 二维Coulomb场

暣r暤= 1
2

[3n2-l(l+1)] 暣氀暤= 1
2

[3n2
2-(m2-1/2)]

暣r-1暤=Z/n2 暣氀-1暤=Z/n2
2

暣r-2暤=Z2/n3(l+1/2) 暣氀-2暤=Z2/n3
2 m

暣r-3暤=Z3/n3(l+1/2)(l+1) 暣氀-3暤=Z3/n3
2 m (m-1/2)(m+1/2)

n=1,2,3,… n2=1/2,3/2,5/2,…

l=0,1,…,n-1, m =0,1,…,n2-1/2

值得注意,二维与三维Coulomb引力势的相邻能级间距(自然单位)有很大差

异,例如三维Coulomb引力势的相邻能级间距依次为
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(E2-E1),(E3-E2),… =3/81,5/72,… =0灡375,0灡0694,…
而二维Coulomb引力势的相邻能级间距依次为

(E3/2-E1/2),(E5/2-E3/2),… =16/9,41/225,… =1灡778,0灡182,…

图6灡12暋氢原子的径向分布几率

上图:三维氢原子 氈nrl
(r) 2,l=0,1,2轨道分别记为s,p,d.

下图:二维氢原子 氈n氀|m|(氀) 2,m =0,1,2轨道也分别记为s,p,d.

(注)参阅6灡4节,图6灡7,在该图中,采用nl来标记三维氢原子的径向波函数n=1,2,3,….在图6灡12
中,为便于比较三维与二维氢原子,采用nrl(三维)和n氀|m|(二维)来标记径向波函数.Rnrl

(r)与

Rn氀|m|(氀)分别为三维和二维氢原子的归一化径向波函数,而

氈nrl
(r)=rRnrl

(r),暋氈n氀|m|(氀)=氀Rn氀|m|(氀)
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因此,在多电子原子中,由于屏蔽效应导致的
踿踿踿踿踿踿踿 Coulomb势的能级壳层结构的改变

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
(见9灡5节,图9灡7),在二维Coulomb势阱中可能小一些

踿踿踿踿踿.
从径向分布来看,二维与三维氢原子也有较大差异.例如圆轨道(径向量子数

nr 或n氀 为0的径向波函数)的最概然半径[参阅6灡4节,式(6灡4灡38)]为(自然单位)

rn=n2,暋n=1,2,3,…(三维氢原子)

rn2=n2
2,暋n2=1/2,3/2,5/2,…(二维氢原子)

栙暋R.Loudon,AmericanJournalofPhysics27(1959)649.

栚暋三维氢原子中径向坐标r曒0,与三维Coulomb势对应的一维Coulomb势如取为V(x)=-毷
x

,(x>

0),则能级不简并.详见:Y.F.Liu&.J.Y.Zeng,ScienceinChina(SeriesA)40(1997)1111.

例如三维氢原子最低的三条圆轨道(用nrl 标记)0s,0p,0d的最概然半径为

1暶4暶9,而二维氢原子的最低的三条圆轨道[用n氀 m 标记,m =0,1,2也分别

记为s,p,d]0s,0p,0d的最概然半径为 æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2

暶 æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

2

暶 æ

è
ç

ö

ø
÷

5
2

2

=1暶9暶25.亦即这

些相邻的圆轨道的最概然半径的差别
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,对于二维氢原子
踿踿踿踿踿踿踿

,要比三维氢原子明显得多
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(参见图6灡12).因此,二维原子的能壳分布与三维原子有很大差异.在计及屏蔽效

应后的能壳分布,参见9灡5节图9灡9.按理论计算,二维原子的周期律与三维原子

有较大差异(见9灡5节,表9灡8),这有待实验检验.

6灡7暋一维氢原子栙

一维Coulomb场表示为栚

V(x)=- 毷
x 暋暋暋(毷>0) (6灡7灡1)

考虑粒子的束缚态,E<0.Schr昳dinger方程表示为

-淈2

2毺氉
曞- 毷

x氉=E氉暋暋(E <0) (6灡7灡2)

由于 Hamilton量具有空间反射对称性,能量的本征态总可以取为具有一定宇称

的波函数,即偶函数或奇函数.因此,只要找出x>0区域中的解,便可确定能量本

征值,而x<0区域中波函数的表达式,可以根据奇偶性来写出.
根据位力定理,Coulomb场中势能平均值和能量本征值有下列关系:

E= 1
2

暣V暤=-毷
2曇

+曓

-曓
氉2 dx

x =-毷曇
曓

0
氉2dx

x
(6灡7灡3)

可见,当x曻0,如氉(0)曎0,则积分是发散的,因而E=-曓(无下界),这个解在物

理上是不能接受的.因此,如E 要求取有限值,则氉须满足

当x曻0时,暋暋氉(0)曻0 (6灡7灡4)
再加上束缚态边条件
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x 曻 曓 时,暋暋氉(x)曻0 (6灡7灡5)
则与三维氢原子的s态(l=0)的径向方程和边条件完全一样,后者为

氉(r)= 1
4毿

氈0(r)
r

(6灡7灡6)

-
淈2d2氈0

2毺dr2
-毷0

r氈0 =E氈0 (6灡7灡7)

氈0(r)r曻
曻
0
0 (6灡7灡8)

氈0(r)r曻
曻
曓

0 (6灡7灡9)
但众所周知,三维氢原子的s态能级已包含了全部束缚态能级,它们是

En =- 1
2n2暋(自然单位) (6灡7灡10)

n=1,2,3,…
相应的波函数为[参阅6灡4节,式(6灡4灡32),注意l=0,nr=n-1]

氈0(r)曍re-r/nF1-n,2,2ræ

è
ç

ö

ø
÷

n
(6灡7灡11)

F为合流超几何函数,在此情况下是(n-1)次多项式.
按上面讨论,式(6灡7灡10)也包含了一维氢原子的全部束缚能级(基态除外,见

下面分析).在式(6灡7灡11)中把r换为x,就得出一维氢原子的束缚态波函数在x>
0区域中的表达式.再按照奇偶性写出x<0区域的波函数.由于x=0为V(x)的
奇点,又是氉(x)的节点[见式(6灡7灡4)],因此,在x曻0时,氉曚(x)可能不连续(见3灡1
节).因此,对应于一维氢原子的每一个束缚能级(基态除外)

En =- 1
2n2暋暋(自然单位) (6灡7灡12)

n=1,2,3,…
有两个态,一个宇称为偶,一个宇称为奇,能级为两重简并.

偶宇称态为

暋暋暋暋暋氉n+(x)=
xe-x/nF1-n,2,2xæ

è
ç

ö

ø
÷

n
,暋暋x>0

-xex/nF1-n,2,-2xæ

è
ç

ö

ø
÷

n
,暋暋x<

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

(6灡7灡13)

暋暋奇宇称态为

氉n-(x)=
氉n+(x), x>0
-氉n+(x), x<{ 0

(6灡7灡14)

它们在点x=0的导数则是

氉曚n+(0+)=1,暋暋氉曚n+(0-)=-1 (6灡7灡15)

氉曚n-(0+)=氉曚n-(0-)=1 (6灡7灡16)
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即x=0处,氉曚n+ (x)不连续,而氉曚n- (x)连续.图6灡13中给出n=1的两个波函数的

示意图形.

图6灡13

* 以下讨论基态.
基态应无节点,因此,在x=0点,氉曎0.按前面讨论,基态能量应为E0=-曓,是一个非物

踿踿
理态
踿踿.为更形象理解这一点,也为了求出基态波函数,我们在x曋0点邻域把一维 Coulomb势

(6灡7灡1)与毮势阱进行比较:

V毭(x)=-毭毮(x) (6灡7灡17)

在此毮势阱中,存在唯一的束缚定态(偶宇称,见3灡5节)

E=- 1
2

毺毭2

淈2 <0暋暋暋暋 (6灡7灡18)

氉(x)= 1
L
e- x /L,暋暋L=淈2

毺毭
(6灡7灡19)

现在来考虑另一个势阱(图6灡14)

V(b,N,x)=

0, x >b

- 1
x

, b
N < x <b

- N
b

, x < b

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

N

(6灡7灡20)

b烆1,暋暋N 烅1
在极限情形下,它能模拟x曋0邻域中一维Coulomb势和毮势阱的行为.显然

V(b,N,x)曒V(x)=- 1
x

所以Coulomb场中的基态能级低于V(b,N,x)场中的基态能级.
当b曻0时,V(b,N,x)可作为毮势阱,因为

曇
+曓

-曓
V毭(x)dx=-毭曇

+曓

-曓
毮(x)dx=-毭 (6灡7灡21)

而

曇
+曓

-曓
V(b,N,x)dx=- N

b
·2·b

N -2曇
b

b/N

dx
x =-2(1+lnN) (6灡7灡22)
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图6灡14
图中实线为V(b,N,x),虚线为Coulomb势(自然单位毷=1).

N曻曓时,V(b,N,x)和Coulomb场在x曋0邻域性质相同.b曻0时,V(b,N,x)与毮势阱相似.

即相当于强度毭=-2(1+lnN)的毮势阱.因此,V(b,N,x)的基态能量为

E=- 1
2

毺
淈2[2(1+lnN)]2 曋-2毺

淈2(lnN)2 (6灡7灡23)

可见Coulomb势的基态能级

E0 <-2毺
淈2(lnN)2 =-2(lnN)2暋暋(自然单位)

N 烅1 (6灡7灡24)
就x曋0邻域性质而言,N曻曓时,V(b,N,x)即与 Coulomb势相同,由此可见,一维 Coulomb势

的基态能量E0=-曓.
但 N曻曓时V(b,N,x)相应于强度毭曻曓的毮势阱,可以理解粒子的位置分布概率比毭有

限的毮势阱要更集中在x=0邻域.事实上,毮势阱中的基态波函数的宽度殼x= 暣x2暤-暣x暤2=

暣x暤2曋L=淈2

毺毭
,当毭曻曓时,殼x曻0.

利用式(6灡7灡19),毮势阱基态的位置分布概率为

栙暋曇
+曓

-曓 氉(x) 2dx= 2
L曇

曓

0
exp(-2x/L)dx=曇

曓

0
exp(-y)dy=1

暋 lim
L曻曓

氉(x) 2 =lim
L曻曓

1
Lexp(-2 x /L)= 曓,暋 氉(-x) 2 = 氉(x) 2

氉(x)2 = 1
Lexp(-2 x /L) (6灡7灡25)

不难证明栙L曻0时,

氉(x)2 曻毮(x) (6灡7灡26)
因此,一维Coulomb势的基态波函数为

氉0(x)= [毮(x)]1/2 (6灡7灡27)
即粒子只出现在x=0邻域.按位力(virial)定理,基态动能平均值则为

暣T暤0 =-E0 = 曓 (6灡7灡28)
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练习暋对于一维对称毻次幂函数势阱

V(x)=-k x 毻暋暋(毻<0) (6灡7灡29)

x=0是奇点,试求基态能级.
提示:分别讨论毻曑-1和毻>-1两种情况.

习暋暋题

6灡1暋质量为毺的粒子在中心力场

V(r)=- 毩
rs 暋暋(毩>0)

中运动,证明,存在束缚态的条件为0<s<2;再进一步证明在E~0- 附近存在无限多条束缚态

能级.
提示:利用位力定理和不确定度关系.
6灡2暋质量为毺的粒子在球方势阱

V(r)=
0, r<a
V0, r曒{ a

中运动.设V0 逐渐从小到大变化.(1)求出现一个新的束缚能级(即Enrl曋V0-0)的条件.(2)求

出现第一个束缚态对V0a2 的限制.(3)若V0 很大,估算束缚态总数 N.

答:(1)出现一个新的束缚态(角量子数为l)的条件为jl-1(k0a)=0,其中k0= 2毺V0/淈.

(2)出现第一个束缚态(必为l=0)的条件为V0a2曒毿2淈2/8毺.(3)N曋2毿2

9
a
毿( )淈

3
(2毺V0)3/2.

6灡3暋质量为毺的粒子在球壳势阱

V(r)=-毭毮(r-a) (毭,a>0)

中运动,求存在束缚态的条件.
答:毭a曒淈2/2毺.
6灡4暋对于中心力场V(r)中的任何一个束缚态,证明

dV
dr - l2

毺r3 =2毿淈2

毺 氉(0)2 (1)

并解释其经典力学含义.

提示:利用 灥
灥r

,[ ]H =淈2

毺r2
灥
灥r-l2

毺r3+dV
dr.

答:式(1)等价于

dV
dr =2毿淈2

毺 氉(0)2

l=0态,无经典对应.

dV
dr = l2

毺r3 =l(l+1)淈
2

毺
1
r3

l曎0态,它是向心力的周期平均.
6灡5暋对于氢原子基态,求 殼x、殼px,验证不确定度关系.

答:殼x殼px=淈/3.
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6灡6暋对于氢原子的各s态(nlm=n00),计算 殼x、殼px,讨论n烅1情况.

答:殼x=na
6

1+5n2,暋暋殼px=淈/3na,暋暋殼x殼px= 1+5n2

18 淈

n烅1时,殼x殼px曋 5
18n淈=0灡527n淈>n淈

2.

6灡7暋求出氢原子基态波函数在动量表象中的表示式.
提示:利用

曇exp(-毩r+i毬·r)d3x= 8毿毩
(毩2 +毬2)2

答:氉0(p)=2
毿

2淈5毩3

(淈2+毩2p2)2.

6灡8暋在动量表象中写出氢原子的能量本征方程.
答:

E-h2k2

2( )毺 氄(k)=曇d3k曚V(k-k曚)氄(k曚)

V(k-k曚)=-e2

2毿2
1

k-k曚 2

6灡9暋设氢原子处于基态,求电子处于经典力学禁区(E-V=T<0)的概率.
答:电子处于经典禁区(r>2a)的概率=13e-4曋0灡238.

6灡10暋根据氢原子光谱的理论,讨论(1)电子偶素(positronium 指e+e- 束缚态)的能级.参

阅C.Kittel,et,al.,BerkeleyPhysicsCourse,Vol.1,Mechanics,p.292,1971.(2)毺原子(muonic

atom)的能谱.参阅C.S.Wu,L.Wiletz,Ann灡Rev灡Nucl.Sci.19(1969)527.(3)毺子偶素(muo灢

nium)指毺+毺- 束缚态)的能谱.参阅 V.W.Hughes,Ann灡Rev灡Nucl灡Sci.16(1966)445.

6灡11暋对于类氢原子(核电荷Ze),计算处于束缚态氉nlm 下的电子的暣r毸暤,毸=-1,-2,-3.
提示:利用位力定理,得

1
r = Z

n2
1
a

,暋暋a=淈2/毺e2暋(Bohr半径)

利用 Hellmann灢Feynman定理,得

暣r-2暤= Z2

(l+1/2)n3
1
a2

利用6灡4题,得

暣r-3暤= Z3

l(l+1/2)(l+1)n3
1
a3

6灡12暋对于类氢原子的(H,l2,lz)的共同本征态氉nlm ,试从径向方程证明暣r毸暤之间的下列递

推关系:

毸+1
n2 暣r毸暤-(2毸+1)a

Z
暣r毸-1暤+ 毸

4
[(2l+1)2 -毸2]a

2

Z2暣r毸-2暤=0 (1)

给出此关系式成立的条件.并计算暣r毸暤,毸=2,1,-1,-2,-3,-4.
答:成立条件:毸>-(2l+1).

式(1)中令毸=0,得暣r-1暤=Z/n2a;
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毸=1,得暣r暤=1
2

[3n2-l(l+1)]a/Z;

毸=2,得暣r2暤=n2

2
[1+5n2-3l(l+1)]a2/Z2.

毸=-1,利用上题结果,可得暣r-3暤,与上题同

毸=-2,得
暣r-4暤= 3n2 -l(l+1)

2n5(l-1/2)l(l+1/2)(l+1)(l+3/2)
Z4

a4

参阅 H.A.Kramers,QuantumMechanics,(NorthHolland,1957),曥59.
6灡13暋电荷为Ze的原子核突然发生毬- 衰变,核电荷变成(Z+1)e.求衰变前原子Z中的一

个 K电子(1s轨道上的电子)在衰变后仍然保持在新原子的 K轨道的概率P.

答:P = 暣氉100(Z+1)|氉100(Z)暤2= 1+1( )Z
3

1+1
2( )Z

-6

曋1- 3
4Z2暋暋(对Z烅1原子)

6灡14暋对于类氢原子(核电荷Ze)的l=n-1(nr=0)轨道,计算:(1)最概然半径.(2)平均半

径.(3)涨落 殼r.
答:(a)最概然半径=n2a/Z,与Bohr理论中的圆轨道半径相同.

(b)暣r暤nn-1m= n2+n( )2 a/Z,与m 无关.

(c)殼r=[暣r2暤-暣r暤2]1/2= n3

2+n2

( )4
1/2

a/Z,暋暋殼r/暣r暤=1/ 2n+1.

6灡15暋对于氢原子中的“圆轨道暠,即(n,n-1,m)态,求电子在经典禁区(V>E)中的概率.
答:经典禁区相当于r>rn=2n2a,电子在r曒rn 的概率为

Pn = 1+4n+
(4n)2
2! +

(4n)3
3! +…+

(4n)2n
(2n)[ ]! exp(-4n)

n=1,2,3,4,5,10,…

Pn =0灡2381,0灡0996,0.0458,0.0220,0.0108,0.000368,…

6灡16暋设碱金属原子中的价电子所受原子实(原子核+满壳层电子)的作用可近似表示为

V(r)=-e2

r -毸e
2a
r2 ,暋暋0<毸烆1

a为Bohr半径,求价电子的能级,并与氢原子能级作比较.

答:令l(l+1)-2毸=l曚(l曚+1),解出得l曚=-1
2+ l+( )1

2 暳 1- 8毸
(2l+1)[ ]2

1/2
,能级可表示成

Enl =-e2

2a
1
n曚2,暋n曚=nr+l曚+1,暋nr =0,1,2,…

因毸烆1,可令l曚=l+殼l,得 殼l曋-毸/(l+1/2)烆1,能级可近似表示成

Enl 曋-e2

2a
1

(n+殼l)2,暋n=1,2,3,…

它与l有关,但 殼l随l增大而减小.
6灡17暋证明一个球方势阱(半径a,深度V0)恰好具有一条l曎0的能级的条件是:V0 与

a满足

jl-1
2毺V0

淈2
æ

è
ç

ö

ø
÷a =0
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6灡18暋采用平面极坐标系,求出轴对称谐振子势中粒子的能量本征值及本征函数.讨论能

级的简并度.
答:EN =(N+1)淈氊,暋暋N=0,1,2,…

氉N毇(氀,毴)=A氀 毇 exp 1
2毩2氀( )2 F 毇 -N

2
,毇 +1,毩2氀( )2 暳exp(i毇毴)

毩2=毺氊/淈,A 为归一化常数,毇 =N-2nr,暋暋nr=0,1,2,…

所以 毇 =N,N-2,…,1(N 奇)或0(N 偶),简并度为(N+1).
6灡19暋设粒子在无限长的圆筒中运动,筒半径为a,求粒子能量.
答:能量本征值

Ek m 毻 =淈2

2毺
k2 +毸2

m 毻
a( )2

m =0,暲1,暲2,…

k为任意实数,但当给定E值后,k2曑2毺E/淈2.毸 m 毻是J m (毸)=0的第毻个根,毻=1,2,….
注意:能谱是连续的.
6灡20暋粒子在半径为a,高为h的圆筒中运动.粒子在筒内是自由的.在筒壁及筒外势能为

无限大.求粒子的能量本征值.

答:En m 毻=淈2

2毺
n2毿2

淈2 + 毸 m ,毻( )a[ ]
2

暋暋暋n=1,2,3,…,暋m=0,暲1,暲2,…

毸 m ,毻是J m (毸)=0的第毻个根.
6灡21暋设V(r)=-V0exp(-r/a)(V0>0),求基态(l=0)的波函数.
提示:作变量替换毼=exp(-r/2a).

答:基态波函数为氉=AJ毻(毸exp(-s/2a))/r,A 为归一化常数,毸=2a 2毺V0/淈(无量纲),毺
为粒子质量.毻由边条件J毻(毸)=0确定,相应的能量为E毻=-毻2淈2/8毺a2.

6灡22暋设V(r)=-a
r +A

r2 (毩,A>0),求粒子的能量本征值.

答: Enrl=-2毺a2

淈2 2nr+1+ (2l+1)2+8毺A/淈[ ]2 -2

毺为粒子质量,nr=0,1,2,…,l=0,1,2,….

6灡23暋设V(r)=Br2+A/r2(图6灡15),其中A、B>0,求粒子的能量本征值.

图6灡15
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暋暋答:

Enrl =淈 B
2毺

4nr+2+ (2l+1)2 +8毺A
淈[ ]2

毺为粒子质量,nr=0,1,2,…,l=0,1,2,….
6灡24暋在原子核(荷电Ze)周围运动的Z 电子体系,Hamilton量(忽略自旋与相对论效应)

表示为

H =T+V暋暋暋暋暋暋暋暋

T= 暺
Z

i=1

1
2毺

p2
i暋暋(动能算符)

V =-Ze2暺
Z

i=1

1
ri

+e2暺
Z

i<j

1
ri-rj

对于体系的任一束缚态,证明位力定理表示为

暣T暤=- 1
2

暣V暤=-E

6灡25暋粒子在 Hulthen势场

V(r)=- V0

exp(r/a)-1暋(V0,a>0)

中运动,证明其束缚态能级En 满足不等式

En >-毺V2
0a2

2n2淈2 暋n=1,2,3,…

提示:与下面Coulomb势场中能级比较:
VC(r)=-V0a/r

6灡26暋荷电q的一维谐振子处于均匀电场E中,Hamilton量为

H = p2

2m+ 1
2m氊2x2 -qEx

利用 HF定理,求其束缚能级En.
提示:利用 Heisenberg方程,计算暣x暤n,然后取E为参数,利用 HF定理.

答:En= n+( )1
2 淈氊-q2E2

2m氊2

6灡27暋质量为毺的粒子在中心力场中运动,V(r)=毸r毻(毻>-2,毸/毻>0).试利用 HF定理及

位力定理分析能级构造式对于毸、毺、淈的依赖关系.

答:E=C毸
2

2+毻
淈2

2( )毺

毻
2+毻,C与毸、淈、毺无关.

6灡28暋一维粒子在势场V(x)=V0
x
a

毻
(V0,a>0)中运动,讨论毻曻曓时能级对各参数的

依赖关系.

答:特征长度暋暋x0曍 淈2a毻

毺V( )0

1
毻+2

特征能量暋暋E曍 淈2

( )毺

毻
毻+2

V0
2

毻+2a- 2毻
毻+2

当毻曻曓,(x)曻宽度为2a的无限深方势阱,特征长度和能量都将与V0 无关.
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第7章暋粒子在电磁场中的运动

7灡1暋电磁场中荷电粒子的Schr昳dinger方程

考虑质量为毺,荷电q的粒子在电磁场中的运动.在经典力学中,其 Hamilton
量表示为

H = 1
2毺

P-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A
2

+q毤 (7灡1灡1)

其中A、毤分别是电磁矢势和标势.P 称为正则动量
踿踿踿踿.Hamilton量这样写法的理由

如下:把式(7灡1灡1)代入正则方程

rx暋· =灥H
灥P

,暋暋P
·
=-灥H

灥r
(7灡1灡2)

即可得出(注1)

毺r暓=q E+1
cv暳æ

è
ç

ö

ø
÷B (7灡1灡3)

式中

E=-1
c

灥A
灥t-

殼
毤暋(电场强度) (7灡1灡4)

B=

殼

暳A暋暋(磁感应强度)
式(7灡1灡3)即荷电q的粒子在电磁场中的 Newton方程,式(7灡1灡3)右边第一项是

电场E对荷电q的粒子的作用,第二项即 Lorentz力,是经过无数实验证明为正

确的.

按照量子力学中的正则量子化程序,把正则动量P换成算符P
暷

(注2)

P曻P
暷

=-i淈

殼

(7灡1灡5)
则电磁场中荷电q的粒子的 Hamilton算符表示为

H = 1
2毺

P
暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A
2

+q毤 (7灡1灡6)

因而Schr昳dinger方程表示为

i淈灥
灥t氉= 1

2毺
P
暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A
2

+q
é

ë
êê

ù

û
úú毤氉

= 1
2毺

-i淈

殼

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A · -i淈

殼

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A +q

é

ë
êê

ù

û
úú毤氉 (7灡1灡7)

一般说来,P
暷

与A不对易,

P
暷

·A-A·P
暷

=-i淈

殼

·A (7灡1灡8)
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但若采用电磁场的横波条件

殼

·A=0,则方程(7灡1灡7)可以表示为

i淈灥
灥t氉= 1

2毺
P
暷

2-
q
毺c

A·P+
q2

2毺c2
A2+q

æ

è
ç

ö

ø
÷毤氉 (7灡1灡9)

(注1)暋式(7灡1灡3)证明如下:以x分量为例.按式(7灡1灡1)和(7灡1灡2),

xx暋· = 灥H
灥Px

= 1
毺

Px -
q
c

Aæ

è
ç

ö

ø
÷x (7灡1灡10)

所以

Px =毺xx暋·+
q
c

Ax =毺vx +
q
c

Ax

因而

P=毺v +
q
c

A (7灡1灡11)

可以看出,在有磁场的情况下
踿踿踿踿踿踿踿

,带电粒子的正则动量并不等于其机械动量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿毺v.

式(7灡1灡10)对t求导数,并利用式(7灡1灡1)和(7灡1灡2)得

毺x暓=P
·
x -

q
c

A
·
x =-灥H

灥x -
q
c

A
·
x = 1

毺暺
3

i=1
Pi-

q
c

Aæ

è
ç

ö

ø
÷i
q
c

灥Ai

灥x -q灥毤
灥x-

q
c

A
·
x

=
q
c 暺

3

i=1
xx暋·

i
灥Ai

灥x -q灥毤
灥x-

q
c

灥Ax

灥t +暺
3

i=1
rx暋·

i
灥Ax

灥r( )i

=-q
灥毤
灥x

+ 1
c

灥Ax

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

t +
q
c

xx暋·灥Ax

灥x +yx暋· 灥
灥xAy +zx暋· 灥

灥xAx -xx暋· 灥
灥xAx -yx暋· 灥

灥y
Ax -zx暋· 灥

灥zA[ ]x

=-q

殼

毤+ 1
c

灥
灥t( )A x+

q
c

[v 暳(

殼

暳A)]x

图7灡1

所以

毺r暓=-q

殼

毤+ 1
c

灥
灥t( )A +

q
c

v 暳(

殼

暳A)=q E+ 1
cv 暳( )B

暋暋(注2)暋在量子力学中,对于磁场中运动的带电粒子,把正则动量(而不是机械动量毺v)换
成算符-i淈

殼

的理由,Feynman有如下论证:

考虑方程(7灡1灡7),当矢量A有一个突然改变时,灥氉
灥t

(而不是氉本身)将会有一个突然改变.

在A突变的一瞬间,氉保持不变,因此,

殼

氉也不变.例如,图7灡1有一个长

螺线管,管外邻近有一个带电q的粒子.设螺线突然通以电流,在管内猛

地一下建立起磁场,矢势从零突变为 A,利用 B=

殼

暳A 及数学中的

Stokes定理,得

犽S
B·dS=曇C

A·dl

S是螺管截面,C为管外邻近绕螺管的一个回路.按Faraday定律,在管外

产生的感应电场E满足

曈C
E·dl=- 1

c
灥
灥t犽S

B·dS=- 1
c

灥
灥t曇C

A·dl
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E=- 1
c

灥A
灥t

当A猛然改变 灥A
灥t( )很大 ,感应电场E将很强,因而给带电粒子一个很大的冲力qE.当建立起磁

场后,粒子受到冲量为qE殼t=-
q
c

A,即粒子的机械动量突然改变-
q
c

A.因此,毺v +
q
c

A 保持

不变,即正则动量P=毺v +
q
c

A 保持不变.上面已提到,在此过程中

殼

氉保持不变,所以把正则

动量P换成算符-i淈

殼

是可以理解的.见 R.P.Feynmanetal.,TheFeynmanLecturesonPhys灢

ics,Vol.3,QuantumMechanics,Fig.21灢2.

讨论

1灡 局域的概率守恒与流密度

式(7灡1灡10)取复共轭(注意,A,毤为实,在坐标表象中P
暷* =-P

暷

)

-i淈灥
灥t氉

* = 1
2毺

P
暷2+

q
毺c

A·P
暷

+
q2

2毺c2
A2+q

æ

è
ç

ö

ø
÷毤氉* (7灡1灡12)

氉* 暳(7灡1灡10)-氉暳(7灡1灡12),利用

殼

·A=0,得

i淈灥
灥t

(氉*氉)= 1
2毺

(氉*P
暷2
氉-氉P

暷2
氉* )-

q
毺c

(氉*A·P
暷

氉+氉A·P
暷

氉* )

= 1
2毺

P
暷

·(氉*P
暷

氉-氉P
暷

氉* )-
q
毺c

P
暷

·(氉*A氉)

=-i淈
2毺

殼

· (氉*P
暷

氉-氉P
暷

氉* )-
2q
c

(氉*A氉
é

ë
êê

ù

û
úú)

即

灥
灥t氀+

殼

·j=0 (7灡1灡13)

式中

氀=氉*氉暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋 (7灡1灡14)

j= 1
2毺

(氉*P
暷

氉-氉P
暷

氉* )-
q
毺c

A氉*氉

= 1
2毺氉* P

暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A 氉+氉 P

暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A

*

氉
é

ë
êê

ù

û
úú

*

= 1
2

(氉* v暋暷氉+氉v暋暷*氉* )=Re(氉* v暋暷氉) (7灡1灡15)

v暋暷= 1
毺

P
暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A = 1

毺
-i淈

殼

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A (7灡1灡16)

与式(7灡1灡11)比较,v暋暷可理解为粒子的速度算符
踿踿踿踿

,而j为流密度算符
踿踿踿踿踿.
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2灡 规范不变性

电磁场具有规范不变性(gaugeinvariance),即当A、毤作下列规范变换时,

A曻A曚=A+

殼

氈(r,t)

毤曻毤曚=毤-1
c

灥
灥t氈

(r,t{ )
(7灡1灡17)

电场强度E和磁场强度B 都不改变.在经典 Newton方程(7灡1灡3)中,只出现E 和

B,不出现A和毤,其规范不变性是显然的.但Schr昳dinger方程(7灡1灡7)中出现A
和毤,是否违反规范不变性? 否.可以证明,波函数如作相应的相位变换

踿踿踿踿
氉曻氉曚=eiq氈/淈c氉 (7灡1灡18)

则氉曚满足的Schr昳dinger方程,形式上与氉相同栙,即

i淈灥
灥t氉曚= 1

2毺
P
暷

-
q
c
A

æ

è
ç

ö

ø
÷曚
2

+q毤
é

ë
êê

ù

û
úú曚氉曚 (7灡1灡19)

应该注意,变换(7灡1灡18)并非波函数的一个常数相位变换[因氈(r,t)依赖于r、t],
物理观测结果的规范不变性并非一目了然(注3).但容易证明氀、j、暣v暤等在规范

变换下都不变.(关于规范不变性的更详细的讨论,见卷栻).
练习暋证明在规范变换下,

氀=氉*氉暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋

j= 1
2 (毺 氉*P

暷

氉-氉P
暷

氉 )* -
q
毺c

A氉*氉

毺焵v= P-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A 暋(机械动量的平均值)

都不改变.
(注3)Scully和Zubairy根据局域规范变换(localgaugetransformation)不变性,“导出暠了电

磁场中的Schr昳dinger方程(7灡1灡7).其论证如下:对于自由粒子,Schr昳dinger方程为

i淈灥
灥t氉

(r,t)= H氉(r,t)=-淈2

2毺

殼

2氉(r,t) (7灡1灡20)

在常数规范变换氉(r,t)曻氉(r,t)ei氈(氈为常数)下,粒子的空间分布几率密度氀= 氉 2 保持不变

是显然的.如进一步要求在局域规范变换.

氉(r,t)曻氉(r,t)ei氈(r,t)/淈c (7灡1灡21)

下,Schr昳dinger方程保持不变,则方程(7灡1灡20)中必须加进新的项,修改为方程(7灡1灡7),即(A,

·252·

栙 证明提示:利用

i淈 灥
灥t氉曚-q毤曚氉曚=exp iq

淈c( )f i淈 灥
灥t氉-q毤( )氉

P
暷

-
q
c

A( )曚 氉曚=exp iq
淈c( )f P

暷

-
q
c( )A 氉

P
暷

-
q
c

A( )曚
2

氉曚=exp iq
淈c( )f P

暷

-
q
c( )A

2

氉



毤)必须进行规范变换(7灡1灡17).(A,毤)与规范有关,但电磁场E 和B[见式(7灡1灡4)]则与规范无

关.方程(7灡1灡7)可以认为是自由粒子的Schr昳dinger方程(7灡1灡20)的逻辑上推广(logicalexten灢

sion)灡在经典电动力学中,(A,毤)的引进,只是为了数学上方便地给出可观测量电磁场强度(E,

B).在量子力学中,(A,毤)的引进,则是为保证Schr昳dinger方程i淈 灥
灥t氉=H氉在局域规范变换下

的不变性,因而(A,毤)是有物理意义的.详见 M.O.ScullyandM.S.Zubairy,QuantumOptics,p.

146~148(CambridgeUniversityPress,1997).

7灡2暋Landau能 级

考虑电子(质量M,荷电-e)处于均匀磁场B中,矢势取为A=1
2B暳r栙.取磁

场方向为z轴方向,则

Ax =-1
2By,暋Ay = 1

2Bx,暋Az =0 (7灡2灡1)

电子的 Hamilton量表示为

H= 1
2M P

暷

x -eB
2c

æ

è
ç

ö

ø
÷y
2

+ P
暷

y+eB
2c

æ

è
ç

ö

ø
÷x
2

+P
暷2[ ]z

= 1
2M

(P
暷2
x +P

暷2
y)+e2B2

8Mc2(x2+y2)+ eB
2Mc

(xP
暷

y-yP
暷

x)+ 1
2MP

暷2
z (7灡2灡2)

为了方便,以下把沿z轴方向的自由运动分离出去(即把上式右边最后一项略去),
集中讨论电子在xy平面中的运动.此时,

H=H0+氊Ll
暷

z (7灡2灡3)

H0= 1
2M

(P
暷2

x +P
暷2
y)+1

2M氊2
L(x2+y2),暋氊L =eB/2Mc

l
暷

z=xP
暷

y -yP
暷

x =-i淈x 灥
灥y-y 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

x =-i淈灥
灥氄

氊L 称为Larmor频率,H 中B(即氊L)的线性项表示电子的轨道磁矩与外磁场的相

互作用,而B2(即氊2
L)项称为反磁项.式(7灡2灡3)中 H0 的形式与二维各向同性谐振

子相同.

电子的能量本征态可取为守恒量完全集
踿踿踿踿踿踿

(H,l
暷

z)的共同本征态.取平面极坐

标,则

氉(氀,氄)=R(氀)eim氄,m =0,暲1,暲2,… (7灡2灡4)
代入能量本征方程 H氉=E氉,可求出径向方程

-淈2

2M
灥2

灥氀2 +1
氀

灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

氀
+1

2M氊2
L氀[ ]2 R(氀)= (E-m淈氊L)R(氀) (7灡2灡5)

·352·
栙 以下结果与规范无关,不难验证

殼

暳A=B,

殼

·A=0.



按6灡6节,可解出能量本征值E(Landau能级)

E=EN = (N+1)淈氊L

N= (2n氀+ m +m)=0,2,4,…,暋n氀 =0,1,2,…
(7灡2灡6)

相应的能量本征函数(径向部分)为

Rn氀 m (氀)~氀 m F(-n氀,m +1,毩2氀2)e-毩2氀
2/2 (7灡2灡7)

毩= M氊L/淈= eB/2淈c
式(7灡2灡7)中F为合流超几何函数,n氀 表示径向波函数节点数(氀=0,曓点除外).

对于二维各向同性谐振子(自然频率为氊0),能级为EN =(N+1)淈氊0,N=
2n氀+ m =0,1,2,…,简并度为fN=(N+1)(参阅6灡6节).对于均匀磁场中的电

子,由于 Hamilton量(7灡2灡3)中出现了氊Ll
暷

z项,此时尽管能量本征函数形式未变,
但能量本征值(7灡2灡6)中出现一项m淈氊L,因而N=2n氀+ m +m.容易看出,所有

m曑0的态所对应的能量都相同,因而能级简并度为
踿踿踿踿踿踿曓(见表7灡1和后面注1).对

于较低的几条能级的简并度的分析,如下表7灡1.

表7灡1

N EN/淈氊L n氀 m

0 1 0 0,-1,-2,-3,…

2 3 0 1
1 0,-1,-2,-3,…

4 5 0 2

1 1
2 0,-1,-2,-3,…

6 7 0 3
1 2
2 1

3 0,-1,-2,-3,…

式(7灡2灡6)所示电子能量(>0)可以看成电子在外磁场B(沿z方向)中感应而

产生的磁矩毺z 与外磁场的相互作用,而

毺z =-(2n氀+1+ m +m)e淈/2Mc (7灡2灡8)
上式中的负号表示自由电子在受到外磁场作用时具有反磁性

踿踿踿.
应当提到,关于Landau能级(7灡2灡6)的简并度的上述结论,不因规范选择而

异.例如,对于Landau选用过的规范栙

Ax =-By,Ay =Az =0 (7灡2灡9)

·452·

栙 例如,见 L.D.Landau,E.M.Lifshitz,Quantum Mechanics,Non灢relativisticTheory,(Benjamin,

1977),p.456灡

暋暋与(7灡2灡1)式相比,相当于做了一个规范变换,即A= 1
2B暳r曻A曚=A+

殼

f,f=- 1
2Bxy.



电子在xy平面内运动的 Hamilton量为

H = 1
2M P

暷

x -eB
c

æ

è
ç

ö

ø
÷y
2

+P
暷

2[ ]y (7灡2灡10)

H 的本征态可取为守恒量完全集
踿踿踿踿踿踿

(H,P
暷

x)的共同本征态,即

氉(x,y)=eiPxx/淈氈(y) (7灡2灡11)

上式中Px 是P
暷

x 的本征值,-曓<Px(实)<+曓,氈(y)满足

1
2M

Px -eB
c

æ

è
ç

ö

ø
÷y
2

-淈2 d2

dy[ ]2 氈(y)=E氈(y) (7灡2灡12)

令y0=cPx/eB,上式可化为

-淈2

2M氈曞
(y)+1

2M氊2
c(y-y0)2氈(y)=E氈(y) (7灡2灡13)

氊c =eB/Mc=2氊L

氊c 称为回旋(cyclotron)角频率栙.上式描述的相当于一个一维谐振子,平衡点在

y=y0=cPx/eB 点,其能量本征值为

E=En= n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊c,n=0,1,2,…

= (N+1)淈氊L,N =2n=0,2,4,… (7灡2灡14)
此结果与(7灡2灡6)式一致(Landall能级不因归范变换而异),相应本征函数为

氈y0n
(y)曍e-毩2(y-y0)2/2Hn(毩(y-y0)),暋毩= M氊c/淈 (7灡2灡15)

它依赖于n和参量y0(=cPx/eB),y0 可以取(-曓,+曓)中一切实数值,但能级

En 不依赖于y0,因而能级为无穷度简并
踿踿踿踿踿.这里我们注意到一个有趣的现象,即在均

踿
匀磁场中运动的电子
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,可以出现在无穷远处
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(y0曻暲曓),即为非束缚态
踿踿踿踿踿踿

(x方向为

平面波,也是非束缚态),但电子的能级却是分立的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.注意,通常一个二维非束缚态

粒子的能量一般是连续变化的.

(注1)Landau能级简并度为曓,可如下理解:

在经典力学中,电子在均匀外磁场 B中运动,其机械动量毿=Mv =P+e
cA,而 d

dt毿=

-ev暳B/c,所以

d
dt 毿+ e

cr暳( )B =0 (7灡2灡16)
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栙 经典力学中,在沿z方向的均匀磁场B 的作用下,电子所受Lorentz力F=-ev 暳B/c,v为电子速

度,电子在xy平面内的运动为圆周运动,半径为R,维持圆周运动的向心力 Mv2/R 由 Lorentz力提供,即

Mv2/R=evB/c,所以R=Mvc/eB称为回旋半径.圆周运动频率毻=v/2毿R,而角频率为氊=2毿毻=v/R=eB/

Mc,回旋(cyclic)角频率氊c=2氊L,氊L=eB/2Mc为Larmor角频率.



即毿+e
cr暳B为守恒量.设B沿z方向,则有下列两个守恒量

毿x +eB
cy =eB

c y+ c
eB毿( )x

毿y -eB
cx =-eB

c x- c
eB毿( )y

或等价地定义一个守恒量R(垂直于B)

Rx =x- c
eB毿y,暋Ry =y+ c

eB毿x (7灡2灡17)

而

(x-Rx)2 +(y-Ry)2 = c2

e2B2(毿2
x +毿2

y)=2Mc2

e2B2H (7灡2灡18)

表示粒子在xy平面中作圆周运动,圆心在(Rx,Ry)点,半径与粒子能量和磁场强度有关.相对

于(Rx,Ry)点,粒子的轨道角动量

毇z = (x-Rx)毿y -(y-Ry)毿x =2Mc
eB H (7灡2灡19)

除(Rx,Ry)之外,毇z 因而 H=eB
2Mc毇( )z 也为守恒量.

暋暋过渡到量子力学,这些力学量代之为相应的算符,

毿
暷

x =P
暷

x+ e
cAx,暋毿

暷

y =P
暷

y+ e
cAy

R
暷

x =x- c
eB毿

暷

y,暋R
暷

y =y+ c
eB毿

暷

x

不难证明

毿
暷

x,毿
暷

[ ]y =-i淈e
cB暋暋暋暋

H,毿
暷

[ ]x 曎0暋 H,毿
暷

[ ]y 曎0 (7灡2灡20)

可见(毿x,毿y)并非守恒量灡但体系存在两个彼此不对易的守恒量R
暷

x 和R
暷

y,

H,R
暷

[ ]x =0,暋 H,R
暷

[ ]y =0

R
暷

x,R
暷

[ ]y =i淈c
eB

(7灡2灡21)

按5灡1灡3节中的定理的推论,体系的能级简并度为曓.
当然,以上假定了电子除受到磁场作用外,不再受其他限制.如果电子局限在xy平面中一

个有限面积S 中运动,可以证明栙,能级简并度为f=eB
hcS

,即单位面积简并度为f/S=eB
hc曍B.

Landau能级对于理解量子 Hall效应是很有用的(指整数量子 Hall效应),后
者是指在低温下二维电子气在强磁场中出现的 Hall电阻(电导)率的量子化

现象.栙

练习1暋在式(7灡2灡2)中,忽略电子在z方向的自由运动,并令

q=- c
eB P

暷

x -eB
2c( )y ,暋p= P

暷

y +eB
2c( )x . (7灡2灡22)

证明
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q,[ ]p =i淈 (7灡2灡23)

(q,p)可以视为一组正则坐标和动量.此时 Hamilton量可以表示为

H = 1
2M氊2

cq2 + 1
2Mp2 (7灡2灡24)

式中

氊c =eB/Mc=2氊L,

因而能量本征值为

En = n+( )1
2 淈氊c = (2n+1)淈氊L,暋n=0,1,2,… (7灡2灡25)

参阅10灡1节,例2.
练习2暋同上,令

q曚= P
暷

y -eB
2c( )x ,暋p曚=- c

eB P
暷

x +eB
2c( )y (7灡2灡26)

同样证明

q曚,p[ ]曚 =i淈 (7灡2灡27)

(q曚,p曚)也是一组正则坐标和动量.证明,q曚,p曚与q,p对易.

q曚,[ ]q = q曚,[ ]p =0,暋 p曚,[ ]q = p曚,[ ]p =0 (7灡2灡28)

但q曚与p曚不出现在H 中,即为循环坐标.这与Landau能级简并度为曓密切相关.

7灡3暋正常Zeeman效应

原子中的电子,通常近似看成在一个中心平均场中运动,能级一般有简并.实
验发现,如把原子(光源)置于强磁场

踿踿踿
中,原来发出的每条光谱线分裂为三条,此即

正常Zeeman效应.光谱线的分裂反映原子的简并能级发生分裂,即能级简并被解

除或部分解除.
在原子大小范围中,实验室里常用的磁场可视为均匀磁场,记为B,它不依赖

于电子的坐标.与7灡2节相同,相应的矢势A可取为

A= 1
2B暳r (7灡3灡1)

取磁场方向为z轴方向,则

Ax =-1
2By,暋Ay = 1

2Bx,暋Az =0

为计算简单起见,考虑碱金属原子.每个原子中只有一个价电子,在原子核及

内层满壳电子所产生的屏蔽(screened)Coulomb场V(r)中运动.价电子的 Hamil灢
ton量可以表示为

H= 1
2毺

Px -eB
2c

æ

è
ç

ö

ø
÷y
2

+ Py +eB
2c

æ

è
ç

ö

ø
÷x
2

+P2[ ]z +V(r)

= 1
2毺

P2+eB
clz+e2B2

4c2 (x2+y2[ ])+V(r) (7灡3灡2)
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上式中lx=(xPy-yPx)=-i淈 x 灥
灥y-y 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

x =-i淈 灥
灥氄

是角动量的z 分量.在原子

中,(x2+y2)曋a2曋(10-8cm)2,对于通常实验室中的磁场强度 B(<105Gs=
10T),可以估算出式(7灡3灡2)中B2 项烆B 项,

B2 项
B 项 曋e2B2

4c2a2 eB
c淈 <10-4

因此可略去B2 项(反磁项),即

H = 1
2毺

P2+V(r)+eB
2毺c

lz (7灡3灡3)

上式右侧最后一项可以视为电子的轨道磁矩 毺z=- e
2毺c

læ

è
ç

ö

ø
÷z 与外磁场(沿z方向)

的相互作用.
在外加均匀磁场(沿z方向)中,原子的球对称性被破坏,l不再为守恒量.但

不难证明,l2 和lz 仍为守恒量.因此,能量本征函数可以选为守恒量完全集
踿踿踿踿踿踿

(H,l2,

lz)的共同本征函数,即

氉nrlm
(r,毴,氄)=Rnrl

(r)Ym
l (毴,氄)暋暋暋暋

nr,l=0,1,2,…,暋m =l,l-1,…,-l (7灡3灡4)
相应的能量本征值为

Enrlm =Enrl +eB
2毺c

m淈=Enrl +m淈氊L (7灡3灡5)

氊L=eB/2毺c曍B,氊L 称 为 Larmor频 率.Enrl
就 是 中 心 力 场 V (r)中 粒 子 的

Schr昳dinger方程

-淈2

2毺

殼

2+V(r[ ])氉=E氉 (7灡3灡6)

图7灡2暋钠原子能级在强磁场中的分裂

的能量本征值.屏蔽Coulomb场V(r)与纯Coulomb场不同,只具有空间转动不变这
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

种几何对称性
踿踿踿踿踿踿

,其能量本征值与径向量子数nr

和角动量l都有关
踿踿踿

,但和m 无关,记为Enrl
,其

简并度为(2l+1).但在加上外磁场之后
踿踿踿踿踿踿踿踿

,球对
踿踿

称性被破坏
踿踿踿踿踿

,能级简并被全部解除
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,能量本征

值与nr、l、m 都有关[见式(7灡3灡5)],原来能级

Enrl
分裂成(2l+1)条,分裂后的相邻能级的间

距为淈氊L.
由于能级分裂,相应的光谱线也发生分

裂.图7灡2所示,是钠原子光谱黄线在强磁

场中的正常Zeeman分裂.原来的一条钠黄
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线(毸曋5893痄)分裂成三条栙,角频率分别为氊、氊暲氊L.所以外磁场B 愈强,分裂

愈大.

*7灡4暋均匀磁场中各向同性荷电谐振子的壳结构

考虑二维各向同性谐振子势

V = 1
2M氊2

0(x2+y2) (7灡4灡1)

中的电子(荷电-e),受到沿z轴方向的均匀磁场B 的作用.电磁矢势取为A=
1
2B暳r,则 Hamilton量表示为[见7灡2节,式(7灡2灡3)]

H = 1
2M

(P
暷

2
x +P

暷
2
y)+1

2M氊2(x2+y2)+氊Ll
暷

z (7灡4灡2)

式中

氊2 =氊2
0+氊2

L,暋氊L =eB/2Mc (7灡4灡3)
能量本征值为

E= (2n氀+ m +1)淈氊+m淈氊L = 2n氀+ m +1+氊L

氊
æ

è
ç

ö

ø
÷m 淈氊 (7灡4灡4)

n氀=0,1,2,…;暋m =0,暲1,暲2,…
式中 2n氀+ m( )+1 为正整数.

B=0时,氊L=0,能级化为二维各向同性谐振子能谱

E= (2n氀+ m +1)淈氊0 = (N+1)淈氊0 (7灡4灡5)

N =2n氀+ m =0,1,2…

简并度为fN=(N+1),是二维各向同性谐振子的SU2 动力学对称性的反映.
当磁场非常强时(B曻曓,即氊L烅氊0,氊曋氊L),则问题转化为均匀磁场中的电

子,其能谱即Landau能级

E= (2n氀+ m +m+1)淈氊L

= (N+1)淈氊L,暋N = (2n氀+ m +m)=0,2,4…

= n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊c,暋n= n氀+ m +( )m /[ ]2 =0,1,2,… (7灡4灡6)

氊c=2氊L,能级简并度为曓.
在一般情况下,式(7灡4灡4)所示能级是不简并的.但我们有趣地注意到,在磁场

踿踿
强度合适
踿踿踿踿

的情况下,使得
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栙 正常Zeeman效应中光谱线分裂成三条
踿踿踿踿踿踿踿踿

,是由跃迁选择
踿踿踿踿

规则(selectionrule)决定的,见12灡5节.注
意:能级分裂并不一定

踿踿踿踿踿踿踿踿
是三条.



氊L/氊=a/b暋(a,b既约,a/b为有理数) (7灡4灡7)
因而m氊L/氊=ma/b也是有理数.此时,在不同的能级N 中,磁场将导致m 相同的

能级发生同样的整体平移(它们不会相交).但 N 不同的能级中,m 不同的能级的

平移并不相同,它们有可能相交,从而导致简并而出现新的壳结构.一般情况下的

能级分布和壳结构,随磁场强度而变化,见图7灡3.

图7灡3暋均匀磁场中各向同性荷电谐振子的能级壳结构

暋横坐标为毭=B/B0,B0=M2e3c/淈3(=2灡35暳105T).当毭= 1
2

(即氊L/氊=1/3)和毭= 2
3

(即氊L/氊=1/2)时,

可以很清楚看出能级出现壳结构
踿踿踿踿踿踿踿

,即能级集束效应(bundlingeffect).

以下讨论两个特殊的情况:
(1)氊L/氊=1/3情况

E= 2n氀+ m +1+1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷m淈氊 =淈氊(N+3)/3

N=6n氀+ m +( )m +2 m =0,2,4,6,…
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能级简并度为

fN = 1
2

N
2+æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]1 =1,1,2,2,3,3,…

上式方括号[x]表示不小于x的最小整数.最低的8条能级的简并态的标记如下:

N EN/淈氊 (n氀,m) fN 幻数

0 1 (0,0) 1 2

2 5/3 (0,-1) 1 4

4 7/3 (0,-2),(0,1) 2 8

6 3 (0,-3),(1,0) 2 12

8 11/3 (0,-4),(0,2),(1,-1) 3 18

10 13/3 (0,-5),(1,-2),(1,1) 3 24

12 5 (0,-6),(0,3),(1,-3),(2,0) 4 32

14 17/3 (0,-7),(1,-4),(1,2),(2,-1) 4 40
幻数(magicnumber)是指电子从最低能级开始填充,在Pauli原理允许下,填充到该能级时所能容纳的电子

总数.这里已考虑电子自旋mS=暲1/2两种量子态.

(2)氊L/氊=1/2情况

E= 2n氀+ m +1+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷m淈氊=淈氊(N+2)/2

N=4n氀+ m +( )m + m =0,1,2,….能级简并度为

fN = 1
3

(N+1[ ])=1,1,1,2,2,2,…

最低的9条能级的简并态的标记如下:
N EN/淈氊 (n氀,m) fN 幻数

0 1 (0,0) 1 2

1 3/2 (0,-1) 1 4

2 2 (0,-2) 1 6

3 5/2 (0,-3),(0,1) 2 10

4 3 (0,-4),(1,0) 2 14

5 7/2 (0,-5),(1,-1) 2 18

6 4 (0,-6),(0,2),(1,-2) 3 24

7 9/2 (0,-7),(1,-3),(1,1) 3 30

8 5 (0,-8),(1,-4),(2,0) 3 36

*7灡5暋超 导 现 象

*7灡5灡1暋唯象描述

1911年,H.K.Ones发现金属汞在极低温(曋4灡2K)下电阻消失的现象,揭示

出物质的另一种状态———超导态.后来在某些金属,特别是合金中发现,当温度低

·162·



于某临界温度Tc 之后,都有类似的超导现象发生.但超导现象的物理机制直到

1957年才搞清楚栙.
定性说来,金属中的导电电子,通过与晶格离子的振动(用声子描述)的相互作

用,两个电子之间产生一种微弱的有效吸引力
踿踿踿踿踿踿踿踿

栚,从而形成束缚的电子对(称为

“Cooper对暠),这种电子对可近似视为一个Bose子.在极低温情况下,金属中有大

量的这种电子对,它们不受Pauli原理限制,倾向于处于能量最低的状态.大量的
踿踿踿

这种电子对的相干对关联所形成的状态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,就呈现出超导现象
踿踿踿踿踿踿踿踿.与平常导体依靠导电

电子来导电不同,超导体就是依靠这些
踿踿踿踿踿踿踿踿踿 Cooper电子对来导电的

踿踿踿踿踿踿踿.由于大量的

Cooper电子对之间的相干对关联,它们的最低能态(超导态)的能级掉得很低,因
而超导金属的电子激发谱中出现能隙(energygap).这样,与平常金属中的导电电

子(能量连续变化)容易因碰撞而激发不同,要使超导态下的电子对激发是困难的

(因需要跨过能隙才能激发).因此,当金属温度T<Tc 时,电子对的激发实际上被
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

冻结
踿踿

,因而对电阻无贡献
踿踿踿踿踿踿踿踿.这就是电阻消失的原因.当然,由于电子对的结合能很小

(吸引力很弱),当温度稍高时,热运动就会使电子对被拆散,变成平常的导电电子,
超导性随之破坏.所以超导性只在温度很低(T<Tc)时才存在栛.

当然,只要温度T曎0K,实际上总还有极少数电子对被拆散(按Boltzmann分

布律,电子对被拆散的数目正比于e-Ep
/kT,Ep 为电子对的结合能).但作为粗糙的

近似,不妨假定在超导态下所有电子均已配对.这些大量的电子对都处于同一个状

态氉下,因而

氉*氉曍 “电子对暠的密度氀(>0)
所以不妨把超导态氉表示成栜

氉(r,t)= 氀(r,t)ei毴(r,t) (7灡5灡1)

氀,毴均为实函数.氀(r,t)=氉* (r,t)氉(r,t)表示“电子对暠的空间分布密度,是具有宏

观意义的一个观测量.毴是波函数的相位,“流密度暠与它密切相关.如把式(7灡5灡1)
代入流密度公式[7灡1节,式(7灡1灡15)],并乘以“电子对暠的电荷q栞,即得电流密度

j=
q
2毺

氉* P
暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A氉+氉P

暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A

*

氉
é

ë
êê

ù

û
úú

* =
q氀
毺

淈

殼

毴-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A (7灡5灡2)
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栙

栚

栛

栜

栞

J.Bardeen,L.N.Cooper,andJ.R.Schrieffer,Phys.Rev.106(1957)162;108(1957)1175.
当一个电子经过一个正离子附近时,由于吸引力,造成局部区域正电荷过剩.由于电子质量远小于离

子质量,当第一个电子已离去很久,正电荷过剩区域仍然维持下去,此时第二个电子经过这个区域时,就会感受

到(第一个电子滞留下来的)吸引作用,这就是“Cooper对暠中两个电子的微弱的有效吸引力的物理机制.
J.G.Bednorz,K.A.M湽ller,Z.Phys.B64(1986)189.他们在Ba灢La灢Cu灢O合金材料中发现高Tc 超导现

象(Tc曋33K),为此,获1987年 Nobel物理学奖.对于这种高Tc 氧化物超导性的机制,目前还存在争论灡
参阅 TheFeynmanLecturesonPhysics,Vol.3,Quantum Mechanics,chap.21(Addison灢Wesley,

1965).
各种实验证据都表明q=-2e,-e为单电子荷电(参见7灡4灡3节)灡



(称为London方程).在无磁场情况(A=0),显然

殼

暳j=0(非旋),不会出现什么

新现象.在有磁场的情况下,

殼

暳j曎0.毴作为波函数的相位,要求满足一些条件,
由此将产生一些很有趣的现象.

为更深入搞清毴的物理含义,把式(7灡5灡1)代入Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉= 1

2毺
-i淈

殼

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A · -i淈

殼

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A +q

é

ë
êê

ù

û
úú毤氉 (7灡5灡3)

经过计算,分别让方程两边的实部与虚部各自相等,可得

灥
灥t氀+

殼

·氀v =0暋暋暋暋 (7灡5灡4a)

淈灥
灥t毴=-毺

2v2-q毤+淈2

2毺
1
氀

殼

2 氀 (7灡5灡4b)

式中

毺v =淈

殼

毴-
q
c
A (7灡5灡4c)

式(7灡5灡4a)即连续性方程.式(7灡5灡4b)中,若略去右侧最后一项曍淈2栙,则与不可

压缩流体力学的运动方程相似,其中

淈毴~ 速度势,1
2毺v2 ~ 动能,q毤~ 势能 (7灡5灡5)

式(7灡5灡4c)可改写成

淈

殼

毴=毺v +
q
c
A (7灡5灡6)

与7灡1节中式(7灡1灡11)比较,可见淈

殼

毴可理解为“电子对暠的正则动量
踿踿踿踿.

为更形象理解式(7灡5灡4b)的物理意义,对(7灡5灡4b)(略去右侧最后一项)栙 取

梯度,利用式(7灡5灡6),得

毺
灥
灥tv =-毺

2

殼

v2-q

殼

毤-
q
c

灥
灥tA

(7灡5灡7)

利用

v 暳(

殼

暳v)+(v·

殼

)v = 1
2

殼

v2

E=-

殼

毤-1
c

灥
灥tA

式(7灡5灡7)化为

毺
灥
灥tv +(v·

殼

)[ ]v =-毺v 暳(

殼

暳v)+qE (7灡5灡8)
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栙 式(7灡5灡4b)中最后一项(曍淈2)纯属量子效应.当氀=常数(不可压缩)时,此项为零.所以这一项可以

视为与流体可压缩性有联系的能量.在超导体内,由于静电斥力,带电粒子近似保持均匀分布,氀曋常数,通常

把这一项略去.但在两个超导体连接的边界上
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(例如,Josephson结),氀的不均匀性可能很重要,需加以考虑.



利用式(7灡5灡4c)的旋度

殼

暳v =-
q
毺c

殼

暳A=-
q
毺c

B

以及流体力学中常用的关系式

灥
灥tv +(v·

殼

)v = d
dtv

式(7灡5灡8)可化为

毺
d
dtv =q E+1

cv 暳æ

è
ç

ö

ø
÷B (7灡5灡9)

这正是“电子对暠在电磁场中的运动方程.

*7灡5灡2暋Meissner效应

把一块金属置于磁场中,让其温度降到临界温度之下,成为超导体,就会发现

磁场被排斥到超导体外去
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栙,或者说,超导体有抗磁性
踿踿踿

,磁场不能深入到超导体内

部去.这就是 Meissner效应.存在
踿踿 Meissner效应与否

踿踿踿踿
,是超导性的重要判据之一
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

下面用London方程(7灡5灡2)来说明此现象.
用London方程(7灡5灡2)代入 Maxwell方程

殼

暳B= 1
c

灥
灥tE+4毿

cj (7灡5灡10)

取旋度,利用

殼

暳E=-1
c

灥
灥tB

殼

·B=0

殼

暳(

殼

暳B)=

殼

(

殼

·B)-

殼

2B=-

殼

2B殼

暳(

殼

毴)=0,暋

殼

暳A=

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï B

得

殼

2B= 1
c

灥2

灥t2B+4毿氀q2

毺c2 B (7灡5灡11)

对于稳定情况 灥氀
灥t

æ

è
ç

ö

ø
÷=0 ,有

殼

2B=毸2B,暋毸= 4毿氀q2/毺c2 (7灡5灡12)
例如,对于一维情况,得

灥2

灥x2B=毸2B (7灡5灡13)
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栙 更确切地说,出现这种现象的超导体(例如铅,锡等),称为栺型超导体.此外,还有栻型超导体,磁场

可以钻入它的细管中,参阅:T.HeyandP.Walters,TheNew Quantum Universe(CambridgeUniversity
Press,2003),p.154.



它的解可表示为B(x)~B(0)e暲毸x.但物理上可接受的解只能是

B(x)=B(0)e-毸x (7灡5灡14)

毸-1表征磁场可以钻入到超导体的特征深度,毸-1曍1
q 毺/氀.B(0)表示超导体表面

(x=0)的磁场强度.随进入超导体内部(x>0),B(x)呈指数衰减.设金属中单位体

积内自由电子的数目为N,则氀=N/2,又q=-2e,毺=2me,利用mec2=e2/rc,rc=
2灡8暳10-13cm,是经典电子半径,可估算出

1
毸 = 2e2

rc

1
4毿(N/2)4e[ ]2

1/2

=1/(4毿Nrc)1/2 (7灡5灡15)

对于金属铅,N~3暳1022/cm3,可估算出毸-1曋3暳10-6m.

*7灡5灡3暋超导环内的磁通量量子化

考虑一个空心金属圆筒(图7灡4),置于磁场B中,导体内部及筒内外空间中都

有磁场.然后把温度降到临界温度之下,金属筒处于超导态.此时磁场将被排斥在

超导体外(Meissner效应),但筒内和筒外空间中仍有磁场[图7灡4(b)].最后把所

加外磁场撤掉,就会发现:陷入筒内空间中的磁场“逃不出去暠的现象[图7灡4(c)].
理由如下:在超导体内部不能建立起电场,即E=0.设殻表示在超导体内部绕筒内

壁的一条封闭曲线,以殻为周边的曲面记为S,通过S 的磁通量毜 是不会随时间

改变的,因为

灥
灥t毜= 灥

灥t曇曇
S暋

B·dS=-c曇曇
S暋

(

殼

暳E)·dS=-c曈E·dl=0 (7灡5灡16)

下面来计算通过超导环面的磁通毜.考虑到超导体内部(表面薄层除外)j=0,
按London方程(7灡5灡2),得

淈

殼

毴=
q
c
A (7灡5灡17)

图7灡4暋Meissner效应

取自TheFeynmanLecturesonPhysics,Vol.3,Fig.21灢4灡
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因此

淈曈殻

殼

毴·dl=
q
c曈殻

A·dl (7灡5灡18)

利用Stokes定理,上式右边的线积分化为

q
c曈殻

A·dl=
q
c曇曇S暋

(

殼

暳A)·dS=
q
c曇曇S暋

B·dS=
q
c
毜 (7灡5灡19)

而式(7灡5灡18)左边

殼

毴沿任一条路径积分,从P1 点到P2 点,得

曇
P2

P1

殼

毴·dl=毴(P2)-毴(P1) (7灡5灡20)

即波函数在P2 点和P1 点的相位差.式(7灡5灡18)左边是对回路殻 积分一圈,回到

空间原点.按波函数(7灡5灡1)的周期性条件,要求曈

殼

毴·dl=2n毿,n为整数.因此

式(7灡5灡18)化为q
c
毜=2n毿淈,即

毜=n2毿淈c
q =n毜0,暋n=0,暲1,暲2,…, (7灡5灡21)

毜0 =2毿淈c
q

(7灡5灡22)

即通过超导环面内的磁通量是量子化的.这是宏观尺度上出现的量子效应.F.
London预言了此现象栙,并于1961年为实验证实栚.实验观测还表明,超导环的电

流的携带者是“电子对暠(Cooper对),q=-2e,即

毜0 =毿淈c
e =2暳10-7Gs·cm2 (7灡5灡23)

习暋暋题

7灡1暋证明粒子速度算符[见7灡1节,式(7灡1灡16)]的各分量满足下列对易关系

v暷x,v暷[ ]y =
i淈q
毺2c

Bz,暋 v暷y,v暷[ ]z =
i淈q
毺2c

Bx,暋 v暷z,v暷[ ]x =
i淈q
毺2c

By

即

v暋暷暳v暋暷 =
i淈q
毺2c

B

进一步证明

v暋暷,v暋暷[ ]2 =
i淈q
毺2c

(v暋暷暳B-B暳v暋暷).

在只有磁场的情况下,把 Hamilton量写成 H=毺
2v2,由此证明

毺
d
dtv暋暷 =

q
2c

(v暋暷暳B-B暳v暋暷)

解释其物理意义.
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栙

栚

F.London,Superfluids(1950),Vol.1,p.152.
B.S.Deaver,Jr.,W.M.Fairbank,Phys.Rev.Lett.7(1961)43.



7灡2暋荷电q质量为毺的粒子在均匀外磁场B 中运动,Hamilton量为

H= 1
2毺

P
暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A
2

= 1
2毺v暋暷2

v暋暷= 1
毺

(P
暷

-
q
c

A)

速度算符v暋暷的三个分量满足的对易式,见上题.假设B沿z轴方向,只考虑粒子在xy平面中的

运动,则有

v暷x,v暷[ ]y =
i淈q
毺2c

B.

设q>0,令

Q
暷

= 毺2c
淈qB

vx,暋P
暷

= 毺2c
淈qB

vy,

则

Q
暷

,P[ ]
暷

=i,
而

H = 1
2毺(v暷2

x +v暷2
y)= 1

2
(Q
暷

2 +P
暷

2)淈氊c,

式中氊c=qB/毺c为回旋角频率.上式与谐振子的 Hamilton量相似.由此求出其能量本征值

(Landau能级)

En = (n+1/2)淈氊c.
7灡3暋求互相垂直的均匀电场和磁场中的带电粒子的能量本征值.
提示:设电场沿y方向,E=(0,E,0),磁场沿z方向,选择 Landau规范,A=(-By,0,0),则

在xy平面内运动粒子的 Hamilton量为

H = 1
2M P

暷

x +
qB
c

æ

è
ç

ö

ø
÷y
2

+P
暷

2[ ]y -qEy

选择守恒量完全集为(H,P
暷

x),即令能量本征函数表示为氄(x,y)=eiPxx/淈毤(y),(-曓<Px(实)

<曓),则毤(y)满足

-淈2

2M
d2

dy2 +
q2B2

2Mc2y
2 + qBPx

Mc -q( )E[ ]y毤(y)= E-P2
x

2( )M 毤(y)

即

-淈2

2M
d2

dy2 +
q2B2

2Mc2
(y-y0)[ ]2 毤(y)= E-P2

x

2M+
q2B2

2Mc2y
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
0 毤(y)

式中

y0 = Mc2

qB2 E-BPx( )Mc
所以

E= n+( )1
2 淈氊c+P2

x/2M-q2B2y2
0/2Mc2暋(氊c = q B/Mc)

= n+( )1
2 淈氊c+cPxE

B - 1
2Mc2E2/B2,暋n=0,1,2,…
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第8章暋表象变换与量子力学的矩阵形式

在第2章中我们介绍了一个量子态可以在不同的表象中表示出来的概念.作
为对量子态进行运算的算符当然也因之有不同表象的问题.在许多量子力学教科

书中对此讲得比较抽象.以下采用大家都熟悉的解析几何中的坐标和坐标变换作

为类比,以引进量子力学中的表象和表象变换的概念.

8灡1暋量子态的不同表象,幺正变换

如图8灡1,平面(二维)上的直角坐标系x1x2 的基矢为e1 和e2,它们的长度为

1,彼此正交,即
(ei,ej)=毮ij暋(i,j=1,2) (8灡1灡1)

图8灡1暋坐标系的旋转

(ei,ej)表示基矢ei 与ej 的标识.这一组基矢是

完备的,因为平面上任何一个矢量A,均可用它

们来展开:

A=A1e1+A2e2暋暋暋 (8灡1灡2)
其中

A1 = (e1,A),暋暋A2 = (e2,A)
(8灡1灡3)

分别代表矢量A 与两个基矢的标识,即A 在两

个坐标轴上的投影(分量).当A1,A2 确定之后,
就完全确定了平面上一个矢量.因此,可以认为

(A1,A2)是矢量A在坐标系x1x2 中的表示.
现在假设另取一个直角坐标系x曚1x曚2,相当

于原来坐标系顺时针转过毴角,其基矢分别用e曚1、e曚2 表示,而
(e曚i,e曚j)=毮ij,暋暋i,j=1,2 (8灡1灡1曚)

同一个矢量
踿踿踿踿踿A,在此新坐标系中表示为

A=A曚1e曚1+A曚2e曚2暋暋暋暋 (8灡1灡2曚)
其中

A曚1 = (e曚1,A),暋暋A曚2 = (e曚2,A) (8灡1灡3曚)
(A曚1,A曚2)就是矢量A在x曚1x曚2 坐标系中的表示.

试问:同一个矢量A在不同坐标系中的表示,有什么关系? 根据式(8灡1灡2)及
(8灡1灡2曚),
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A=A1e1+A2e2 =A曚1e曚1+A曚2e曚2 (8灡1灡4)
上式分别用e曚1、e曚2 点乘(取标积),得

A曚1 =A1(e曚1,e1)+A2(e曚1,e2)
A曚2 =A1(e曚2,e1)+A2(e曚2,e2)

表示成矩阵形式,
æ

è
çç

则为

A曚1
A曚

ö

ø
÷÷

2

æ

è
çç=
(e曚1,e1)暋(e曚1,e2)
(e曚2,e1)暋(e曚2,e2

ö

ø
÷÷

æ

è
çç)
A1

A
ö

ø
÷÷

2

æ

è
çç=
cos毴 -sin毴
sin毴 cos

ö

ø
÷÷

æ

è
çç毴
A1

A
ö

ø
÷÷

2
(8灡1灡5)

æ

è
çç

或记为

A曚1
A曚

ö

ø
÷÷

2
=R(毴

æ

è
çç)
A1

A

ö

ø
÷÷

2

,暋R(毴)
æ

è
çç=
cos毴 -sin毴
sin毴 cos

ö

ø
÷÷

毴
(8灡1灡6)

这就表明,同一矢量A,
æ

è
çç在不同坐标系中用不同的列矢
A1

A

ö

ø
÷÷

2

æ

è
çç和
A曚1
A曚

ö

ø
÷÷

2

来表示,而它

们之间通过一个变换矩阵R(毴)来联系.显然

detR=
cos毴 -sin毴
sin毴 cos毴

=+1暋暋暋 (8灡1灡7)

煄RR =R煄R =1暋(煄R 是R 的转置矩阵) (8灡1灡8)
这种矩阵称为真正交矩阵(properorthogonalmatrix).又因为

R* =R暋(实矩阵) (8灡1灡9)

所以R+ =煄R* =煄R.因此式(8灡1灡8)也可表示成

R+R=RR+=1 (8灡1灡10)

满足式(8灡1灡10)的矩阵R 称为幺正(unitary)矩阵.因此,同一个矢量在不同坐标

系中的表示通过一个幺正变换联系起来.
形式上与此相似,在量子力学中,按态叠加原理,任何一个量子态氉,可以看成

抽象的 Hilbert空间的一个“矢量暠,而体系的任何一组力学量完全集F 的共同本

征态{氉k}(k代表一组完备量子数,在本节中,假设是离散谱
踿踿踿

),构成此态空间的一

组正交归一完备的基矢,即
(氉j,氉k)=毮jk (8灡1灡11)

以{氉k}为基矢的表象,称为F 表象.体系任何一个量子态氉可以展开为

氉= 暺
k
ak氉k (8灡1灡12)

其中

ak = (氉k,氉) (8灡1灡13)
这一组数(a1,a2,…)就构成量子态氉在F 表象中的表示,它们分别是态矢氉与各
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基矢的标积.在这里有两点与平常解析几何不同:(a)这里,“矢量暠一般是复量
踿踿

,(b)
空间维数可以是无穷
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,有时甚至是不可数的
踿踿踿踿

(连续谱情况).
现在来考虑另一组力学量完全集F曚,其共同本征态为{氉曚毩},也是正交归一完

备的,
(氉曚毩,氉曚毬)=毮毩毬 (8灡1灡11曚)

而同样一个量子态
踿踿踿踿踿踿踿氉也可以用它们来展开

氉= 暺
毩
a曚毩氉曚毩 (8灡1灡12曚)

其中

a曚毩 = (氉曚毩,氉) (8灡1灡13曚)
(a曚1,a曚2,…)这一组数就是量子态氉在F曚表象中的表示.它和氉在F 表象中的表示

(a1,a2,…)有什么联系? 显然

氉= 暺
k
ak氉k = 暺

毩
a曚毩氉曚毩 (8灡1灡14)

上式左乘氉曚*
毩 ,取标识,利用基矢的正交归一性,得

a曚毩 = 暺
k

(氉曚毩,氉k)ak = 暺
k
S毩kak (8灡1灡15)

其中

S毩k = (氉曚毩,氉k) (8灡1灡16)
是F曚表象的基矢与F 表象的基矢的标积(scalarproduct).把式(8灡1灡15)表示成矩

阵形式,则为

a曚1
a曚2
æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

汅
=

S11 S12 …
S21 S22 …

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

… … …

a1

a2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

汅
(8灡1灡17)

可简记为

a曚=Sa (8灡1灡17曚)
式(8灡1灡17)就是同一个量子态

踿踿踿踿踿踿氉在
踿F 表象和

踿踿踿F曚表象中的不同表示之间的关系
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,它
踿

们通过一个矩阵
踿踿踿踿踿踿踿S相联系

踿踿踿.可以证明栙

S+S=SS+=1 (8灡1灡18)
即变换矩阵S乃是一个幺正矩阵,这种变换也称为幺正

踿踿
(unitary)变换

踿踿灡
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栙 例如,在F表象中,

暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋(S+S)kj= 暺
毩
S+

k毩S毩j = 暺
毩
S*毩kS毩j

按式(8灡1灡16) = 暺
毩曇d3x氉曚毩(r)氉*k (r)曇d3x曚氉曚*毩 (r曚)氉j(r曚)

=曇d3xd3x曚暺
毩
氉曚*毩 (r)氉*毩 (r曚)氉*k (r)氉j(r曚)

=曇d3xd3x曚毮(r-r曚)氉*k (r)氉j(r曚)=曇d3x氉*k (r)氉j(r)=毮kj

所以S+S在F 表象中为单位矩阵,而单位矩阵在任何表象中均为单位矩阵
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.式(8灡1灡18)得证.



8灡2暋力学量(算符)的矩阵表示与表象变换

仍以平面矢量作类比.平面上任一矢量A,逆时针转动毴角后,变成另外一个

矢量B(图8灡2).在x1x2 坐标系中,它们分别表示成

A=A1e1+A2e2

B=B1e1+B2e2

(8灡2灡1)

试问B与A 有什么关系? 令

B=R(毴)A (8灡2灡2)

R(毴)代表沿逆时针方向把矢量转过毴角的一个运算.用分量形式写出

B1e1+B2e2 =A1R(毴)e1+A2R(毴)e2

用e1 点乘,得

B1 =A1(e1,Re1)+A2(e1,Re2)
用e2 点乘,得

B2 =A1(e2,Re1)+A2(e2,Re2)

æ

è
çç

所以

B1

B

ö

ø
÷÷

2

æ

è
çç=
(e1,Re1) (e1,Re2)

(e2,Re1) (e2,Re2

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

)

A1

A

ö

ø
÷÷

2

æ

è
çç=
cos毴 -sin毴

sin毴 cos

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

毴

A1

A

ö

ø
÷÷

2

(8灡2灡3)

上式表明,平面上任何一矢量A,经过转动运算之后变成矢量B.把矢量沿逆

时针方向转过毴角的运算用矩阵R(毴)刻画,

R(毴)
æ

è
çç=
cos毴 -sin毴
sin毴 cos

ö

ø
÷÷

毴
(8灡2灡4)

这个矩阵的矩阵元是刻画基矢e1、e2 在转动下如何变化的.
æ

è
çç

其中第一列元素

R11

R

ö

ø
÷÷

21

æ

è
çç=
cos毴
sin

ö

ø
÷÷

毴

图8灡2暋矢量的旋转 图8灡3暋基矢的旋转
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是基矢e1 转动后[变成R(毴)e1(图8灡3)]在原来坐标系中的表示(分量).同样,第
二列元素是基矢e2 转动后[变成R(毴)e2]在原来坐标系中的表示.因此,一旦R 矩

阵给定,则各基矢在转动下的变化就完全确定了,因而任何矢量在转动下的变化也

就随之完全确定.
与此类比,设有量子态氉,经过算符L

暷

运算后变成为另一个量子态

毤=L
暷

氉 (8灡2灡5)

在以氉k 为基矢的F 表象中,上式表示成

暺
k
bk氉k =L

暷

暺
k
ak氉k = 暺

k
akL

暷

氉k

两边左乘氉*
j (取标积),得

bj = 暺
k

(氉j,L
暷

氉k)ak = 暺
k
Ljkak (8灡2灡6)

其中

Ljk = (氉j,L
暷

氉k) (8灡2灡7)
式(8灡2灡6)可写成矩阵形式

b1

b2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

汅
=

L11 L12 …

L21 L22 …
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

… … …

a1

a2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

汅
(8灡2灡8)

矩阵(Ljk)称为算符L
暷

在F 表象中的表示.它的矩阵元Ljk刻画F 表象的基矢氉k

在算符L
暷

作用下如何变化.基矢氉k 在L
暷

运算后(变成L
暷

氉k)在F 表象中的表示(分
量),即矩阵(Ljk)的第k列元素

L1k

L2k

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

汅

因此,矩阵(Ljk)一经给定,则任何一个量子态在L
暷

运算下的变化就随之完全确定.

例暋求一维谐振子的坐标x,动量p
暷 及 Hamilton量 H

暷

在能量表象中的矩阵表示.
利用 Hermite多项式的递推关系,不难证明[见3灡4节,式(3灡4灡23)]

x氉n = 1
毩

n+1
2 氉n+1 + n

2氉n-
æ
è
ç

ö
ø
÷

1 暋暋暋暋暋

可得

xmn = (氉m,x氉n)= 1 æ

è
çç毩

n+1
2 毮m,n+1 + n

2毮m,n-

ö

ø
÷÷1

在能量表象中,x的矩阵表示为
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(xmn)= 1
毩

0 1
2

0 0 …

1
2

0 2
2 0 …

0 2
2 0 3

2
…

0 0 3
2 0 …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

… … … … …

(8灡2灡9)

再利用3灡4节,式(3灡4灡26)

d
dx氉n =

æ

è
çç毩 n

2氉n-1 - n+1
2 氉n+

ö

ø
÷÷1

可求出

pmn= (氉m,p
暷

氉n)=i
æ

è
çç淈毩 n+1

2 毮m,n+1 - n
2毮m,n-

ö

ø
÷÷1

所以

(pmn)=i淈毩

0 - 1
2

0 0 …

1
2

0 - 2
2 0 …

0 2
2 0 - 3

2
…

0 0 3
2 0 …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

… … … … …

(8灡2灡10)

最后,
Hmn= (氉m,H

暷

氉n)=En(氉m,氉n)=En毮mn = n+( )1
2 淈氊毮mn

所以

(Hmn)=淈氊

1
2 0 0 …

0 3
2 0 …

0 0 5
2

…

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

… … … …

(8灡2灡11)

是一个对角矩阵
踿踿踿踿.任何一个算符在以它自己的本征矢为基矢的表象中是对角矩阵

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
练习1暋根据谐振子的能量表象中x的矩阵,用矩阵乘法求出x2 的矩阵.
答:

(x2)mn = 1
2a2 n(n-1)毮m,n-2 +(2n+1)毮[ mn+ (n+1)(n+2)毮m,n+ ]2 (8灡2灡12)

练习2暋设粒子处于宽度为a的无限深方势阱中,求能量表象中粒子的坐标及动量的矩阵

表示.
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答:

xmn=4a
毿2

(-1)m-n -1
(m2 -n2)[ ]2 mn,暋暋m 曎n

xnn=a/2

pmn=2i淈
a

(-1)m-n -1
m2 -n[ ]2 mn,暋暋m 曎n

pnn=0

(8灡2灡13)

* 力学量的表象变换

在F 表象中(基矢氉k),力学量L表示成矩阵(Lkj),

Lkj = (氉k,L
暷

氉j) (8灡2灡14)

设另有一个表象F曚(基矢氉曚毩),类似可把L表示成矩阵(L曚毩毬),

L曚毩毬 = (氉曚毩,L
暷

氉曚毬) (8灡2灡15)
利用

氉曚毩 = 暺
k
氉k(氉k,氉曚毩)= 暺

k
氉kS*

毩k,暋暋S毩k = (氉曚毩,氉k)

氉曚毬 = 暺
j
氉j(氉j,氉曚毬)= 暺

j
氉jS*

毬j

得

L曚毩毬= 暺
kj
S毩kS*

毬j(氉k,L
暷

氉j)= 暺
kj
S毩kLkjS+

j毬 = (SLS+)毩毬

即

L曚=SLS+=SLS-1 (8灡2灡16)

其中L曚=(L曚毩毬)和L=(Lkj)分别是算符L
暷

在F曚表象和F 表象中的矩阵表示,而

S=(S毩k)是从F 表象曻F曚表象的幺正变换矩阵.

8灡3暋量子力学的矩阵形式

以上分析表明,设力学量完全集F
暷

的本征值取离散值,对它们的共同本征态

进行编号,氉k,k=1,2,….以氉k 为基矢的表象中,力学量L 就表示成矩阵的形式

(Lkj),其中Lkj=(氉k,L
暷

氉j),

L=

L11 L12 …

L21 L22 …
汅
…

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

… …

(8灡3灡1)

而任一量子态氉则表示成列矢(columnvector)
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a=
a1

a2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

汅
(8灡3灡2)

其中ak=(氉k,氉).力学量的本征方程和平均值,Schr昳dinger方程等可以表示如下:

1灡 本征方程

设

暋暋L
暷

氉=L曚氉 (8灡3灡3)
在F 表象中,

氉= 暺
k
ak氉k,暋ak = (氉k,氉) (8灡3灡4)

代入式(8灡3灡3),得

暺
k
akL

暷

氉k =L曚暺
k
ak氉k暋暋暋暋

左乘氉*
j (取标积),利用基矢的正交归一性,得

暺
k
Ljkak =L曚aj

即

暺
k

(Ljk -L曚毮jk)ak =0 (8灡3灡5)

这就是L
暷

的本征方程在F 表象中所采取的形式.它是ak(k=1,2,3,…)的线性齐

次代数方程组,有非平庸解的充要条件为

detLjk -L曚毮jk =0 (8灡3灡6)
明显写出,即

L11-L曚 L12 L13 …
L21 L22-L曚 L23 …
L31 L32 L33-L曚 …
… … … …

=0

设L矩阵的维数是N,则上式是L曚的N 次幂代数方程.若(Ljk)是厄米矩阵,则总

可以解出L曚的N 个实根(可能有重根,如为k重根,则算作k个根),L曚1,L曚2,…,

L曚N,它们就是L
暷

的本征值.依次用L曚j(j=1,2,…,N)代入式(8灡3灡5),可求出相应

的解a
(j)
k (k=1,2,…,N)栙,或表示成列矢

a(j)
1

a(j)
2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

汅
,暋j=1,2,…,N (8灡3灡7)

它就是L
暷

的本征态(相应本征值为L曚j)在F 表象中的表示.
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暷
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2灡Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉=H

暷

氉 (8灡3灡8)

在以{氉k}为基矢的F 表象中(氉k 不显含t),令

氉(t)= 暺
k
ak(t)氉k (8灡3灡9)

代入式(8灡3灡8)得

i淈暺
k

dak

dt氉k = 暺
k
akH

暷

氉k

左乘氉*
j (取标积),得

i淈
daj

dt
= 暺

k
Hjkak,暋Hjk = (氉j,H

暷

氉k) (8灡3灡10)

或写成

i淈d
dt

a1

a2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

汅
=

H11 H12 …

H21 H22 …
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

… … …

a1

a2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

汅
(8灡3灡11)

这就是F 表象中的Schr昳dinger方程.

3灡 平均值

在态氉= 暺ak氉k 下,力学量L的平均值表示为

煀L= (氉,L
暷

氉)= 暺
jk
a*

j (氉j,L
暷

氉k)ak = 暺
jk
a*

jLjkak

= (a*
1 ,a*

2 ,…)

L11 L12 …

L21 L22 …

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

… … …

a1

a2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

汅

(8灡3灡12)

特殊情况:若采用L表象(即以L
暷

自己的本征矢为基矢的表象),此时(Ljk)是
对角矩阵

Ljk =Lk毮jk (8灡3灡13)

在氉态下,L
暷

的平均值将表示成

煀L= (氉,L
暷

氉)= 暺
k

ak
2Lk (8灡3灡14)

ak
2 表示在氉态下,测量L得本征值Lk 的概率.

*暋暋*暋暋*
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总暋暋结

F表象(基矢氉k) F曚表象(基矢氉曚毩)

态氉

a=

a1

a2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

汅

,ak=(氉k,氉) a曚=

a曚1

a曚2
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

汅

,a曚毩=(氉曚毩,氉)

力学量 L
暷

L=(Lkj)=

L11 L12 …

L21 L22 …
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

… … …

Lkj=(氉k,L
暷

氉j)

L曚=(L曚毩毬)=

L曚11 L曚12 …

L曚21 L曚22 …
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

… … …

L曚毩毬=(氉曚毩,L
暷

氉曚毬)

a曚=Sa
L曚=SLS+=SLS-1

S= (S毩k)=
S11 S12 …
S21 S22 …

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

… … …
S毩k = (氉曚毩,氉k)

S是F曻F曚表象的变换矩阵.逆变换为S-1=S+ ,即

a=S+a曚,暋L=S+L曚S

8灡4暋Dirac符 号

量子力学的理论表述,常采用 Dirac符号栙.它有两个优点:(a)可以毋需采用

具体表象来讨论问题.(b)运算简捷.如引用Dirac符号,上节的理论表述和运算将

大为简化.
以下简单介绍一下Dirac符号的各种规定.

1灡 右矢(ket)与左矢(bra)

一个量子力学体系的一切可能状态构成一个 Hilbert空间.这空间的矢量(一
般为复量)用一个右矢 暤表示,若要标志某特殊的态,则于其内标上某种记号.例
如,氉暤表示波函数氉描述的状态.对于本征态,常用本征值或相应的量子数标在

右矢内.例如,x曚暤表示x 坐标的本征态(本征值x曚),p曚暤表示动量p 的本征态

·772·
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(本征值为p曚),En暤或 n暤表示能量的本征态(本征值为En),lm暤表示(l
暷

2,l
暷

z)
的共同本征态[本征值分别为l(l+1)淈2 与m淈]等.

注意:量子态的以上表示,都只是一个抽象的态矢量,未涉及具体的表象
踿踿踿踿踿踿踿踿.

与 暤相应,左矢暣|表示共轭(conjugate)空间的一个抽象矢量.例如,暣氉|是|氉暤
的共轭态矢,暣x曚|是|x曚暤的共轭态矢等.

2灡 标积(scalarproduct)

态矢|氉暣与|毤暤的标积用暣毤暚氉暤表示,通常简记为暣毤|氉暤,而
暣毤氉暤* = 暣氉毤暤 (8灡4灡1)

若暣毤|氉暤=0,则称态矢|氉暤与|毤暤正交.若|氉暤是归一化态矢,则暣氉|氉暤=1.

设力学量完全集F
暷

的本征值构成离散谱,本征态记为|k暤,以它们作为基矢的

表象,称为F 表象.这个离散表象的基矢的正交归一性可以表示成

暣kj暤=毮kj (8灡4灡2)
对于连续谱,表象的基矢的正交“归一暠性,可表示成毮函数形式.例如,坐标表象基

矢,暣x曚|x曞暤=毮(x曚-x曞),动量表象基矢,暣p曚|p曞暤=毮(p曚-p曞).
在一个具体的表象中左矢和右矢如何表示以及如何计算标积,见下.

3灡 态矢在一个具体表象中的表示

例如,在F 表象中(基矢|k暤),任何一态矢|氉暤可以用|k暤来展开:

旤氉暤= 暺
k
ak k暤 (8灡4灡3)

利用基矢的正交归一性,易知

ak = 暣k旤氉暤 (8灡4灡4)
它是|氉暤在基矢|k暤上的“投影暠.当所有ak 都给定,就给定了一个态|氉暤.所以这一

组数{ak}={暣k|氉暤}就是态|氉暤在F 表象中的表示.可以把它们排成列矢

a1

a2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

汅
=

暣1氉暤
暣2氉暤

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

汅
(8灡4灡5)

把式(8灡4灡4)代入式(8灡4灡3),得

氉暤= 暺
k

暣k氉暤k暤= 暺
k

k暤暣k 氉暤 (8灡4灡6)

在上式中,可以把 k暤暣k 看成一个投影算符
踿踿踿踿

(projectionoperator)

Pk 曉 k暤暣k (8灡4灡7)
它对任何矢量运算后,就把该矢量变成它在基矢 k暤方向上的分矢量.或者说Pk

的作用是把任何矢量沿 k暤方向的分矢量挑选出来.例如,

Pk 氉暤= k暤暣k氉暤= k暤ak =ak k暤
它就是矢量 氉暤在 k暤方向的分量.在式(8灡4灡6)中的 氉暤是任意的,因此
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暺
k

k暤暣k 曉I暋(单位算符) (8灡4灡8)

此式对任何一组完备的基矢
踿踿踿踿踿

{k暤}都是成立的.这关系式对于表象变换极为方便.
在连续谱情况,求和应换为积分,例如

曇dx曚x曚暤暣x曚 曉I

曇dp曚p曚暤暣p曚 曉I (8灡4灡9)

在具体表象中,两个态矢的标积可计算如下.例如,在F 表象中,氉暤与 毤暤分
别表示成

氉暤= 暺
k

k暤暣k氉暤= 暺
k
ak k暤

毤暤= 暺
k

k暤暣k毤暤= 暺
k
bk k暤

所以标积表示成

暣毤氉暤= 暺
jk
b*

j 暣jk暤ak = 暺
jk
b*

j毮jkak

= 暺
jk
b*

kak = (b*
1 ,b*

2 …)
a1

a2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

汅

(8灡4灡10)

4灡 算符在一个具体表象中的表示

算符代表对量子态的一种运算,它把一个态矢变成另一个态矢.例如,态矢

氉暤经过算符L
暷

运算后,变成态矢 毤暤

毤暤=L
暷

氉暤 (8灡4灡11)
在这里还是抽象的运算,未涉及具体表象

踿踿踿踿踿踿踿.在采取具体的表象(例如,F 表象)之后,

L
暷

可表示如下.用F 表象基矢暣k 左乘(取标积)式(8灡4灡11),利用式(8灡4灡8)得

暣k毤暤= 暣kL
暷

氉暤= 暺
j

暣kL
暷

j暤暣j氉暤

即

bk = 暺
j
Lkjaj (8灡4灡12)

其中

Lkj = 暣kL
暷

j暤 (8灡4灡13)

bk 及aj 分别代表态矢 毤暤及 氉暤在F 表象中的表示,而Lkj则是算符L
暷

在F 表象中

的矩阵表示.
1)本征方程

算符L
暷

的本征方程
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暋暋L
暷

氉暤=L曚氉暤 (8灡4灡14)
左乘暣k ,

左边= 暣kL
暷

氉暤= 暺
j

暣kL
暷

j暤暣j旤氉暤= 暺
j
Lkjaj

右边=L曚暣k氉暤=L曚ak

所以

暺
j

(Lkj -L曚毮kj)aj =0 (8灡4灡15)

此即在F 表象中L
暷

的本征方程的表示.
2)Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉暤=H

暷

氉暤 (8灡4灡16)

上式左乘暣k|,得

i淈灥
灥t

暣k氉暤= 暣k H
暷

氉暤= 暺
j

暣k H
暷

j暤暣j氉暤

即

i淈灥
灥tak = 暺

j
Hkjaj (8灡4灡17)

此即在F 表象中Schr昳dinger方程的表示.
3)力学量平均值公式

在 氉暤态下,力学量L
暷

的平均值公式为

煀L= 暣氉L
暷

氉暤= 暺
kj

暣氉k暤暣kL
暷

j暤暣j氉暤= 暺
kj
a*

kLkjaj (8灡4灡18)

5灡 表象变换

暋暋设F 表象的基矢记为 k暤,F曚表象的基矢记为 毩暤.态矢 氉暤在F 表象中用暣k

氉暤=ak 描述,在F曚表象中用暣毩氉暤=a曚毩 描述,而
暣毩氉暤= 暺

k

暣毩k暤暣k氉暤 (8灡4灡19)

或表示为

a曚毩 = 暺
k
S毩kak (8灡4灡20)

其中

S毩k = 暣毩k暤 (8灡4灡21)
是从F 表象到F曚表象的变换.不难证明

S+S=SS+=I暋(单位算符) (8灡4灡22)
即S为幺正(unitary)算符.例如,在F 表象中

(S+S)kj= 暺
毩
S+

k毩S毩j = 暺
毩
S*

毩kS毩j
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= 暺
毩

暣毩k暤* 暣毩j暤= 暺
毩

暣k毩暤暣毩j暤= 暣kj暤=毮kj

即S+S=I.而单位算符在任何表象中都是单位算符,公式(8灡4灡22)得证.

算符L
暷

在F 表象中的矩阵元Ljk为

Ljk = 暣jL
暷

k暤
在F曚表象中的矩阵元L曚毩毬为

L曚毩毬 = 暣毩L
暷

毬暤
两者关系如下:

L曚毩毬= 暣毩L
暷

毬暤= 暺
jk

暣毩j暤暣jL
暷

k暤暣k毬暤

= 暺
jk

暣毩j暤Ljk暣毬k暤* = 暺
jk
S毩jLjkS*

毬k

= 暺
jk
S毩jLjkS+

k毬 = (SLS+)毩毬 (8灡4灡23)

这里我们把算符L
暷

在F 表象中的矩阵记为L曉(Ljk),如把L
暷

在F曚表象中矩阵记

为L曚曉(L曚毩毬),则式(8灡4灡23)可表示成

L曚=SLS+=SLS-1 (8灡4灡24)
而同一个量子态在F曚表象中的表示与在F 表象中表示的关系式(8灡4灡20),也可类

似简记为

a曚=Sa
即

a曚1
a曚2
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

汅
=

S11 S12 …

S21 S22 …
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

… ……

a1

a2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

汅
(8灡4灡25)

6灡 坐标表象与动量表象

以上讨论了离散谱表象,其基矢是正交归一化的.实际问题中,还常用到连续

谱表象,特别是坐标表象和动量表象.为简单起见,只讨论一维粒子,推广到多维粒

子是直截了当的.
首先讨论坐标x,其本征方程为

x暷 x曚暤=x曚x曚暤暋(-曓 <x曚(实)<+曓) (8灡4灡26)
本征态的正交“归一暠关系为

暣x曚x曞暤=毮(x曚-x曞) (8灡4灡27)
任一量子态 氉暤在x表象中表示为暣x氉暤,通常记为

氉(x)= 暣x氉暤 (8灡4灡28)
例如,在x表象中,坐标本征态(本征值x曚)表示为

氉x曚(x)= 暣xx曚暤=毮(x-x曚) (8灡4灡29)
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而动量本征值p曚的本征态则表示为

暣xp曚暤= 1
2毿淈

eip曚x/淈 (8灡4灡30)

与此类似,动量p的本征方程和本征态的正交“归一暠关系分别表示为

p
暷

p曚暤=p曚p曚暤暋(-曓 <p曚(实)<+曓) (8灡4灡31)
暣p曚p曞暤=毮(p曚-p曞) (8灡4灡32)

暋暋任一量子态 氉暤在动量表象中表示为暣p氉暤.为了跟 氉暤在坐标表象中的函数

表示氉(x)=暣x氉暤相区别,通常把暣p氉暤记为氄(p),这是通常用函数来表示量子态

的缺点.在使用Dirac符号后,这种混淆不再出现.
在p表象中,动量本征态(本征值p曚)表示为

暣pp曚暤=毮(p-p曚) (8灡4灡33)
而坐标本征态(本征值x曚)表示为

氄x曚(p)= 暣px曚暤= 1
2毿淈

e-ix曚p/淈 (8灡4灡34)

运用Dirac符号来进行表象变换是极为方便的.例如坐标表象与动量表象的

变换,利用完备性关系式(8灡4灡9),可得

氉(x)= 暣x氉暤=曇dp曚暣xp曚暤暣p曚氉暤

=曇dp曚 1
2毿淈

eip曚x/淈氄(p曚)=曇dp 1
2毿淈

eipx/淈氄(p) (8灡4灡35)

氄(p)= 暣p氉暤=曇dx曚暣px曚暤暣x曚氉暤

=曇dx曚 1
2毿淈

e-ix曚p/淈氉(x曚)=曇dx 1
2毿淈

e-ixp/淈氉(x) (8灡4灡36)

暋暋在坐标表象中,力学量的“矩阵暠表示如下.例如,坐标x“矩阵暠表示为

暣x曚 x暋暷 x曞暤=x曚毮(x曚-x曞) (8灡4灡37)
类似,

暣x曚V(x)x曞暤=V(x曚)毮(x曚-x曞) (8灡4灡38)
而动量p的“矩阵暠表示为

暣x曚 p
暋暷 x曞暤=犽dp曚dp曞暣x曚p曚暤暣p曚p

暷

p曞暤暣p曞x曞暤

= 1
2毿淈犽dp曚dp曞eip曚x曚/淈·p曚毮(p曚-p曞)·e-ip曞x曞/淈

= 1
2毿淈曇dp曚p曚eip曚(x曚-x曞)/淈 = 1

2毿淈 -i淈 灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

x曚曇dp曚eip曚(x曚-x曞)/淈

=-i淈 灥
灥x曚毮

(x曚-x曞) (8灡4灡39)

与此类似,可以计算出,在动量表象中动量p的“矩阵暠表示为
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暣p曚 p
暋暷 p曞暤=p曚毮(p曚-p曞) (8灡4灡40)

暋暋而坐标x的“矩阵暠表示为

暣p曚 x暋暷 p曞暤=i淈 灥
灥p曚

毮(p曚-p曞) (8灡4灡41)

暋暋类似,

暣p曚V(x)p曞暤=V i淈 灥
灥p

æ

è
ç

ö

ø
÷

曚 毮(p曚-p曞) (8灡4灡42)

在量子态 氉暤下(设暣氉氉暤=1,已归一化),力学量的平均值可如下求之.例如

在x表象中势能V(x)和动能T=p2/2m 的平均值表示为

煀V= 暣氉V 氉暤=犽dxdx曚暣氉x暤暣x V x曚暤暣x曚氉暤

=犽dxdx曚氉*(x)V(x)毮(x-x曚)氉(x曚)

=曇dx氉*(x)V(x)氉(x) (8灡4灡43)

煆T= 氉
p2

2m 氉 = 1
2m犽dxdx曚暣氉旤x暤暣x旤p2旤x曚暤暣x曚旤氉暤

= 1
2m犽dxdx曚氉*(x)-淈2 灥2

灥x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 毮(x-x曚)氉(x曚)

= 1
2m曇dx氉*(x)-淈2 灥2

灥x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 氉(x) (8灡4灡44)

而在p表象中,

煀V= 暣氉V 氉暤=犽dpdp曚暣氉p暤暣p V p曚暤暣p曚氉暤

=犽dpdp曚氄*(p)V i淈 灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

p 毮(p-p曚)氄(p曚)

=曇dp氄*(p)V i淈 灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

p氄(p) (8灡4灡45)

煆T= 氉
p2

2m 氉 =犽dpdp曚暣氉p暤p
p2

2m
p曚 暣p曚氉暤

= 1
2m犽dpdp曚氄*(p)p2毮(p-p曚)氄(p曚)

= 1
2m曇dp氄*(p)p2氄(p) (8灡4灡46)

设粒子在势场V(x)中运动,H=p2/2m+V(x),则含时Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉(t)暤=H 氉(t)暤 (8灡4灡47)

在x表象中的表示,可如下求之.用暣x 左乘式(8灡4灡47)(取标积),得

i淈灥
灥t

暣x氉(t)暤= 暣x H 氉(t)暤=曇dx曚暣x H x曚暤暣x曚氉(t)暤
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即

i淈灥
灥t氉

(x,t)=曇dx曚 -淈2

2m
灥2

灥x2毮(x-x曚)+V(x)毮(x-x曚[ ])氉(x曚,t)

=-淈2

2m
灥2

灥x2氉(x,t)+V(x)氉(x,t) (8灡4灡48)

在p表象中,用暣p 左乘式(8灡4灡47),得

i淈灥
灥t氄

(p,t)=曇dp曚暣p Hp曚暤暣p曚氉暤

=曇dp曚
p2

2m
毮(p-p曚)+V i淈 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

p 毮(p-p曚
é

ë
êê

ù

û
úú)氄(p曚,t)

=
p2

2m氄
(p,t)+V i淈 灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

p氄(p,t) (8灡4灡49)

暋暋练习1暋利用表象变换,从xx曚x曞=暣x曚 x x曞暤=x曚毮(x曚-x曞)计算xp曚p曞.

xp曚p曞= 暣p曚 x p曞暤=犽dx曚dx曞暣p曚 x曚暤暣x曚 x x曞暤暣x曞 p曞暤

= 1
2毿淈犽dx曚dx曞e-ip曚x曚/淈x曚毮(x曚-x曞)eip曞x曞/淈

= 1
2毿淈曇dx曚x曚e-i(p曚-p曞)x曚/淈

=i淈 灥
灥p曚

1
2毿淈曇dx曚e-i(p曚-p曞)x曚/淈

=i淈 灥
灥p曚

毮(p曚-p曞)

类似可以证明

px曚x曞 = 暣x曚 p x曞暤=-i淈 灥
灥x曚毮(x曚-x曞)

练习2暋设粒子的 Hamilton量 H=
p2

2m
+V(x),V(x)可以对x做 Taylor展开,证明

Hx曚x曞 = 暣x曚 H x曞暤=-淈2

2m
灥2

灥x曚2毮(x曚-x曞)+V(x曚)毮(x曚-x曞) (8灡4灡50)

Hp曚p曞 =
p曚2

2m
毮(p曚-p曞)+V i淈 灥

灥p( )曚 毮(p曚-p曞) (8灡4灡51)

习暋暋题

8灡1暋设矩阵A、B、C满足A2=B2=C2=1,BC-CB=iA.(a)证明AB+BA=AC+CA=0.
(b)在A 表象中,求出B、C的矩阵(设无简并).

答:A
æ

è
çç=
1 0 ö

ø
÷÷0 -1
,暋B

æ

è
çç=

0 b
b-1

ö

ø
÷÷

0
,暋C

æ

è
çç=

0 c
c-1

ö

ø
÷÷

0

参数b、c满足b2-c2=ibc.
8灡2暋矩阵A 和B 满足A2=0,AA+ +A+A=1,B=A+A.(1)证明B2=B.(2)在B 表象中
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求出A 的矩阵表示式.

答:B
æ

è
çç=
0 0ö

ø
÷÷

0 1
,暋A

æ

è
çç=
0 eiaö

ø
÷÷

0 0
暋(a实)

8灡3暋设厄米算符A 与B 满足A2=B2=1,AB+BA=0.求:(1)在A 表象中A 与B 的矩阵

表示式,并求B的本征函数的表示式.(2)在B表象中A 与B 的矩阵表示式,并求A 的本征函数

的表示式.(3)A 表象到B 表象的幺正变换矩阵S.
8灡4暋设K=LM,LM-ML=1,氄为K 的本征矢,即 K氄=毸氄,毸为本征值.证明u曉L氄与

v曉M氄也是K 的本征函数,相应的本征值分别为毸-1与毸+1.
8灡5暋设任何一个厄米矩阵能用一个幺正变换对角化.由此证明,两个厄米矩阵能用同一个

幺正变换对角化的充要条件是它们彼此对易灡
8灡6暋证明:(1)若一个 N 阶矩阵与所有N 阶对角矩阵对易,则必为对角矩阵.

(2)若它与所有 N 阶矩阵对易,则必为常数矩阵.
8灡7暋证明,对于矩阵A、B、C、…,

det(AB)=detA·detB
det(S-1AS)=detA
tr(AB)=tr(BA)

tr(ABC)=tr(CAB)=tr(BCA)

tr(S-1AS)=trA
由此说明矩阵的det及tr不因表象而异,即矩阵的本征值之积不因表象而异以及矩阵的本征值

之和不因表象而异.
8灡8暋设A 为厄米或幺正矩阵(因而均可以对角化),证明:在任何表象中

detexp(A)=exp(trA)
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第9章暋自暋暋旋

9灡1暋电 子 自 旋

9灡1灡1暋提出电子自旋的实验根据与自旋的特点

Bohr的量子论(1913)提出后,使人们对于光谱规律的认识深入了一大步.理
论反过来促进了光谱实验工作的发展,特别是在光谱精细结构及反常Zeeman效

应方面.为了解释光谱分析中进一步碰到的矛盾,Uhlenbeck与 Goudsmit(1925)
提出了电子自旋的假设[注].他们主要根据的两个实验事实是

(1)反常Zeeman效应灡
1912年Paschen和Back发现反常Zeeman效应———在弱磁场中原子光谱线

的复杂分裂(分裂成偶数条
踿踿踿

)的现象.例如,钠光谱线D1曻4条,D2曻6条.
Uhlenbeck与 Goudsmit最初提出的电子自旋概念具有机械的性质.他们认

为,与地球绕太阳的运动相似,电子一方面绕原子核运转(相应有轨道角动量),一
方面又有自转,相应的自转角动量为s=淈/2.而自转角动量在空间任何一个方向

的投影(例如,z轴方向的投影sz),可能而且只能取两个值:暲淈/2.与自转相联系

的磁矩为毺=e淈/2mc(Bohr磁子).
(2)碱金属光谱的双线结构灡
例如钠原子光谱中的一条很亮的黄线(毸曋5893痄),如用分辨本领较高的光谱

仪进行 观 测,就 会 发 现 它 是 由 很 靠 近 的 两 条 谱 线 组 成;D1,毸=5896痄;D2,

毸=5890痄.

[注]暋电子自旋假设的提出

在Schr昳dinger波动方程提出之前,G.E.Uhlenbeck&S.Goudsmit就提出了电子自旋的假

定,见文献[Naturwissenschaften13(1925)953;Nature117(1926)264].他们曾经把文稿送给

Ehrenfest,请他提意见.Ehrenfest又把文稿转给实验物理学家 Lorents.一个多星期以后,

Lorents指出:一个旋转的经典粒子会遇到很多致命的困难.Uhlenbeck与 Goudsmit就立即赶到

Ehrenfest那里去,希望撤回文稿.但 Ehrenfest告诉他们说:“Ihavealreadysentyourletterin
longago.Youarebothyoungenoughtoallowyourselvessomefoolishness.暠但最终证明,电子

自旋的假定是正确的,反常Zeemann效应的离奇性质就来源于此.参阅 T.Hey& P.Walters,

TheNewQuantumUniverse,p.109,CambridgeUniversityPress,2003.中文译本见,雷奕安,
《新粒子世界》,湖南科技出版社.

与另一个年轻荷兰人 RalphdeLearKronig(他当时正在 N.Bohr所访问)相比,他们两人

就要幸运得多.在 Uhlenbeck与 Gousmidt之前,Kronig已经提出了电子自旋的假定,但由于
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Pauli的反对,Kronig没有勇气发表他的思想.在物理学家中,Pauli在判断和发现任何理论中的

弱点上,差不多具有传奇式的能力.因此除非得到 Pauli的赞同,很少有人对他们自己的工作感

到有把握.但这一次恰好又是Pauli少有的反对错了的几次中的一次.参见 P.Robertson著,杨
福家,卓益忠,曾谨言译,《玻尔研究所的早年岁月》(1921灢1930),p.98,北京,科学出版社,1985.

事实上,电子自旋及相应的磁矩是电子本身的内禀属性,所以也称为内禀角动

量与内禀磁矩.它们的存在,标志电子还有一个新的自由度
踿踿踿踿踿.电子的自旋及内禀磁

矩,在Stern灢Gerlach实验中得到了直接证实.
在Stern灢Gerlach实验中(见示意图9灡1),用两块磁铁制备沿z轴方向的非均

匀磁场.假设有一束银原子(处于基态,轨道角动量l=0)沿y方向射入磁场中.实
验观测表明,入射原子束将分裂成两束,最后在观测屏上出现两条亮线.从经典物

理学来看,如果入射粒子具有磁矩毺(常数值,与粒子坐标r无关),则在非均匀磁

场B中将沿z方向受力

F=-

殼

(毺·B)=-[(毺·

殼

)B+(B·

殼

)毺+毺暳(

殼

暳B)+(B暳

殼

暳毺)]

=-(毺·

殼

)B=-毺z
灥Bz

灥zez

按照经典物理,毺z 可以连续变化,因此在屏上将观测到原子沿z方向的连续分布

(图9灡1,右侧所示).实验观测到原子束分裂为二,表明电子的磁矩沿
踿踿踿踿踿踿z方向分量

踿踿踿踿
是量子化的
踿踿踿踿踿

,因而它的角动量的
踿踿踿踿踿踿踿踿z分量也是量子化的

踿踿踿踿踿踿踿踿
,只能取两个值.(注意:原子

核的磁矩远小于电子,对Stern灢Gerlach实验的观测无可观的影响.)这个角动量与

电子的轨道角动量无关,它标志电子有一个新的内禀自由度,称为自旋(spin),它
并无经典对应.与自旋相应的磁矩,称为内禀磁矩(intrinsicmagneticmoment).

图9灡1暋Stern灢Gerlach实验示意图

电子自旋与轨道角动量不同点如下:
(1)电子自旋值是淈/2(而不是淈整数倍).
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(2) 内禀磁矩/自旋 =e/mc,而 轨道磁矩/轨道角动量 =e/2mc,两者差一

倍.或者说,对于自旋,g因子(回转磁比值)gs =2,而对于轨道运动,gl =1.
无数实验表明,除静质量、电荷之外,自旋和内禀磁矩也是标志各种粒子(电

子,质子,中子等)的很重要的内禀物理量.特别是自旋是半奇数或整数(包括零)就
决定了粒子遵守Fermi统计或Bose统计.

碱金属光谱的双线结构及反常Zeeman效应,正是电子自旋的上述两个特点

的反映.

9灡1灡2暋自旋态的描述

实验表明,电子不是一个简单的只具有三个自由度的粒子,它还具有自旋自由

度.要对它的状态作出完全的描述,还必须考虑其自旋状态
踿踿踿踿.确切地说,要考虑它的

自旋在某给定方向(例如,z轴方向)的两个可能取值(投影)的波幅,即波函数中还
踿踿踿踿踿

应包括自旋的某一分量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(习惯上取为sz),记为氉(r,sz).
与连续变量r不同,sz 只能取暲淈/2两个分立值,因此,使用二分量波函数是

方便的,即

氉(r,sz)
æ

è
çç= 氉(r,淈/2)

氉(r,-淈/2

ö

ø
÷÷)

(9灡1灡1)

称为旋量波函数(spinorwavefunction).其物理意义如下:

氉(r,淈/2)2 是自旋向上朁(sz=淈/2),位置在r处的概率密度,

氉(r,-淈/2)2 是自旋向下朂(sz=-淈/2),位置在r处的概率密度灡
而

曇d3x氉(r,淈/2)2 表示电子自旋向上(sz =淈/2)的概率,

曇d3x氉(r,-淈/2)2 表示电子自旋向下(sz =-淈/2)的概率.

所以归一化条件为

暺
sz=暲淈/2曇d3x氉(r,sz)2 =曇d3x氉+氉

=曇d3x 氉(r,淈/2)2+ 氉(r,-淈/2)[ ]2 =1暋暋(9灡1灡2)

如果 Hamilton量不含自旋变量,或可以表示成自旋变量部分与空间部分之

和,则 H 的本征波函数可以分离变量,即

氉(r,sz)=毤(r)氈(sz) (9灡1灡3)

式中氈(sz)是描述自旋态的波函数,其一般形式为

氈(sz)
æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

a
b

(9灡1灡4)
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其中

a 2 = 氈(淈/2)2 表示sz =淈/2的概率

b 2 = 氈(-淈/2)2 表示sz =-淈/2的概率

所以归一化条件为

暺
sz=暲淈/2

氈(sz)
2=氈

+
氈= (a* ,b*

æ

è
çç)

ö

ø
÷÷

a
b

= a 2+ b 2 =1 (9灡1灡5)
特例暋sz 的本征态记为氈ms

(sz),ms淈 表示sz 的本征值.
ms=1/2自旋态(即自旋在z方向的分量为淈/2的状态)

氈1/2(sz)
æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

1
0

(9灡1灡6a)

ms=-1/2自旋态(自旋在z方向的分量为-淈/2的状态)

氈-1/2(sz)
æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

0
1

(9灡1灡6b)

有时把它们简记为

毩
æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

1
0

,暋毬
æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

0
1

毩和毬构成电子的自旋态空间的一组正交完备基矢,任何一个自旋态式(9灡1灡4),
均可用它们来展开

氈(sz)=a毩+b毬 (9灡1灡7)
而对于计及空间坐标的波函数式(9灡1灡1),量子态可以表示为

氉=氉(r,淈/2)毩+氉(r,-淈/2)毬 (9灡1灡8)
特例暋中心力场中的电子,若忽略自旋轨道耦合,则可以选(H,l2,lz,sz)为守

恒量完全集,其共同本征态记为氉nlmms
,在(r,sz)表象中可写成

氉nlmms
(r,sz)=氉nlm(r,毴,氄)氈ms

(sz)=Rnl(r)Ym
l (毴,氄)氈ms

(sz) (9灡1灡9)

9灡1灡3暋自旋算符与Pauli矩阵

以下考虑自旋算符的表示.自旋这个力学量虽然具有角动量的性质,但与轨道角动

量有所不同,它并无经典对应
踿踿踿踿踿

(当淈曻0,自旋效应就消失了).自旋的系统理论属于相对

论量子力学的范围,它是电子场在空间转动下的特性的反映.在非相对论量子力学中,
可以唯象地根据实验反映出来的自旋的特点,选取适当的数学工具来描述它.

考虑到自旋具有角动量特征,假设自旋算符s的三个分量满足与轨道角动量

相同的对易关系,即
sxsy -sysx =i淈sz

sysz-szsy =i淈sx (9灡1灡10)
szsx -sxsz =i淈sy
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引进无量纲算符氁(称为Pauli算符),

s= 淈
2氁 (9灡1灡11)

则式(9灡1灡10)化为
氁x氁y -氁y氁x =2i氁z (9灡1灡12a)
氁y氁z-氁z氁y =2i氁x (9灡1灡12b)
氁z氁x -氁x氁z =2i氁y (9灡1灡12c)

或概括表示成

[氁i,氁j]=2i毰ijk氁k (9灡1灡12曚)
也可表示成

氁暳氁=2i氁 (9灡1灡12曞)
由于s沿任何指定方向的分量(本征值)只能取暲淈/2值,所以氁沿任何指定

方向的分量也只能取暲1,因而氁2
x、氁2

y 及氁2
z 的取值只能为1,即

氁2
x =氁2

y =氁2
z =1暋(单位算符) (9灡1灡13)

氁y·式(9灡1灡12b),并利用上式,可得

氁z-氁y氁z氁y =2i氁y氁x

式(9灡1灡12b)·氁y,类似求得

氁y氁z氁y -氁z =2i氁x氁y

以上两式相加,得氁x氁y+氁y氁x=0.联同类似的两个关系式,可概括为

氁x氁y +氁y氁x=0
氁y氁z+氁z氁y=0 (9灡1灡14)
氁z氁x +氁x氁z=0

即氁的三个分量彼此反对易
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.把式(9灡1灡12),(9灡1灡14)综合起来,得

氁x氁y =-氁y氁x =i氁z

氁y氁z =-氁z氁y =i氁x

氁z氁x =-氁x氁z =i氁y (9灡1灡15)
式(9灡1灡13)、(9灡1灡15)及Pauli算符的厄米性要求,完全刻画了Pauli算符的代数

性质.

练习1暋证明

氁x氁y氁z =i (9灡1灡16)

练习2暋证明

(氁·A)(氁·B)=A·B+i氁·(A暳B) (9灡1灡17)

其中A和B 是与氁 对易的任何两个矢量算符.
练习3暋证明

(氁·p)2 =p2,暋p为动量算符 暋暋暋暋
(氁·l)2 =l2 -氁·l,暋l为轨道角动量算符

并由此证明氁·l的本征值为l和-(l+1),l=0,1,2,….
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练习4暋设算符A与氁 对易,证明

氁(氁·A)-A=A-(氁·A)氁=iA暳氁 (9灡1灡18)

练习5暋令氁暲= 1
2

(氁x 暲i氁y)

证明

氁2
暲=0
[氁+,氁-]=氁z

[氁z,氁暲]=暲氁暲 暋暋 即氁z氁暲=氁暲 (氁z 暲1)

(9灡1灡19)

练习6暋设A是与氁 对易的任何矢量,证明

ei氁·A =cosA+i氁·A
暷

sinA (9灡1灡20)

其中A= A ,A
暷

=A/A 表示A 方向的单位矢量,特别是

exp(i氁z毴)=cos毴+i氁zsin毴 (9灡1灡21)

提示:利用氁2
x=氁2

y=氁2
z=1

以上是Pauli算符满足的抽象代数式.下面我们选一个具体表象把它们表示

成矩阵形式.习惯上选氁z 表象,即氁z 对角化的表象.由于氁z 只能取暲1,所以氁z 矩

阵可以表示为

氁z

æ

è
çç=
1 0

0 -

ö

ø
÷÷

1
(9灡1灡22)

令氁x 矩阵表示为

氁x

æ

è
çç=
a cö

ø
÷÷

b d
(9灡1灡23)

上式中a、b、c与d(复数)待定.考虑到氁z氁x=-氁x氁z,

æ

è
çç

得

a b

-c -

ö

ø
÷÷

d

æ

è
çç=
-a b

-

ö

ø
÷÷

c d

所以

a=d=0

于是氁x 可以简化为

氁x

æ

è
çç=
0 b

c

ö

ø
÷÷

0

再根据厄米性要求氁+
x =氁x,可得c=b* ,所以

氁x

æ

è
çç=
0 b

b*

ö

ø
÷÷

0

而
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氁2
x

æ

è
çç=
0 b
b*

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

0
0 b
b*

ö

ø
÷÷

0

æ

è
çç=
b 2 0
0 b

ö

ø
÷÷2 =1暋(单位矩阵)

所以要求

b 2 =1
因此可以令

b=ei毩暋(毩实数)
于是

氁x

æ

è
çç=
0 ei毩

e-i毩

ö

ø
÷÷

0
(9灡1灡24)

利用式(9灡1灡15)的最后一式,可得

氁y=-i氁z氁x

=-
æ

è
ççi
1 0

0 -

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

1

0 ei毩

e-i毩

ö

ø
÷÷

0
=-

æ

è
ççi

0 ei毩

-e-i毩

ö

ø
÷÷

0
(9灡1灡25)

在量子力学中,任何表象的基矢都有一个整体的相位不定性,因而力学量在任何表

象中的矩阵表示,也有一个相位不定性
踿踿踿踿踿.习惯上,取毩=0(Pauli)栙,得

氁x

æ

è
çç=
0 1ö

ø
÷÷

1 0
,暋氁y

æ

è
çç=
0 -iö

ø
÷÷

i 0
,暋氁z

æ

è
çç=
1 0
0 -

ö

ø
÷÷

1
(9灡1灡26)

这就是著名的Pauli矩阵,其应用极为广泛,读者应牢记.

练习7暋令

氁暲= 1
2

(氁x 暲i氁y) (9灡1灡27)

在Pauli表象中

氁+

æ

è
çç=
0 1ö

ø
÷÷0 0
暋暋氁-

æ

è
çç=
0 0ö

ø
÷÷1 0

(9灡1灡28)

用矩阵乘法证明:

氁x毩=毬,暋暋暋氁x毬=毩

氁y毩=i毬,暋暋暋氁y毬=-i毩

氁+毩=0,暋暋暋氁+毬=毩

氁-毩=毬,暋暋暋氁-毬=0

(9灡1灡29)

练习8暋令

P暲= 1
2

(1暲氁z)
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(1)证明:P+ +P- =1,暋P2
+ =P+ ,暋P2

- =P- ,暋P+P- =P-P+ =0
(2)在氁z 表象中,写出P暲 的矩阵表示式.
(3)证明:

P
æ

è
çç+

ö

ø
÷÷

a
b =

æ

è
çça

ö

ø
÷÷

1
0

,暋暋P
æ

è
çç-

ö

ø
÷÷

a
b =

æ

è
ççb

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

0
1

ö

ø
÷÷

1
0

æ

è
çç和

ö

ø
÷÷

0
1

分别是“自旋向上暠(sz=1/2)和“自旋向下暠(sz=-1/2)的态,所以P暲 分别为自旋投

影算符.
练习9暋设A、B、C是与氁 对易的算符,证明:

Tr(氁·A)=0

Tr[(氁·A)(氁·B)]=2A·B

Tr[(氁·A)(氁·B)(氁·C)]=2i(A暳B)·C=2iA·(B暳C)

(9灡1灡30)

设A和B 为常矢,则

Trei氁·A =2cosA,暋A = A 暋暋暋暋

Tr(ei氁·Aei氁·B)=2cosAcosB-2A·B
AB sinAsinB (9灡1灡31)

练习10暋证明找不到一个表象,在其中:(a)三个Pauli矩阵均为实矩阵,或(b)二个是纯虚

矩阵,而另一个为实矩阵.
练习11暋证明氁x、氁y、氁z 及I(2暳2单位矩阵)构成2暳2矩阵的完全集,即任何2暳2矩阵均

可用它们的线性组合来表达.任何2暳2矩阵 M 可表示成

M = 1
2

[(TrM)I+Tr(M氁)·氁]

提示:利用 TrI=2,Tr氁=0.
练习12暋设A氁=氁A,则A 为0或常数矩阵.
练习13暋设A氁=-氁A,则A=0

*9灡1灡4暋电子的内禀磁矩

电子自旋和内禀磁矩的系统理论将在 Dirac的相对论性量子理论中讨论(见《卷栻,第11
章》).下面给出一个简单的非相对论性理论的说明栙.

一个非相对论性的自由粒子的 Hamilton量,通常表示为

H =
p2

2毺
(9灡1灡32)

如果粒子带电,例如电子荷电-e,处于外磁场B=

殼

暳A中,按7灡1节的讨论,其 Hamilton量可

表示成

H =
P+ e

c( )A
2

2毺
(9灡1灡33)
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其中P为正则动量,在坐标表象中,P=-i淈

殼

.式(9灡1灡33)可化为

H =P2

2毺
+ e

2毺c
(A·P+P·A)+e2A2

2毺c2 (9灡1灡34)

若采用Coulomb规范(

殼

·A=0),则上式可化为

H =P2

2毺
+ e
毺c

A·P+e2A2

2毺c2 (9灡1灡35)

上式右侧最后一项是反磁项,通常情况下比较小,可以略去.对于均匀磁场,可以取A=1
2B暳r,

则上式右边第二项化为

e
2毺c

(B暳r)·P= e
2毺c

(r暳P)·B= e
2毺c

l·B=-毺l·B (9灡1灡36)

其中

毺l =- e
2毺c

l (9灡1灡37)

表示电子的轨道角动量带来的磁矩,称为轨道磁矩灡 但如果考虑到电子有自旋,假设自由电子

的 Hamilton量表示为

H =
(氁·p)2

2毺
(9灡1灡38)

在没有外磁场的情况(氁·p)2=p2(见练习3),上述 Hamilton量得不出什么新的东西.但在外磁

场B=

殼

暳A中,H 化为

H =
氁· P+ e

c( )[ ]A
2

2毺
利用式(9灡1灡17),H 可化为

H =
P+ e

c( )A
2

2毺
+ i

2毺
氁· P+ e

c( )A 暳 P+ e
c( )[ ]A (9灡1灡39)

上式右侧第一项即式(9灡1灡33),它包含电子轨道磁矩与外磁场的相互作用.第二项可化为

ie
2毺c

氁·(P暳A+A暳P)= ie
2毺c

氁·(-i淈

殼

暳A)= e淈
2毺c

氁·B=-毺s·B (9灡1灡40)

其中

毺s =-e淈
2毺c

氁 =- e
毺c

s暋暋 s= 淈
2( )氁 (9灡1灡41)

毺s 可以理解为与自旋s相应的磁矩(称为内禀磁矩
踿踿踿踿

).式(9灡1灡40)表示电子内禀磁矩与外磁场B

的相互作用能,内禀磁矩的值即Bohr磁子毺B=e淈
2毺c

.比较式(9灡1灡41)与(9灡1灡37),可知内禀磁矩
踿踿踿踿

的
踿g因子是轨道磁矩的

踿踿踿踿踿踿踿踿g因子的两倍
踿踿踿踿踿.

9灡2暋总 角 动 量

电子自旋是一种相对论效应.可以证明,中心力场V(r)中运动的电子的相对论

性波动方程(Dirac方程,见本书卷栻,第11章),在过渡到非相对论极限时,Hamilton
量中将出现一项自旋 轨道耦合

踿踿 踿踿踿踿
(spin灢orbitcoupling)项(称为Thomas项)
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毼(r)s·l暋暋暋暋暋暋

其中 毼(r)= 1
2毺2c2

1
r

dV
dr

(9灡2灡1)

毺为电子质量,c为光速.在处理正常Zeeman效应时,因外加磁场很强,自旋轨道

耦合项相对说来是很小的,可以忽略.但当所加磁场很弱,或没有外场的情况,这项

作用对能级与光谱的影响(精细结构)就不应忽略栙.碱金属元素光谱线的双分裂

及反常Zeeman效应都与此有关.在原子核的壳结构中,核子之间的强自旋轨道耦

合起了极为重要的作用(见9灡6节).
当计及自旋轨道耦合作用之后,轨道与自旋角动量分别都不再是守恒量

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,因为

[l,s·l]曎0,暋暋[s,s·l]曎0 (9灡2灡2)
定义总角动量算符

j=l+s (9灡2灡3)
可以证明,在中心力场中电子的总角动量j为守恒量.考虑到l与s分别属于不同

踿踿踿踿踿踿
自由度
踿踿踿

,彼此对易
踿踿踿踿

,
[l毩,s毬]=0暋暋(毩,毬=x,y,z) (9灡2灡4)

可以证明,与l和s一样,j的三个分量满足下列对易式
[jx,jy]=i淈jz
[jy,jz]=i淈jx (9灡2灡5)
[jz,jx]=i淈jy

令

j2 =j2
x +j2

y +j2
z

可以证明j2 与j的三个分量都对易,
[j2,j毩]=0暋暋(毩=x,y,z) (9灡2灡6)

利用式(9灡2灡3)和式(9灡2灡4),容易证明

[j,s·l]=0 (9灡2灡7)
所以在计及自旋轨道耦合的情况下

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,尽管
踿踿l和

踿s都不是守恒量
踿踿踿踿踿踿

,但
踿j为守恒量

踿踿踿踿.还
可以证明,虽然l不再是守恒量,但l2 仍然是,因为

[l2,s·l]=0 (9灡2灡8)
因此,在中心力场中电子的能量本征态可以选为守恒量完全集

踿踿踿踿踿踿
(H,l2,j2,jz)

的共同本征态.它的空间角度和自旋部分的波函数则可取为(l2,j2,jz)的共同本征
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栙 对于类氢离子,

暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋V(r)=-Ze2

r
,暋暋毼(r)= Ze2

2毺2c2
1
r2

作为数量级估计,

暋毼(r)s·l曋 e2淈2

毺2c2a3 =e2

a
e2

淈( )c
2

曋27eV· 1( )137
2

曋1灡4暳10-3eV暋暋(a=淈2/毺e2,Bohr半径)

属于精细结构的能量变化范围.



态.此共同本征态在(毴,氄,sz)表象中可表示为

毤(毴,氄,sz)
æ

è
çç=
毤(毴,氄,淈/2)

毤(毴,氄,-淈/2

ö

ø
÷÷)

æ

è
çç曉
毤1(毴,氄)

毤2(毴,氄

ö

ø
÷÷)

(9灡2灡9)

首先要求毤是l2 本征态,即

l2毤=C毤暋暋(C为常数)
亦即

l2毤1 =C毤1

l2毤2 =C毤2

所以,毤1 与毤2 都应是l2 的本征态,并且对应相同的本征值.
其次,要求毤为jz 的本征态

j
æ

è
ççz
毤1

毤

ö

ø
÷÷

2
=j曚

æ

è
ççz
毤1

毤

ö

ø
÷÷

2

即

l
æ

è
ççz
毤1

毤

ö

ø
÷÷

2
+淈 æ

è
çç2
1 0
0 -

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

1
毤1

毤

ö

ø
÷÷

2
=j曚

æ

è
ççz
毤1

毤

ö

ø
÷÷

2

因此

lz毤1 = j曚z -淈æ

è
ç

ö

ø
÷

2 毤1

lz毤2 = j曚z +淈æ

è
ç

ö

ø
÷

2 毤2

所以,毤1 与毤2 都应是lz 的本征态,但对应的本征值相差淈.因此式(9灡2灡9)可以

取为

毤(毴,氄,sz)=
aYm

l

bYm+1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

l

(9灡2灡10)

这样就已保证它是l2 与jz 的共同本征态,本征值分别为l(l+1)淈2 和(m+1/2)淈.
此外,我们还要求毤为j2 的本征态.利用

j2= (l+s)2 =l2+s2+2s·l

=l2+3
4淈2+淈(氁xlx +氁yly +氁zlz)

=
l2+3

4淈2+淈lz 淈l-

淈l+ l2+3
4淈2-淈l

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷z

(9灡2灡11)

其中

l暲=lx 暲ily
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把式(9灡2灡11)代入j2 的本征方程

j2
aYm

l

bYm+1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

l
=毸淈2

aYm
l

bYm+1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

l
暋暋(毸无量纲,待定) (9灡2灡12)

利用

l暲Ym
l =淈 (l熀m)(l暲m+1)Ym暲1

l

可得出

l(l+1)+3
4+[ ]maYm

l + (l-m)(l+m+1)bYm
l =毸aYm

l

(l-m)(l+m+1)aYm+1
l + l(l+1)+3

4-(m+1[ ])bYm+1
l =毸bYm+1

l

上两式分别乘 Ym*

l 、Ym+1*

l ,对(毴,氄)积分后,得

l(l+1)+3
4+m-[ ]毸a+ (l-m)(l+m+1)b=0暋暋暋暋

(l-m)(l+m+1)a+ l(l+1)+3
4-(m+1)-[ ]毸b=0 (9灡2灡13)

这是确定a和b的线性齐次方程,有非平庸解的充要条件是

l(l+1)+3
4+m-毸 (l-m)(l+m+1)

(l-m)(l+m+1) l(l+1)+3
4-m-1-毸

=0 (9灡2灡14)

解出毸的两个根,得

毸1 = (l+1/2)(l+3/2)

毸2 = (l-1/2)(l+1/2) (9灡2灡15)

或表示成

毸=j(j+1),暋j=l暲1/2 (9灡2灡16)
把j=l+1/2这个根代入式(9灡2灡13)中任何一式,得

a/b= (l+m+1)/(l-m) (9灡2灡17)

同样,把j=l-1/2这个根代入式(9灡2灡13),得

a/b=- (l-m)/(l+m+1) (9灡2灡18)

把式(9灡2灡17)与(9灡2灡18)代入式(9灡2灡10),利用归一化条件,并取适当的相位,可
得出(l2,j2,jz)的共同本征态如下:
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对于j=l+1/2情况,

毤(毴,氄,sz)= 1
2l+1

l+m+1Ym
l

l-mYm+1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

l

= l+m+1
2l+1 毩Ym

l + l-m
2l+1毬Ym+1

l (9灡2灡19a)

对于j=l-1/2(l曎0)情况,

毤(毴,氄,sz)= 1
2l+1

- l-mYm
l

l+m+1Ym+1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

l

=- l-m
2l+1毩Ym

l + l+m+1
2l+1 毬Ym+1

l (9灡2灡19b)

图9灡2暋自旋与轨道角动量的耦合

式(9灡2灡19a)和(9灡2灡19b)是(l2,j2,jz)的共同本

征态,相应的本征值分别为l(l+1)淈2,j(j+1)

淈2 和 mj淈= (m +1/2)淈,式 中,j=l+1/2,

l-1/2(l曎0情况).[但注意,式(9灡2灡19),并不

是lz 与sz 的本征态]
式(9灡2灡19a)中,j=l+1/2.从 Ym

l 来考

虑,mmax=l.从 Ym+1
l 来考虑,mmin=-(l+1),

所以m 可能取值为

l,l-1,…,0,…,-(l+1)
而mj=m+1/2相应的可能取值为

l+1/2,l-1/2,…,1/2,…,-(l+1/2)
即暋mj=j,j-1,…,1/2,…,-j,共(2j+1)
个可能取值(图9灡2).

式(9灡2灡19b)中,j=l-1/2(l曎0).从 Ym
l 来考虑,mmin=-l(当m=-l-1时,

毤=0).从 Ym+1
l 来考虑,mmax=l-1(当m=l时,毤=0).所以m 的可能取值为

l-1,l-2,…,-l+1,-l
而mj=m+1/2相应的可能取值为

l-1/2,l-3/2,…,-l+3/2,-l+1/2
即暋mj=j,j-1,…,-j+1,-j,共(2j+1)个可能取值.

概括起来,(l2,j2,jz)的共同本征态可记为毤ljmj.
j=l+1/2情况,(mj=m+1/2)

毤ljmj=
1

2l+1

l+m+1Ym
l

l-mYm+1

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
l

= 1
2j

j+mjYmj-1/2
j-1/2

j-mjYmj+1/2
j-1/

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
2

= l+m+1
2l+1 Ym

l氈1/2+ l-m
2l+1Ym+1

l 氈-1/2 (9灡2灡20a)
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j=l-1/2(l曎0)情况,(mj=m+1/2)

毤ljmj=
1

2l+1
- l-mYm

l

l+m+1Ym+1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

l

= 1
2j+2

- j-mj+1Y
mj-1/2

j+1/2

j+mj+1Y
mj+1/2
j+1/

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2

=- l-m
2l+1Ym

l氈1/2+ l+m+1
2l+1 Ym+1

l 氈-1/2 (9灡2灡20b)

注意:在l=0情况,不存在自旋轨道耦合,总角动量即自旋,j=s=1
2

,mj=ms

=暲1/2.波函数可以表示成非耦合形式

毤01
2

1
2

æ

è
çç=
Y0

0ö

ø
÷÷0
= 1

4

æ

è
çç

毿

ö

ø
÷÷

1
0

毤01
2-1

2

æ

è
çç=

0
Y

ö

ø
÷÷0

0
= 1

4

æ

è
çç

毿

ö

ø
÷÷

0
1

(9灡2灡21)

在光谱学上,用下列符号来表示以上这些态(表9灡1):

表9灡1

l 0 1 2 3 4

j 1/2 1/2暋3/2 3/2暋5/2 5/2暋7/2 7/2暋9/2

量子态 s1/2 p1/2暋p3/2 d3/2暋d5/2 f5/2暋f7/2 g7/2暋g9/2

练习1暋证明

氁·l=氁zlz +氁+l-+氁-l+ 暋暋暋暋 (9灡2灡22)
其中

l暲=lx 暲ily,暋暋氁暲= 1
2

(氁x 暲i氁y)

例1暋证明毤ljmj
是s·l=淈

2氁·l的本征态.利用

j2 =l2 +s2 +2s·l=l2 + 3
4淈2 +淈氁·l

得

淈氁·l= j2 -l2 - 3
4淈( )2 (9灡2灡23)

不难求出

氁·l毤ljmj= j(j+1)-l(l+1)-[ ]3
4 淈毤ljmj

=
l淈毤ljmj

, j=l+1/2

-(l+1)淈毤ljmj
, j=l-1/2(l曎0{ )

(9灡2灡24)

所以,在毤ljmj
态下

暣氁·l暤=
l淈, j=l+1/2

-(l+1)淈, j=l-1/2(l曎0{ )
(9灡2灡25)
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暋暋* 另证:利用9灡1节,式(9灡1灡17),可得

(氁·l)(氁·l)=l2 +i氁·(l暳l)=l2 -淈氁·l

=l(l+1)淈-淈氁·l (9灡2灡26)

作为(氁·l)的二次方程,不难求出它的两个解为l淈,-(l+1)淈.
对于氁·l=l淈,

j2= l(l+1)+3
4+[ ]l淈2=(l+1/2)(l+3/2)淈2=j(j+1)淈2,即j=l+1/2.

对于氁·l=-(l+1)淈,暋j2=(l-1/2)(l+1/2)淈2,即j=l-1/2(l曎0).

例2暋证明

(jmj 氁z jmj)=
mj/j, j=l+1/2

-mj/(j+1), j=l-1/2(l曎0{ )
(9灡2灡27)

利用式(9灡2灡20)及氁z毩=毩,氁z毬=-毬,对于j=l+1/2,

氁z毤ljmj = j+mj

2j
毩Y

mj-1
2

j-1
2

-
j-mj

2j
毬Y

mj+1
2

j-1
2

再利用毩和毬正交以及球谐函数的正交性,对于j=l+1/2,得

(jmj 氁z jmj)=
j+mj

2j
-
j-mj

2j
=mj/j

类似可证明,对于j=l-1/2(l曎0)

(jmj 氁z jmj)=
j-mj+1

2j+2
-
j+mj+1

2j+2
=-mj/(j+1)

对于暋mj=j,则有

(jj 氁z jj)=
1, j=l+1/2

-j/(j+1), j=l-1/2(l曎0{ )
(9灡2灡28)

暋暋* 另证:利用[参阅9灡1节,式(9灡1灡18)]

氁(氁·l)+(氁·l)氁=2l (9灡2灡29)

对毤ljmj
态求平均,由于毤ljmj

也是氁·l的本征态,所以

暣氁暤暣(氁·l)暤= 暣l暤

由此得

暣j暤= 暣l暤+ 淈
2

暣氁暤= 暣氁·l暤+ 淈( )2
暣氁暤

在毤ljmj
态下

暣jx暤= 暣jy暤=0,暋暋暣jz暤=mj淈
因此

暣氁x暤= 暣氁y暤=0
而

暣氁z暤=mj淈/ 暣氁·l暤+ 淈( )2 =
mj/j, j=l+1/2

-mj/(j+1), j=l-1/2(l曎0{ )

即式(9灡2灡27).
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* 例3暋粒子的磁矩.
质量为m 的粒子的磁矩算符为

毺=gll+gss (9灡2灡30)

对于电子,
gl =-e/2mc,gs =-e/mc

(-e)为电子电荷,c为光速.若磁矩和g因子用Bohr磁子e淈
2mc

为单位(m 为电子质量),则l与s

都无量纲.对于电子,g因子为

gl =-1,暋暋gs =-2暋暋
对于质子(带正电e,自旋淈/2,内禀磁矩的实验测量值为毺s=2灡793核磁子)(核磁子=e淈/2mpc,

mp 为质子质量,核磁子災Bohr磁子/1836烆Bohr磁子),即

gl =1,暋暋gs =5灡586暋暋(单位:核磁子)

对于中子(不带电,自旋淈/2,内禀磁矩的实验测量值为毺s=-1灡913核磁子),即

gl =0,暋暋gs =-3灡826暋暋(单位:核磁子)

实验上测量的磁矩是这样定义的:

毺= 暣jmj旤毺z旤jmj暤旤mj=j = (jj 毺z jj) (9灡2灡31)

根据式(9灡2灡30),

毺z =gllz +gssz =gljz +(gs-gl)sz

利用式(9灡2灡27),容易得出

毺=glj+

(gs-gl)/2, j=l+1/2

-
j

j+1
(gs-gl)/2, j=l-1/2,(l曎0{ )

(9灡2灡32)

这就是原子核理论中常用的单核子磁矩公式(称为Schmidt公式).
对于电子,磁矩为(Bohr磁子)

毺=
-j-1/2, j=l+1/2

-j+ j
2(j+1), j=l-1/2,(l曎0{ )

(9灡2灡33)

对于质子栙,磁矩为(核磁子)

毺=
j+2灡293, j=l+1/2

j-2灡293j/(j+1), j=l-1/2,(l曎0{ )
(9灡2灡34)

对于中子,磁矩为(核磁子)

毺=
-1灡913, j=l+1/2
1灡913j/(j+1), j=l-1/2,(l曎0{ )

(9灡2灡35)

暋暋* 例4暋四极矩.
一个粒子的四极矩算符定义为

Qik =3xixk -r2毮ik (9灡2灡36)

其中(x1,x2,x3)=(x,y,z),即
Qxy=3xy =3r2sin2毴cos氄sin氄
Qyz=3yz=3r2sin2毴cos毴sin氄
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Qzx=3zx =3r2sin2毴cos毴cos氄
Qxx=2x2 -y2 -z2 =r2(3sin2毴cos2氄-1)
Qyy=2y2 -z2 -x2 =r2(3sin2毴sin2氄-1)
Qzz=2z2 -x2 -y2 =r2(3cos2毴-1)

Qik乘以粒子的电荷,则为粒子的电四极矩.显然

暺
i
Qii =Qxx +Qyy +Qzz =0 (9灡2灡37)

所以Qik中只有5个独立.为便于讨论它们在转动下的性质,可以把它们线性叠加,以构成2阶

球张量,曍r2Ym
2 ,m=0,暲1,暲2.特别是(参阅附录四)

Qzz = 5
16毿r

2Y0
2 (9灡2灡38)

对于无自旋粒子,实验上给出的四极矩定义为

Q= 暣毭lm Qzz 毭lm暤旤m=l = 暣毭ll Qzz 毭ll暤 (9灡2灡39)

其中毭是为完全标记粒子态所需的其他量子数.对于中心力场中的粒子,毭可取为径向量子数

nr,此时,粒子波函数为

氉nrlm
(r,毴,氄)=Rnrl

(r)Ym
l (毴,氄)= 1

r氈nrl
(r)Ym

l (毴,氄)

可以证明栙

暣nrlm Qzz nrlm暤= 2l(l+1)-6m2

(2l-1)(2l+3)暣r
2暤 (9灡2灡40)

其中

暣r2暤=曇
曓

0
r2 氈nrl

(r)2dr
所以

Q=- 2l
2l+3

暣r2暤 (9灡2灡41)

暋暋对于自旋为1/2的粒子,设所处状态为氉nrljmj=Rnrlj
(r)暳毤ljmj

(毴,氄,sz),类似可求出

Q= 暣nrljmj Qzz nrljmj暤 mj=j =-
2j-1
2j+2

暣r2暤 (9灡2灡42)

其中

暣r2暤=曇
曓

0
r4 Rnrlj

(r)2dr

公式(9灡2灡42)是核物理中常用到的.值得注意,对于j=1/2态,Q 值恒为0,即观测不到电四极

矩,这可以从角动量耦合规则来理解.
练习2暋证明

暺
l

m=-l

暣lm Qzz lm暤=0 (9灡2灡43)
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栙 利用

暣lm (3cos2毴-1)lm暤=3暣lm cos2毴lm暤-1
以及公式[见附录四,式(A4灡37)]

cos毴Yml =almYl+1,m+al-1,mYml-1,暋alm=
(l+1)2-m2

(2l+1)(2l+3)
得

暣lm|cos2毴|lm暤=曇cos毴Yml 2d毟=a2lm+a2l-1,m

用alm值代入,即得式(9灡2灡40).



由此可以理解原子的电子满壳结构的电四极矩为0.对于原子核的质子满壳结构也有类似

结论.

提示:暺
l

m=-l
m2 = 1

3l(l+1)(2l+1)

9灡3暋碱金属原子光谱的双线结构与反常Zeeman效应

9灡3灡1暋碱金属原子光谱的双线结构

碱金属原子有一个价电子(valenceelectron)(见9灡5节),原子核及内层满壳

电子(“原子实暠,atomiccore)对它的作用,可近似用一个屏蔽Coulomb场V(r)描
述.碱金属原子的低激发能级是由价电子的激发而来.价电子的 Hamilton量可表

示成[见9灡2节,式(9灡2灡1)]

H=p2/2毺+V(r)+毼(r)s·l

毼(r)= 1
2毺2c2

1
r

dV
dr

(9灡3灡1)

在此情况下,守恒量完全集可选为(H,l2,j2,jz),它们的共同本征态可以表示为

氉(r,毴,氄,sz)=R(r)毤ljmj
(毴,氄,sz) (9灡3灡2)

其中角度部分及自旋部分波函数已选为(l2,j2,jz)的共同本征态毤ljmj
(毴,氄,sz).

式 (9灡3灡2)代入Schr昳dinger方程

-淈2

2毺
1
r2

灥
灥rr

2 灥
灥r- l2

淈2r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +V(r)+毼(r)s·[ ]l氉=E氉 (9灡3灡3)

利用9灡2节,式(9灡2灡23)

s·l毤ljmj=
淈2

2
[j(j+1)-l(l+1)-3/4]毤ljmj

=

淈2

2l毤ljmj
, j=l+1/2

-淈2

2
(l+1)毤ljmj

, j=l-1/2(l曒1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(9灡3灡4)

式(9灡3灡3)可以化为

-淈2

2毺
1
r2

d
drr

2 d
dr+V(r)+l(l+1)淈2

2毺r2 +l淈2

2毼(r[ ])R(r)=ER(r)

j=l+1/2,l=0,1,2,…

-淈2

2毺
1
r2

d
drr

2 d
dr+V(r)+l(l+1)淈2

2毺r2 -
(l+1)淈2

2 毼(r[ ])R(r)=ER(r)

j=l-1/2,l=1,2,…
(9灡3灡5)

当V(r)给定后,毼(r)随之也就给定灡在束缚态边条件下,求解上列方程,可得出能

量本征值,它与量子数(n,l,j)都有关,记为Enlj,能级是(2j+1)重简并.在原子中,
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V(r)<0(吸引力),V曚(r)>0,所以毼(r)>0.因此

Enlj=l+1/2 >Enlj=l-1/2 (9灡3灡6)
即j=l+1/2能级略高于

踿踿踿j=l-1/2能级,但由于自旋轨道耦合项较小
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,所以,两条
踿踿

能级很靠近
踿踿踿踿踿

,这就是碱金属光谱线双线结构的由来
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

计算表明,自旋轨道耦合造成的分裂
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

殼E=Enlj=l+1/2-Enlj=l-1/2 (9灡3灡7)
随原子序数
踿踿踿踿踿Z· 增大而增大

踿踿踿踿踿
栙灡对于轻碱金属原子锂双线分裂很小,不易测出.从钠

开始才比较显著,如图9灡3所示.钠原子基态电子组态
踿踿

(configuration,指电子在各

图9灡3暋钠原子能级图及光谱的双线结构,图中只标出了可见光部分的双线

取自E.H.Wichman,BerkeleyPhysicsCourse,Vol.4,QuantumPhysics,chap.3,p.116,图32A.
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栙 对于类氢原子,V(r)=-Ze2

r
,毼(r)s·l= Ze2

2毺2c2
1
r3s·l.作为一级微扰论估计,双线分裂大小为

殼E= Ze2

2毺2c2
1
r3 淈2 l

2 +l+1( )2

利用(见习题6,6灡11题)
暣nl r-3 nl暤= Z( )na

3 1
l(l+1/2)(l+1)

可得 殼E=Ze2淈2

2毺2c2
Z( )na

3 1
l(l+1)

殼E随
踿Z增大而迅速增大

踿踿踿踿踿踿踿
,但随

踿l增大而减小
踿踿踿踿踿.



单粒子能级上的填布,见9灡5节)是(1s)2(2s)2(2p)6(3s)1,即价电子处于3s1/2能

级.对于s能级(l=0),没有自旋轨道耦合分裂.钠原子的第一激发态是价电子激

发到3p能级.由于自旋轨道耦合,3p能级分裂为两条,3p3/2能级略高于3p1/2能级.
处于这两条靠近的能级上的电子往基态跃迁时,就产生钠黄线,即

3p3/2 曻3s1/2暋暋D2暋暋 波长 曋5890痄

3p1/2 曻3s1/2暋暋D1暋暋 波长 曋5896痄

实验发现d,f,…等能级(l曒2)的分裂都非常小,一般实验中观测不出来,这是由于在

这些能级上的电子离开原子核的平均距离都较大,自旋轨道耦合作用都很小的缘故.

9灡3灡2暋反常Zeeman效应

在强磁场中,原子光谱线发生分裂(一般为3条)的现象,称为正常Zeeman效

应,这在7灡3节中已讨论过.设外加磁场方向取为z轴方向,按7灡3节,碱金属原子

中价电子的 Hamilton量为

H =p2/2毺+V(r)+eB
2毺c

lz (9灡3灡8)

B 为磁场强度.设 H0=p2/2毺+V(r)的能量本征值记为Enl,对应的波函数可以取

为守恒量完全集(H0,l2,lz)的共同本征态

氉nlm(r,毴,氄)=Rnl(r)Ym
l (毴,氄) (9灡3灡9)

则 H 本征值Enlm为

Enlm =Enl +eB
2毺c

淈m暋暋(m =-l,…,l-1,l) (9灡3灡10)

能级简并完全被解除,但波函数保持不变,仍为(H0,l2,lz)的共同本征态.
在式(9灡3灡8)中未计及电子内禀磁矩与外磁场的相互作用.若计及这项作用,

则 H 应取为

H =p2/2毺+V(r)+eB
2毺c

(lz+2sz) (9灡3灡11)

它的本征函数的空间部分仍为式(9灡3灡9),而整个波函数可取为(H,l2,lz,sz)的共

同本征函数氉nlmms
(r,毴,氄,sz)=氉nlm(r,毴,氄)氈ms

(sz),而能量本征值则为

Enlmms=Enl +eB
2毺c

淈(m+2ms)暋暋(ms =暲1/2)

=Enl +eB
2毺c

淈(m暲1) (9灡3灡12)

如图9灡4所示.考虑到光辐射跃迁选择定则,殼ms=0(见12灡5节),跃迁只能

分别在ms=+1/2和ms=-1/2两组能级内部进行,因此尽管能级有所改变[比
较(9灡3灡12)式与(9灡3灡10)式],对谱线分裂却没有影响.可以看出,能级(谱线)分裂

的大小与磁场强度B 成正比.
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图9灡4暋钠黄线的正常Zeeman分裂 氊L=eB
2毺( )c

当所加外磁场很弱
踿踿踿踿踿

时,自旋轨道耦合并不比外磁场作用小
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,则需一并加以考
踿踿踿踿踿踿踿

虑
踿

,即 Hamilton量应取为

H=p2/2毺+V(r)+eB
2毺c

(lz+2sz)+毼(r)s·l

=p2/2毺+V(r)+毼(r)s·l+eB
2毺c

jz+eB
2毺c

sz (9灡3灡13)

要理论上严格处理上式最后一项,是较麻烦的.为此,先不考虑最后一项
踿踿踿踿踿踿踿踿

,则 H 本

征值问题与处理碱金属光谱线双分裂相同,此时(l2,j2,jz)仍为守恒量,H 的本征

态仍然可以表示成

氉nljmj
(r,毴,氄,sz)=Rnlj(r)毤ljmj

(毴,氄,sz) (9灡3灡14)

相应的能量本征值为

Enljmj =Enlj +mj淈氊L,暋暋氊L =eB
2毺c

(9灡3灡15)

上式中Enlj是方程(9灡3灡5)的能量本征值.当无外磁场时(B=0,因而氊L=0),能级

为(2j+1)重简并.而在有磁场的情况下,它分裂为(2j+1)条能级(mj=j,j-1,
…,-j),即Enljmj

,能级简并完全解除.注意:(2j+1)为偶数,这就可以解释反常

Zeeman效应的特点(光谱线分裂为偶数条,见图9灡5).

注:严格处理(9灡3灡13)式最后一项的困难在于:尽管[l2,sz]=0,[jz,sz]=0,但[j2,sz]曎0,

即j2 不再是守恒量,因而j不再是好量子数.但对于弱磁场(B很小),式(9灡3灡13)最后一项氊Lsz

可以看成微扰.在简并态微扰论一级近似下(参阅11灡3节),可略去不同j态的混合,即分别局

限在Enlj(j=l暲1/2)的诸简并态所张开的(2j+1)维子空间中把(9灡3灡13)式所示的 H 对角化.
在此空间中,考虑到[jz,sz]=0,微扰氊Lsz 已经是对角化,即
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暣ljm曚j 氊Lsz ljmj暤=氊L毮m曚jmj
暣ljmj sz ljmj暤 (9灡3灡16)

按简并态一级微扰近似和9灡2节的,式(9灡2灡27),微扰对能量的贡献为

氊L暣ljmj sz ljmj暤=淈氊L

mj/2j, j=l+1/2

-mj/(2j+2), j=l-1/2(l曎0{ )
(9灡3灡17)

因此,在弱磁场中,电子的能量本征值可以相当好地近似表示为

Enljmj =Enlj +
1+ 1

2( )j mj淈氊L, j=l+1/2

1- 1
2j+( )2 mj淈氊L, j=l-1/

ì

î

í

ï
ï

ïï 2
(9灡3灡18)

其中Enlj是方程(9灡3灡5)的解.可以看出,能级(谱线)分裂大小与氊L(即磁场强度B)成正比.

图9灡5暋钠黄线的反常Zeeman分裂

电子在能级之间跃迁,遵守如下选择规则(selectionrule),殼l=暲1,暋殼j=0,暲1,暋殼mj=0,暲1.
所以2p3/2,mj=3/2曻2p1/2,mj=-1/2;2p3/2,mj=-3/2曻2p1/2,mj=1/2的跃迁是禁戒的.

[参阅12灡5节,式(12灡5灡17)].

9灡4暋二电子体系的自旋态

在文献中,自旋态的描述习惯采用 Dirac符号.电子自旋s=淈
2氁沿任何方向

的分量的测量值,例如,sz=淈
2氁z 的测值,只能是暲淈

2淈,即氁z=暲1.它的本征方程

表示为

sz旤朁暤= 淈
2旤朁暤,暋暋sz旤朂暤=-淈

2旤朂暤 (9.4.1)

即
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氁z旤朁暤=+旤朁暤,暋暋氁z旤朂暤=-旤朂暤

|朁暤和|朂暤分别表示电子自旋沿z方向的分量sz 为暲淈
2

(即氁 沿z 方向的分量

氁z=暲1)的态.
利用式(9.1.26),还可以证明,

暋 氁x旤朁暤=旤朂暤,氁x旤朂暤=旤朁暤,氁y旤朁暤=i旤朂暤,氁y旤朂暤=-i旤朁暤 (9.4.2)
多粒子(或多自由度)体系的量子态,需要用一组彼此对易的可观测量

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
(acom灢

pletesetofcommutingobservables,CSCO)的共同本征态来完全确定.在中文教

材中,可观测量(observable)习惯称为力学量.但应注意,正如4.3.4 节指出,

CSCO 应指“一组彼此对易的可观测量的最小集合
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,它们彼此是函数独立的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

暠.2电

子体系的自旋态的 Hilbert空间是4维.对于2电子体系,CSCO有多种选取.最简

单的一种CSCO ,就是(s1z,s2z),由两个自旋单体算符
踿踿踿踿踿踿踿踿

组成,其共同本征态表述为

旤朁朁暤12 =旤朁暤1旤朁暤2,旤朁朂暤12 =旤朁暤1旤朂暤2

旤朂朁暤12 =旤朂暤1旤朁暤2,旤朂朂暤12 =旤朂暤1旤朂暤2
(9.4.3)

分别记为|m1,m2|= 1
2

,1
2

,1
2

,-1
2

,-1
2

,1
2

,-1
2

,-1
2 .这种表象称为

角动量非耦合表象
踿踿踿踿踿踿踿踿

(uncouplingrepresentation).

9灡4灡1暋自旋单态与三重态

不难看出,式(9灡4灡3)也是Sz=s1z+s2z的本征态,本征值分别为淈,0,0,-淈.
可以看出,其中Sz 本征值为0的两个态是简并的.要解除其简并,需要寻找与Sz

对易的另一可观测量.定义两个电子自旋之和

S=s1 +s2 (9.4.4)
按角动量一般理论,[S2,Sj]=0,j=x,y,z.例如,可以选择(S2,Sz)为一组CSCO.
利用自旋算符的对易关系式(9.1.11)和(9.1.15),可以证明

S2 =s2
1 +s2

2 +2s1·s2 =3淈2

2 +淈2

2
(氁1x氁2x +氁1y氁2y +氁1z氁22) (9.4.5)

用上式作用于量子态(9.4.3)上,注意氁1毩与氁2毩(毩=x,y,z)分别作用于不同粒子的

自旋态空间,并利用式(9.4.2),可以证明

S2旤朁朁暤12 =2淈2旤朁朁暤12,S2旤朂朂暤12 =2淈2旤朂朂暤12 (9.4.6)

|朁朁暤12 与|朂朂暤12 已 经 是 (S2,Sz)的 共 同 本 征 态,本 征 值 分 别 为 (2淈2,淈)
和(2淈2,-淈).

但|朁朂暤12和|朂朁暤12不是S2 的本征态.为此,令

旤氈暤=c1旤朁朂暤12+c2旤朂朁暤12 (9.4.7)
并要求满足
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S2旤氈暤=毸淈2旤氈暤 (9.4.8)
利用式(9.4.5)和(9.4.2),分别用12暣朁朂|,12暣朂朁|左乘(取标积),利用自旋态的正

交归一性,可得

(1-毸)c1+c2 =0
c1+(1-毸)c2 =0

上列c1 和c2 的齐次线性方程组有解的充分必要条件为

1-毸 1
1 1-毸

=0

解之,得毸=0,-2.对于毸=0,可得c1/c2=-1;对于毸=2,可得c1/c2=1.这样,我
们可求得S2 的另外两个本征态(已归一化)

毸=0,1
2
[旤朁朂暤12-旤朂朁暤12]

毸=2,1
2
[旤朁朂暤12+旤朂朁暤12] (9.4.9)

我们把S2 的本征值记为S(S+1)淈2,Sz 的本征值记为M淈,把(S2,Sz)的共同本征

态记为|S,M暤,或氈SM ,则归一化的(S2,Sz)的4个共同本征态 [采用(s1z,s2z)表
象],可表示为

氈11 =旤1,1暤=旤朁朁暤12

氈1,-1 =旤1,-1暤=旤朂朂暤12

氈10 =旤1,0暤= 1
2
[旤朁朂暤12+旤朂朁暤12]

氈00 =旤0,0暤= 1
2
[旤朁朂暤12-旤朂朁暤12]

(9.4.10)

其中|1,M=暲1,0暤称为自旋三重态
踿踿踿

(triplet),它们对于两个电子的交换是对称的
踿踿踿

(symmetric).|0,0暤称为自旋单态
踿踿

(singlet),对于两个电子的交换是反对称的
踿踿踿踿

(an灢
ti灢symmetric).以它们为基矢的表象,称为耦合表象

踿踿踿踿
(coupledrepresentation).

从(S2,Sz)的共同本征态(9.4.10)形式来看,|1,1暤和|1,-1暤表示成两个电子

自旋态的直积,称为可分离
踿踿踿

(separable)态
踿.而|1,0暤和|0,0暤则表示成两个可分离态

的相干叠加,称为纠缠
踿踿

(entangled)态
踿.一个量子态是否是纠缠态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,与所选用的表象
踿踿踿踿踿踿踿

无关
踿踿.|1,0暤和|0,0暤在任何表象中都不能表示成分离态形式.这是可以理解的,因
为,尽管Sz 为自旋单体算符,而S2 却为自旋二体算符,所以(S2,Sz)的共同本征态

中,一部分为可分离态,另一部分为纠缠态.

9灡4灡2暋Bell基,纠缠态

以下我们考虑自旋二体算符构成的 CSCO 的共同本征态.利用Pauli算符的

基本对易式[见9.1节,(9.1.15)式],可以证明,
·903·



[氁1毩氁2毬,氁1毩曚氁2毬曚]=0,毩曚=毩,毬曚=毬,或毩曚曎毩,毬曚曎毬
[氁1毩氁2毬,氁1毩曚氁2毬曚]曎0,毩曚=毩,毬曚曎毬,或毩曚曎毩,毬曚=毬

毩,毬,毩曚,毬曚=x,y,z (9.4.11)
由此可以证明

(氁1x氁2x)(氁1y氁2y)(氁1z氁2z)=-1
(氁1x氁2y)(氁1y氁2z)(氁1z氁2x)=-1
(氁1x氁2x)(氁1z氁2y)(氁1y氁2x)=-1

(9.4.12)

可以看出,上式中任何一式的左侧的3个二体自旋算符中任何两个都构成2电子

体系的一组CSCO.例如,(氁1x氁2x),(氁1y氁2y)的共同本征态[也是(氁1z氁2z)的共同本征

态],列于表9.2中[采用(氁1z,氁2z)表象],这就是著名的Bell基.

表9.2暋Bell基

Bell基记号 表示式 氁1x氁2x 氁1y氁2y 氁1z氁2z

|氉-暤12
1
2

[|朁朂暤12-|朂朁暤12] -1 -1 -1

|氉+暤12
1
2

[|朁朂暤12+|朂朁暤12] +1 +1 -1

|毤-暤12
1
2

[|朁朁暤12-|朂朂暤12] -1 +1 +1

|毤+暤12
1
2

[|朁朁暤12+|朂朂暤12] +1 -1 +1

类似还可以证明

(氁1y氁2z)(氁1z氁2y)(氁1x氁2x)=1
(氁1z氁2x)(氁1x氁2z)(氁1y氁2y)=1
(氁1x氁2y)(氁1y氁2x)(氁1z氁2z)=1

(9.4.13)

(氁1x氁2y,氁1y氁2x)的共同本征态(也是氁1z氁2z的本征态)及本征值,列于表9.4中.

表9.3暋

表示式 氁1x氁2y 氁1y氁2x 氁1z氁2z

1
2

[|朁朂暤12-i|朂朁暤12] +1 -1 -1

1
2

[|朁朂暤12+i|朂朁暤12] -1 +1 -1

1
2

[|朁朁暤12-i|朂朂暤12] -1 -1 +1

1
2

[|朁朁暤12+i|朂朂暤12] +1 +1 +1

注意:单电子自旋态的表象有多种选取.令氁毩(毩=x,y,z)的本征态记为|毩暤和

|毩暋-暤,相应本征值分别为暲1,即
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氁z旤z暤=旤z暤,暋氁z旤z暋-暤=-旤z暋-暤

氁x旤x暤=旤x暤,暋氁x旤x暋-暤=-旤x暋-暤

氁y旤y暤=旤y暤,暋氁y旤y暋-暤=-旤y暋-暤
(9.4.14)

利用氁x,氁y,氁z 之间的对易关系(或矩阵表示)可以证明

氁x旤y暤=i旤y暋-暤,暋氁x旤y暋-暤=-i旤y暤,氁x旤z暤=旤z暋-暤,暋氁x旤z暋-暤=旤z暤

氁y旤z暤=i旤z暋-暤,暋氁y旤z暋-暤=-i旤z暤,氁y旤x暤=-i旤x暋-暤,暋氁y旤x暋-暤=i旤x暤

氁z旤x暤=旤x暋-暤,暋氁z旤x暋-暤=旤x暤,氁z旤x暤=旤x暋-暤,暋氁z旤x暋-暤=旤x暤
(9.4.15)

还可以证明不同表象的基矢之间有下列关系

旤x暤= 1
2
[旤z暤+旤z暋-暤],暋旤x暋-暤= 1

2
[旤z暤-旤z暋-暤] (9.4.16)

其逆表示式为

旤z暤= 1
2
[旤y暤+i旤y暋-暤],暋旤z暋-暤= 1

2
[旤y暤-i旤y暋-暤] (9.4.17)

在(氁1z,氁2z)表象中,表9.3与9.4中给出的态,都是两个直积态的相干叠加.如单

电子自旋态的表象选取另外的表象,则可能是4项直积态的相干叠加.

练习1暋证明
(氁1·氁2)2 =3-2(氁1·氁2) (9灡4灡18)

并利用此结果,求(氁1·氁2)的两个本征值.
答:1,-3.

练习2暋利用S2=淈2

2
(3+氁1·氁2),求(氁1·氁2)本征值,与上题比较,并证明

氁1·氁2氈1MS =氈1MS

氁1·氁2氈00 =-3氈00 (9灡4灡19)

练习3暋令

P12 = 1
2

(1+氁1·氁2)

证明

P12氈1MS =氈1MS

P12氈00 =-氈00 (9灡4灡20)
P12有何物理意义? (自旋交换算符)灡再证明(取淈=1)

P2
12 =1,暋P12 =S2 -1 (9灡4灡21)

练习4暋令

P3 = 1
4

(3+氁1·氁2)= 1
2

(1+P12)

P1 = 1
4

(1-氁1·氁2)= 1
2

(1-P12) (9灡4灡22)

证明
P3氈1MS =氈1MS

,暋暋P3氈00 =0
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P1氈1MS =0,暋暋P1氈00 =氈00

还可证明

P2
3 =P3,暋P2

1 =P1,暋P3P1 =0

P3 与P1 分别为三重态和单态的投影算符(projectionoperator).
练习5暋定义算符(取淈=1)

S12 =3(氁1·r)(氁2·r)
r2 -(氁1·氁2),暋r=r1 -r2

证明暋(1)

S12 =6(S·r)2/r2 -2S2暋暋暋暋 (9灡4灡23)

S2
12 =6+2氁1·氁2 -2S12 =4S2 -2S12 (9灡4灡24)

因此,S12的任何次幂均可表示为S12与氁1·氁2 的线性组合.
(2) [S12,S2]=0,暋暋[S12,J]=0 (9灡4灡25)

这里S=s1+s2,J=l+S,l=r暳p,r=r1-r2,p=p1+p2.
(3)求S12的本征值

(4)证明对空间各方向求平均后,S12的平均值为0.

练习6暋自旋为淈/2的二粒子组成的体系,处于自旋单态氈00.设a与b是空间任意两个方

向的单位矢量.证明粒子1的自旋沿a方向的分量氁1·a与粒子2的自旋沿b方向的分量氁2·

b有确切的关联.

暣氈00旤(氁1·a)(氁2·b)旤氈00暤=-(a·b) (9灡4灡26)

提示:利用P12氈00=-氈00,可得暣|(氁1+氁2)|氈00暤=0.因此

暣氈00 (氁1·a)(氁2·b)旤氈00暤=-暣氈00 (氁1·a)(氁1·b)旤氈00暤

=-(a·b)-i暣氈00 氁1旤氈00暤·(a暳b)=-(a·b)

9灡5暋原子的电子壳结构与元素周期律

氢原子的Schr昳dinger方程能够严格求解,计算结果对氢原子能级及光谱的

规律性给予了相当满意的说明.这是Schr昳dinger波动力学的重大成就之一.对于

多电子原子的Schr昳dinger方程,在数学上求解相当困难.但我们下面将看到,利
用氢原子的量子力学理论结果以及某些近似考虑,再计及电子自旋和Pauli原理,
就可以定性上相当满意地阐明化学元素的周期律.这也是量子力学所取得的最重

大的成就之一.在量子力学建立之前,化学和物理学是截然分开的两门学科,而量

子力学建立之后,两者的密切关系就十分明显了.
大量实验事实表明,元素的化学和物理性质呈现周期变化的规律.例如原子的

电离能(即把一个电子从原子中电离出来所需能量)就呈现出很明显的周期起伏现

象(图9灡6).特别是周期表中的原子序数为

Z=2,10,18,36,54,86,
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即惰性气体元素

He,Ne,Ar,Kr,Xe,Rn,
它们的电离能都特别大(在图9灡6中,处于曲线的顶峰),因而这些元素的原子都特

别稳定,表现为它们很不容易与另外的原子结合而形成分子,在自然界中以单原子

分子的形式存在.与之相反,与它们相邻的元素

Z=3,11,19,37,55,87,…
即周期表中的碱金属元素

Li,Na,K,Rb,Cs,Fr,…
原子的电离能就特别小(在图9灡6中处于曲线的低谷).它们都是极活泼的元素,容
易与另外原子结合而形成分子.

图9灡6暋原子的电离能的周期性

取自 A灡Bohr.B.Mottelson,NuclearStructure,Vol.1,p.191,1969灡

[注]暋元素周期律

化学元素周期律的发现,是化学发展史中的一个重要的里程碑.化学元素的表面上看起来

杂乱无章的各种化学和物理性质,如果按照元素的原子量(后来才知道这是平均原子量)排列起

来,就会出现和谐的规律性.元素周期律的发现,使化学变成一门系统的科学.对元素周期律的

发现,有几位化学家都有贡献,但以 D.Mendeleev的贡献(1969年)最大,他是在无机化学课的

教学中为帮助学生学习而发现的.他发现当时已知的63种元素,如果按照原子量的大小排列起

来,元素的性质就出现明显的周期性.他还发现,在他的周期表中留下一些空白,这表明当时还

有一些元素尚未被人们发现.后来的实验陆续证实了他的预言.在他有生之年,就有3种元素被

发现,即 Ga,Sc,和 Ge.
在20世纪初,Mosley从原子 的 X 光 谱 规 律 发 现 了 原 子 数(atomicnumber)和 同 位 素

(isotope)系列.在周期表中,处于同一位置,但原子数 A 不同的原子,可用一个原子序数Z
来标志.人们发现,周期表不应该按照平均原子量进行排列,而应该按原子序数Z 来排列,

这样,周期规律性就更加明显.在20世纪30年代,质子被发现后,人们才了解到,原子由原
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子核和核外的电子组成.而原子核由中子和质子组成,而原子核的质子数Z 与中子数 N 之

和,即原子数(atomicnumber)A,A=N+Z.Z相同,但 N 不同的原子核构成一个同位素系

列.在中性原子中,核外的电子总数与原子核内的质子数Z相同,原子的性质由原子序数 Z
所决定.

在很长的时间中,元素周期律只是一个经验规律.在20世纪20年代初期,Bohr在他的原子

模型中,曾经力图对原子结构和元素周期律找到一个自洽和完整的量子理论.他通过对元素的

化学和物理性质的详细分析后,猜想:原子中围绕原子核旋转的电子是按壳层排列的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.元素铪

Hf的发现,证实了Bohr猜想的合理性.但Bohr还不能解释为什么为一个壳层只能容纳一定数

目的电子.直到1925年(Heisenberg提出矩阵力学之前)Pauli提出不相容原理(exclusiveprinci灢

ple).Pauli建议,除了描述原子中的一个电子已知的三个量子数(n,l,ml)之外,还需要第
踿踿踿4

·
个量
踿踿

子数来确定一个电子所占据的位置
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.最初,人们对于怎样从物理上来解释这第4个量子数,并未

取得一致的看法.因为与其他3个量子数不同,第4个量子数在经典物理学中并无相似的东西.
后来,Uhlenbeck与 Goudsmit建议:这第

踿4
·

个量子数代表电子自旋绕其本身的轴的投影
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即ms,

即用(n,l,ml,ms)4个量子数来描述一个电子的量子态.Pauli不相容原理和电子自旋的提出,为
理解元素周期律和原子结构,提供了关键性的钥匙.

参阅:
(1)P.Robertson著,杨福家,卓益忠,曾谨言译,《玻尔研究所的早年岁月,(1921灢1930),pp.96灢99.
(2)E.U.Condon &H.Odabasi,AtomicStructure,chap.1,Cambridge University

Press,1980.
(3)T.Hey & P.Walters,TheNew Quantum Universe,chap.6,CambridgeUniversity

Press,2003.
(4)H.Kragh,TheTheoryofthePeriodicSystem,inNielsBohr,ACentenaryVolume,

Ed.byA.P.French&P.J.Kennedy,HarvardUniversityPress,1985.

试问:元素的化学和物理性质的周期变化规律的本质是什么? 在量子力学提

出以前,人们只把元素周期律看成化学的一个基本的经验规律
踿踿踿踿踿踿踿

,对其本质则并不了

解.在量子力学提出后,人们才搞清它的本质.扼要地讲,元素周期律是原子中电子
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

能级的壳层结构
踿踿踿踿踿踿踿

(shellstructure)和
踿Pauli原理的表现

踿踿踿踿踿
,而电子壳结构又由电子所

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
处的势场的特性
踿踿踿踿踿踿踿

(Coulomb场的对称性及屏蔽效应
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

)所决定的
踿踿踿踿.

按照量子力学理论,粒子的束缚态能量是离散的,各能级构成一定的离散能

谱,能谱型由束缚势阱的特性所决定.对于氢原子的束缚态,能级由著名的 Bohr
公式给出(取自然单位)

En =-1/2n2,n=1,2,3,… (9灡5灡1)
但能级有l简并(是纯Coulomb引力势的束缚能级的动力学对称性 O4 的反映,见
卷栻,第9章),即l=0,1,…,(n-1)的能态是简并的.在计及电子的自旋自由度

之后,能级En 的简并度为fn=2暺
n-1

l=0

(2l+1)=2n2.按(9灡5灡1)式,不同的能级En

(特别是较低的几条能级)彼此离开较远(见第6章,图6灡6),形成壳层结构(shell
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structure),相邻能壳之间有较大的能隙.按照Pauli原理,En 能级能容纳的电子数

即2n2,而累加至En 能级所能容纳的电子数则为 暺
n

k=1
fk,称之为“幻数暠(magic

number,这是人们还不了解这些数的本质时的一种叫法.)纯 Coulomb势的壳结

构和“幻数暠如表9灡4所示.

表9灡4暋纯Coulomb势的能壳和“幻数暠

n nl fn 纯Coulomb势的“幻数暠 元素周期律所示“幻数暠

1 1s 2 2 2

2 2s,2p 8 10 10

3 3s,3p,3d 18 28 18

4 4s,4p,4d,4f 32 60 36

5 5s,5p,5d,5f,5g 50 110 54

可以看出,Coulomb引力势的最低的两个能壳(n=1,2)所相应的“幻数暠,与
周期律一致.但从n=3壳开始,周期律所示“幻数暠就与纯Coulomb引力势的幻数

不一致.这反映多电子原子中电子所受到的引力势与纯
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿 Coulomb引力势

踿踿踿
[V(r)曍

1/r]有所不同.
在通常情况下,原子都处于最低能级.一个元素的化学和物理性质,主要反映

原子的最低能态(基态)和较低激发态的性质,而后者主要由最外壳层的电子(价电

子)的性质决定.特别是电离能的大小,主要由Fermi面附近的能级分布决定.要了

解元素的周期律,人们必须了解原子的外层电子的壳结构.但对于一个多电子原
踿踿踿踿

子
踿

,要严格求解
踿踿踿踿踿Schr昳dinger方程以求出其能级分布是不可能的

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.所以人们往往采

用一种近似模型,即独立粒子模型
踿踿踿踿踿踿

(亦称壳模型
踿踿踿

),来了解实际原子的基态和低激发
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

态的性质
踿踿踿踿.在此模型中,一个电子所受到的原子核的 Coulomb引力势和其他电子

的Coulomb斥力,近似用某种单体的平均势场来代替
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.特别是价电子,往往用某种

屏蔽(screened)Coulomb势来描述.这反映处于最外层的价电子所受到的原子核

的Coulomb引力势,被处于内层的电子的斥力不同程度地削弱了
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(即屏蔽效应
踿踿踿踿

).
屏蔽效应与价电子的轨道角动量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿l有密切关系

踿踿踿踿踿.对于l较大的电子,由于离开原子

核的平均距离较大,内层电子的屏蔽效应就较大.因此,相对于纯Coulomb势的能

级分布来讲,屏蔽Coulomb势中l较大的能级往上移动就大得多.与此相反,l=0
的轨道上的电子靠近原子核的概率较大,受到的屏蔽效应较小.此外,纯 Coulomb
势的能级分布有如下特点:随n增大,相邻能级的间距愈来愈小,能壳界线就不很

明显(第6章,图6灡6).因此,当n曒3后,电子的壳层结构就会因屏蔽效应而改变

(见图9灡7).例如,3d能级将上升,并与4s、4p能级靠近而形成第4壳.与此类似,

4d能级将上升,与5s、5p能级靠近而形成第5壳.此外,4f能级上升更厉害,与6s、

6p能级靠近,并与上升后的5d能级共同形成第6壳.第7壳与第6壳相似,含有7s,
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7p,6d,5f能级.第6、7壳各自可以容的32个电子.这种定性考虑所得出的屏蔽Cou灢
lomb场中的壳层结构,可以较好地说明元素周期律所显现出的“幻数暠(见表9灡5).

图9灡7暋原子中电子能级的壳结构示意图

表9灡5暋屏蔽Coulomb势的能壳结构和“幻数暠

壳暋层 能暋态 可容纳电子数 屏蔽Coulomb势的“幻数暠 周期律所示“幻数暠

1 1s 2 2 2

2 2s,2p 8 10 10

3 3s,3p 8 18 18

4 4s,4p,3d 18 36 36

5 5s,5p,4d 18 54 54

6 6s,6p,5d,4f 32 86 86

7 7s,7p,6d,5f 32 118 (放射性核素)

以下分别讨论元素周期表中各周期(period)的元素的分布以及与之相应的电

子壳层结构和能级分布.
第一周期(Z=1,2).这个周期共有两个元素,即 H 与 He.它们分别有一个和

两个电子填充第一个电子壳层(只有一条能级:1s).
第二周期(3曑Z曑10)共有8个元素,即 Li,Be,B,C,N,O,F及 Ne.分别有

1~8个电子处于第二电子壳层(有两条能级:2s,2p).
第三周期(11曑Z曑18)与第二周期相似,也有8个元素,即 Na,Mg,Al,Si,P,

S,Cl及 Ar.第三个电子壳层也有两条能级:3s,3p.
·613·



第四周期(19曑Z曑36)及第五周期(37曑Z曑54),各有18个元素.这两个电子

壳层各有三条能级(4s,3d,4p及5s,4d,5p),其中s能级与d能级很靠近,几乎简

并.这就构成了周期表中有 A族与B族之分(前三个周期都没有B族,因为前三个

电子壳层都没有d能级).A族相当于d轨道是完全空着或完全被填满的情况,而B
族就是不断填充d轨道的10个过渡元素

踿踿踿踿
(见表9灡6化学元素周期表中部阴影部分).

第六周期(55曑Z曑86)有32个元素.这一个电子壳层有4条能级:6s,4f,5d,

6p.第七周期的电子壳层结构与第六周期相似.在这两个周期中,除了有 A 族与B
族之外,还有不断填充f轨道的14个元素,即镧系元素(Z=57~71,不断填充4f
能级所形成的14个元素)及锕系元素(Z=89~103相继填充5f能级所形成的14
个元素).第七周期的元素的原子核都是不稳定的(毩或毬衰变),即放射性元素.自
然界中存在的元素到铀(Z=92)为止,比铀更重的元素都是人工制造出来的放射

性元素,寿命都很短.
熟悉元素周期表的读者都知道,周期表中有 A、B两族,其中B族元素包含Z=

21~30,和Z=39~48,各含10个元素(见表9灡6),分别相当于价电子处于3d和4d
壳(每个d壳可容纳10个电子!).更重的元素,在周期表中就不大好排列,只好把

Z=57~71的15个元素放在Z=57(La镧)的位置,统称为镧系元素,亦称为稀土元

素.把Z=89~103的15个元素放在Z=89(Ac,锕)的位置,称为锕系元素.它们都涉

及价电子分别在f壳(可容纳14个电子!)中的填布(见表9灡6下部涂阴影的部分).
以上是按周期来讨论.以下按族(group)来讨论.同一

踿踿
族
踿

的元素的性质很相似
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,
反映它们的原子的最外层能壳

踿踿踿踿踿
(价电子壳
踿踿踿踿

)中电子组态
踿踿踿踿踿

(configuration)的相似性
踿踿踿.

所谓组态,是指价电子在各外层能态上分布的数目(见表9灡6).
零族元素,即惰性气体元素,它们具有满壳结构

踿踿踿踿.它们的组态分别为

He,(1s)2

Ne,(1s)2(2s)2(2p)6

Ar,(1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6

Kr,(1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)10(4p)6

Xe,(1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)2(3d)10(4p)6(5s)2(4d)10(5p)6

栺A 族元素,即碱金属元素,包含Li、Na、K、Rb、Cs、Fr等.它们都是在满壳之
踿踿踿踿

外有一个价电子
踿踿踿踿踿踿踿

,处于s态.它们的化学性质极活泼,金属性很强,易于失去此价电

子而与非金属元素化合,原子价为1,电离能都很小.
又例如桍A 族,即卤族元素,包括F、Cl、Br、I等,它们的壳结构都是比满壳结

踿踿踿踿
构少一个电子
踿踿踿踿踿踿

,或者说在价壳中有一个“空穴
踿踿

暠(hole),所以易于获得一个电子而形

成稳定的满壳结构.卤族元素的非金属性很强,原子价也都是1.所以卤族元素极

易与碱金属元素结构,形成稳定分子.
关于用电子壳结构来说明元素性质的周期变化的更详细的讨论,可以在化学

和量子化学的教科书中找到.
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表9.7暋元素周期表中的能级系列

在化学教材中,为便于记忆周期表中原子的电子能级的顺序,常使用此表.即
按照表中箭头所示方向,从上到下,即可安排各电子能级的顺序.这样得出的电子

能级的顺序已经定性地考虑了内层电子对于原子核电荷的屏蔽效应,但未能反映

电子大壳层结构和元素周期表的周期性,即

1s,2s,2p,3s,3p,4s,3d,4p,5s,4d,5p,6s,4f,5d,6p,7s,5f,6d,7p,…
此顺序与图9.7的右侧所示的能级顺序相同.在计及电子能级的大壳结构以后,元
素周期表中各周期中能级顺序和周期结构如下:

I,1s;II,2s,2p;III,3s,3p;IV,4s,3d,4p;V,5s,4d,5p;

VI,6s,4f,5d,6p;VII,7s,5f,6d,7p;…
以上每条能级用(n,l)标记.表9.7中,用粗体标记的各能级是实验上已经观测到

的.其余是理论上的能级.
如果按照(nr,l)标记,nr=n-l-1是电子径向波函数的节点的数目,则周期

表中电子的能级的排列顺序为

I,0s;II,1s,0p;III,2s,1p;IV,3s,0d,2p;

V,4s,1d,3p;VI,5s,0f,2d,4p;VII,6s,1f,3d,5p;…

图9灡8暋p轨道(px、py、pz)的角度部分波函数的绝对值的球坐标图形

在不计及电子自旋的情况下,l=1的态为3重简并,分别为 Y0
1,Y1

1,Y-1
1 .但由于 Y暲1为复函

数,不便于画图.在量子化学书中,习惯用px,py,pz3个“轨道暠(orbital)来标记这3个简并

态,它们分别是对易力学量完全集(l2,l2z,P氄)的共同本征态,分别标记为

暋暋暋暋暋暋暋暋
px py pz

(l,m ,P氄) (1,1,1) (1,1,-1) (1,0,1)

其中P氄 是xy 平面中对x 轴的反射,把x曻x,y曻-y,即平面极坐标系中,氄曻-氄.
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暋暋最后对元素电离能的一个反常变化进行讨论,即第二、三周期中,电子的电离

能的变化趋势中,有一个奇异现象,即p能级上有4个电子时,电离能反而比有3
个电子的情况还小些(见表9灡6,比较7N 与8O,15P与16S的电离能!),这与一般趋

势不一样.这可以从p轨道上的三个态(m=0,暲1),或者与它们相应的px,py,pz

三个态的空间位形来说明(见图9灡8).它们的角度部分波函数

px 态 曍 1
2
(Y1

1+Y-1
1 )=-i 3

4毿sin毴cos氄

py 态 曍 1
2
(Y1

1-Y-1
1 )=- 3

4毿sin毴sin氄

pz 态 曍 Y0
1 曍cos毴

当p轨道上有三个电子时,它们可以分别填充到px、py、pz 三个态上去.此时,三个电

子互相距离很远,排斥能小,因而结合能较大.当第4个电子加入时,必然进入这三个

态中之一,但自旋取向相反,它将与已填充在这三个态上的电子强烈相斥(Pauli原理

的影响),因而结合能反而减小了,类似的现象也出现在第四、五周期中.
* 二维原子的电子壳结构

按6灡6灡4节的计算,二维Coulomb吸引势的能级(原子单位)为

En2 =- 1
2n2

2
,暋n2 =n氀+ m +1/2=1/2,3/2,5/2,…

n氀,m =0,1,2,…
能级简并度(计及自旋态)为fn2 =4n2=2,6,10,….仿照三维中心力场中,l=0,1,2,…的态分

别记为s,p,d,…,对二维中心力场中 m =0,1,2,…态也分别记为s,p,d,….这样可以得出二

维Coulomb引力势的能级壳结构和“幻数暠如下[见图9灡9(a),并参见表9灡4]

能壳(n氀 m ) 0s; 1s,0p; 2s,1p,0d; 3s,2p,1d,0f; …

简并度 2 6 10 14
幻数 2 8 18 32

图9灡9暋二维屏蔽Coulomb势的较低能壳结构示意图

(参阅图9灡7与表9灡5)
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在多电子原子中,应计及屏蔽效应(随 m 增大而增大).与三维 Coulomb势相似,可以合

理地设想屏蔽二维Coulomb势的能壳结构如下[见图9灡9(b),并参见表9灡5与图9灡7]

能壳(n氀 m ) 0s; 1s,0p; 2s,1p; 0d,3s,2p; 1d,4s,3p;…

简并度 2 6 6 10 10
幻数 2 8 14 24 34

按照此二维屏蔽Coulomb势的能壳结构,则二维原子的周期表可以排列如表9灡8(这有待实验检

验).特别应该提到,三维原子中,Ne元素为惰性气体(满壳组态),而在二维原子中,8O与14Si为满壳

结构,这反映二维Coulomb势与三维Coulomb势的对称性的差异,因而在能级简并度有所不同.
表9.8暋二维原子的元素周期表

平常元素周期表中,每个轨道中的有k电子填布的组态,用nlk 表示,其中n是主量子数,l是轨道量子

数,n=nr+l+1,nr=0,1,2,…表示电子径向波函数的节点数目(不包含r=0,曓点).轨道的标记是:l=0
(s),l=1(p),l=2(d),l=3(f),l=4(g),….2维屏蔽 Coulomb场中,每个电子轨道中的有k电子的填布,用

n氀|m|k 表示,n氀=0,1,2,…表示2维电子的径向波函数的节点数目(不包含氀=0,曓点).为了便于与平常的

三维原子的元素周期表比较,轨道量子数数l换用|m|,并采用同样的标记,即|m|=0(s),|m|=1(p),|m|

=2(d),|m|=3(f),|m|=4(g),….与图9.9右侧给出的二维屏蔽势中的电子能级序列相应,本表给出第I
到第 V周期的各二维原子的价壳层(未填满的最外大壳层)中的电子的组态(configuration)。

9灡6暋原子核的壳结构

上节中已指出,原子的电子壳结构和Pauli原理,是元素的化学和物理性质周

期性变化的原因.惰性气体原子的电子组态是一个满壳(closedshell),最后一个电

子的电离能特别大(见图9灡6),元素的化学性质极不活泼,这些原子(惰性气体原

子)的原子序数分别为

暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋Z=2,暋10,暋18,暋36,暋54,暋86
He,Ne, Ar, Kr, Xe, Rn

相应的电子组态为满壳(见表9灡5).
20世纪40年代后期,原子核的实验资料分析表明:原子核的物理性质也有类

似的周期性变化,即原子核的质子数Z,或中子数N 取下列数值时,原子核特别稳
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定.这些数是

Z=2,8,20,28,50,82
N =2,8,20,28,50,82,126

当时人们还不能解释这些数,所以称之为“幻数暠(magicnumber).中子数或质子数

是这些数的核称为“幻核暠(magicnucleus),而中子数和质子数都是幻数的原子核

则称 为 双 幻 核 (double magicnucleus).典 型 的 双 幻 核 有16
8 O8、4020Ca20、4820Ca28、

100
50Sn50、20882Pb126等.直到1949年,M.G.Mayer与J.H.D.Jensen等栙提出原子核的

强自旋轨道耦合壳模型
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

之后,才对这些幻数给出了满意的说明.
满壳核的几个显著特征是:
(1)结合能特别大,因此特别稳定.
(2)第一激发态能量比附近原子核的第一激发能级要高得多,对于双幻核尤其

明显.这是由于核子的激发需要跨过一个大壳,因而要付出很大能量.
(3)电荷分布呈球形,电四极矩为0.
(4)在自然界中,Z=幻数的元素的稳定同位素(isotope)特别多.同样,N=幻

数的稳定的同中子异荷素(isotone)也特别多.
但原子核中的壳结构比原子中的电子壳结构要复杂一些,因为原子核中有两

类全同粒子(质子与中子
踿踿踿踿踿

),它们有各自的壳结构
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,但由于质子与中子之间的相互作

用,两种壳结构又互有影响.此外,由于质子之间有Coulomb作用,对于重核
踿踿踿踿

(Cou灢
lomb作用的相对重要性变大),质子壳结构与中子壳还会有所不同

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
原子核的幻数与原子中的满壳层的电子数不相同,反映出核子相互作用与电

子感受到的电磁作用有很大差异.虽然人们对于核子间的强相互作用已有相当的

了解,但应该说还是比较肤浅的.此外,数学上处理多体问题的复杂性,使得人们很

难从多粒子系的Schr昳dinger方程出发,严格得出原子核中单粒子能级的壳结构.
Mayer&Jensen,以及后来的S.G.Nilsson等栚,则从唯象的角度来处理此问题.
他们认为,核子在核内的运动,作为初步的近似,可以认为是在一个平均自洽场中

运动.这个平均场的形式与原子中的平均自洽场当然有较大差异,因而相应的壳结

构和幻数就有所不同.通过原子核反应截面的实验观测及理论分析,有可靠的直接

证据表明核子在原子核内运动的平均自由程至少与原子核大小可相比拟
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栛.因此,
原子核的独立粒子模型(independent灢partidemodel)或壳模型(shellmodel)是处理

原子核多体系的一个良好的出发点.原子核这样一个由许多强相互作用的粒子组成
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ture(Wiley,NewYork,1955).由于他们的重要贡献,Mayer与Jensen获1963年 Nobel物理学奖.

S.G.Nilsson,Mat.Fys.Medd.Dan灡Vid.Selsk29(1955),No.16(轴对称变形原子核).
A.BohrandB.R.Mottelson,NuclearStructure,Vol.1,Single灢particleMotion,p.139(W.A.Benja灢

min,1969).



的体系,居然呈现单粒子运动的特征,这是一个理论上极有兴趣的问题,尚未很好解

决.这现象与Pauli原理和 Heisenberg不确定性原理有密切的关系栙.
由于核子之间的作用力程很短,粒子在核内感受到的平均场的形状应接近于

粒子的密度分布形状.从20世纪50年代开始,通过高能电子散射栚及毺原子 X射

线谱的观测栛,对原子核内的电荷分布已了解得相当仔细栜,它们可以唯象地用

Fermi二参数分布来描述,即

氀(r)= 氀0

1+exp[(r-R)/a] (9灡6灡1)

其中R 是刻画分布半径的参数,a表征表层厚度,a/R烆1,氀0曋核中心密度曋0灡17
核子·fm-3,见图9灡10(a).人们常采用 Woods灢Saxon势来描述核子感受的平均

场,即

V(r)=- V0

1+exp[(r-R)/a]暋暋(V0 >0) (9灡6灡2)

见图9灡10(b).

图9灡10

但 Woods灢Saxon势的径向方程只能采用数字计算求解,所以人们常采用另外

两种更简单的中心势,它们有解析解.这两种中心势即在第6章中讲过的三维各向

同性谐振子势和无限深球方势阱.Woods灢Saxon势的分布及能级分布则介于两者

之间.它们的能级分布如图9灡11所示.从图9灡11可看出,谐振子给出的满壳所对

应的中子数或质子数(已计及中子或质子的自旋自由度),即“幻数暠,为

2,8,20,40,70,112,…
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例如,参阅P.RingandP.Schuck,TheNuclearMany灢BobyProblem(Spring灢Verlag,1980).
R.Hofstadter,Ann.Rev.NuclearSci.7(1957)231.
例如,参阅C.S.Wu(吴健雄)andJ.Wiletz,Ann.Rev.NuclearSci.19(1969)527.
近期实验资料总结,参见I.Angeli,AtomicDataandNuclearDataTables87(2004)185.



可以看出,较低的三个幻数与观测一致,但更大的几个幻数则完全不正确.这个困

难曾经在一段时间内使人困惑不解.

图9灡11暋原子核壳模型的单粒子能级系

图(a)是各向同性谐振子能级.图(c)是无限深球方势阱的能级,并让其1d能级与图(a)1d能级

暋 位置相同.图(b)则是图(a)和(c)的任意内插.

这个谜是 Mayer和Jensen在1949年提出的强自旋
踿踿踿灢

轨道耦合
踿踿踿踿

壳模型中被解

开.Mayer与Jensen提出,在核内平均场中运动的核子,还感受到的一项自旋灢轨

道耦合作用,

毼(r)s·l (9灡6灡3)
但它比原子中电子感受到的自旋灢轨道耦合(Thomas项)要强得多

踿踿踿
,而且正负号

踿踿踿
相反
踿踿.

由于强自旋灢轨道耦合,中心力场中的单粒子能级Enrl
将分裂为两条(l曎0情

况,j=l暲1/2;l=0情况,不分裂).作为估算(一级微扰论),能级分裂为

殼E=Ej=l+1/2-Ej=l-1/2

= 暣毼(r)暤{暣s·l暤j=l+1/2-暣s·l暤j=l-1/2} (9灡6灡4)
其中

暣s·l暤= 1
2

暣j2-l2-s2暤

=淈2

2 j(j+1)-l(l+1)-[ ]3
4

=淈2

2
l, j=l+1/2
-(l+1), j=l-1/2(l曎0{ )
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所以

殼E= 暣毼(r)暤(2l+1)淈2/2暋暋(l曎0) (9灡6灡5)

实验资料表明,Ej=l+1/2<Ej=1-l/2,与原子中电子能级的分裂正好相反
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,因此要求

暣毼(r)暤<0.由式(9灡6灡5)还可看出,l能级分裂的大小殼E曍(2l+1),即l愈大的能
踿踿踿踿

级
踿

,自旋
踿踿灢踿

轨道耦合分裂愈大
踿踿踿踿踿踿踿踿.

图9灡12中,左边是介于谐振子势阱与无限深球方势阱之间的单粒子能级,右
边是计及自旋灢轨道耦合之后的单粒子能级.令人惊奇的是,考虑强自旋灢轨道耦

合之后,给出的“幻数暠与实验完全一致.所以 Mayer&Jensen的壳模型立即引起

人们普遍的重视.它对于核能谱学以及有关实验资料的整理提供了比较可靠的依

据.因此,20世纪50年代后的核能谱系统学有了很大的发展.

图9灡12暋具有强自旋灢轨道耦合的原子核壳模型能级系

暋暋暋取自p灡322所引 Mayer&Jensen一书,p.58.
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强自旋灢轨道耦合壳模型除了能正确地解释“幻数暠之外,还可以相当满意地

给出很多原子核(特别是轻核以及满壳附近的原子核)的基态自旋与宇称
踿踿踿踿踿踿踿.在此基

础之上,计及核子间的剩余相互作用,还可以对基态的其他一些性质(例如,磁矩),
较低激发谱以及各种跃迁概率与选择定则,给予一定程度的说明.表9灡8中,以“幻
数暠8附近的奇 A核的磁矩为例,比较壳模型值与实验观测值.表9灡8中第二列是

基态自旋与宇称的观测值,第三列是最后一个奇核子所处的单核子态,是根据

图9灡12确定的.毺sch是按壳模型计算出的磁矩,也就是按照Schmidt公式[见9灡2节,
式(9灡2灡34),(9灡2灡35)]计算出来的.最后一列是磁矩的实验观测值.

表9灡8暋原子核磁矩(单位:核磁子)

核 基态自旋与宇称 单粒子态 毺sch 毺观测

15
8 O7 1/2- p1/2 0灡6378 0灡7189
15
7 N8 1/2- p1/2 -0灡2642 -0灡2831
17
8 O9 5/2+ d5/2 -1灡9128 -1灡8934
17
9 F8 5/2+ d5/2 4灡7926 4灡7224

习暋暋题

9灡1暋在氁z 表象中,求氁x 的本征态.

答:1
æ

è
çç

2

ö

ø
÷÷

1
1

,氁x 本征值=+1;暋1 æ

è
çç

2
1ö

ø
÷÷-1
,氁x 本征值=-1.

9灡2暋在氁z 表象中,求氁·n的本征态,n(sin毴cos氄,sin毴sin氄,cos毴)是(毴,氄)方向的单位矢量.

答
æ

è
çç:
cos毴/2exp(-i氄/2)

sin毴/2exp(i氄/2

ö

ø
÷÷)
,暋暋氁·n=+1

æ

è
çç;
-sin毴/2exp(-i氄/2)

cos毴/2exp(i氄/2

ö

ø
÷÷)
,暋暋氁·n=-1

9.3暋在自旋态氈1/2(sz)
æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

1
0

下,求殼s2
x与殼s2

y.

答:殼s2
x=殼s2

y=淈2/4.
9.4暋具有两个电子的原子处于自旋单态(S=0).证明自旋灢轨道耦合作用毼(r)s·l对能量

无贡献.
9.5暋设两个自旋为1/2的粒子的相互作用为

V(r)=Vc(r)+VT(r)S12

第一项为中心力,第二项为张量力,S12的表达式,见9.4.1节,练习5.证明(a)宇称毿,总自旋S2,

总角动量J2 及Jz 均匀守恒量,但L2 与S不是守恒量.(b)在自旋单态下,张量力为零.
9.6暋自旋为s的两个粒子,对称的与反对称的自旋波函数各有几个?s=1/2与s=3/2情

况下,对称与反对称自旋态各有几个?

答:自旋为s情 况,对 称 的 自 旋 波 函 数 有 (s+1)(2s+1)个,反 对 称 的 自 旋 波 函 数 有

s(2s+1)个.

9.7暋(1)设电子处于自旋态氈1/2(氁z=1),求氁n=氁·n的可能测值及相应的概率,n=(nx,
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ny,nz)是单位矢量.(2)对于氁n=+1的自旋态,求氁各分量的可能测值及相应的概率,以及氁的

平均值.

答:(1)氁n=暲1的概率分别为1
2

(1暲nz)

(2)氁x=暲1的概率分别为1
2

(1暲nx)

氁y=暲1的概率分别为1
2

(1暲ny)

氁z=暲1的概率分别为1
2

(1暲nz)

暣氁暤=n
9.8暋满足U+U=UU+ =1,detU=1的n维矩阵称为SUn 矩阵.求SU2 的一般形式.

答:U
æ

è
çç=

cos氊ei毩 sin氊ei毬

-sin氊e-i毬 cos氊e-i

ö

ø
÷÷毩
,暋暋毩、毬、氊为三个实参量

9.9暋讨论下列算符是否存在.如存在,将它表示成氁x、氁y、氁z 和1的线性叠加.
(1)(1+氁x)1/2暋(2)(1+氁x+i氁y)1/2暋(3)(1+氁x)-1

答:(1)(1+氁x)1/2=1
2

(1+氁x)

(2)(1+氁x+i氁y)1/2=1+1
2

(氁x+i氁y)

(3)(1+氁x)-1不存在.
9.10暋化简exp(i毸氁z)氁毩exp(-i毸氁z),毩=x,y,暋毸为常数.
答:exp(i毸氁z)氁xexp(-i毸氁z)=氁xcos2毸-氁ysin2毸

exp(i毸氁z)氁yexp(-i毸氁z)=氁xsin2毸+氁ycos2毸
9.11暋设f(氁z)是可以展开成氁z 幂级数的任意函数.证明

f(氁z)氁暲=氁暲f(氁z 暲2)暋暋暋暋暋暋
特例

exp(毼氁z)氁暲=氁暲exp(毼氁z)exp(暲2毼)暋暋(毼为常数)

暋暋提示:氁z氁暲 =氁暲 (氁z暲2)暋暋[见9.1节,式(9灡1灡19)]

9.12暋设毸为常数,n为任意方向的单位矢量,证明

exp(i毸氁n)氁exp(-i毸氁n)=氁nn+(n暳氁)暳ncos2毸+(n暳氁)sin2毸
式中暋氁n=氁·n.

9.13暋自旋为淈/2,内禀磁矩为毺0 的粒子,在空间分布均匀但随时间改变的磁场B(t)中运

动,证明粒子的波函数可以表示成空间函数与自旋函数之积,写出它们满足的波动方程.
提示: H = H0 -毺0氁·B暋暋暋暋

H0 = 1
2毺

P-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A
2

+q毤

H0 与自旋无关,-毺0氁·B与空间坐标无关.所以可以令

氉(x,y,z,sz,t)=氄(x,y,z,t)
a(t)

b(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)

而
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i淈灥
灥t
氄= H0氄

i淈灥
灥

æ

è
ççt
aö

ø
÷÷b
=-毺0氁·

æ

è
ççB
aö

ø
÷÷b

9.14暋同上题,设B沿z轴方向,在t=0时,

æ

è
çç

自旋波函数为

a(0)

b(0

ö

ø
÷÷)

æ

è
çç=
e-i毩cos毮
ei毩sin

ö

ø
÷÷

毮

æ

è
çç求
a(t)

b(t

ö

ø
÷÷)
,它是自旋沿什么方向分量的本征态? 在这个态下求自旋的三个分量的平均值焵sx、

焵sy、焵sz.

答
æ

è
çç:
a(t)

b(t

ö

ø
÷÷)
=

cos毮expi毺0

淈曇
t

0
Bdt-iæ

è
ç

ö

ø
÷毩

sin毮exp -i毺0

淈曇
t

0
Bdt+iæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷毩

是自旋沿(毴,氄)方向分量的本征态,

毴=2毮,暋氄=2毩-毺0

淈曇
t

0
B(t)d( )t

焵sx= 淈
2sin2毮cos 2毺0

淈曇
t

0
B(t)dt-2( )毩

焵sy=- 淈
2sin2毮sin 2毺0

淈曇
t

0
B(t)dt-2( )毩

焵sz= 淈
2cos2毮

9.15暋与上两题类似,设磁场大小不变,但磁场在xy平面中以下列规律变化:

Bx =Bcos氊t,暋暋By =Bsin氊t,暋暋Bz =0.
求粒子的自旋波函数.

答:
æ

è
çç自旋波函数为
a(t)

b(t

ö

ø
÷÷)
.设粒子内禀磁矩为毺0,令淈毟= 淈2氊2+4毺2

0B2.则

a(t)= [c1exp(i毟t/2)+c2exp(-i毟t/2)]exp(-i氊t/2)

b(t)= 淈
2毺0B

[c1(毟-氊)exp(i毟t/2)-c2(毟+氊)exp(-i毟t/2)]exp(+i氊t/2)

c1 与c2 由初条件确定.
9.16暋设自旋为1/2的粒子在磁场B(t)中运动,求证在 Heisenberg表象中自旋随时间的

变化为

d
dts

(t)= gse
2mcs暳B

式中m 为粒子质量,e为电荷,gs 为自旋g 因子(对于电子gs=-2).设B=B0k是沿z 轴方向

的常磁场,求解s(t).
答:

sx(t)=sx(0)cos(gs氊t)+sy(0)sin(gs氊t),氊=eB0/2毺c暋暋(e>0)
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sy(t)=-sx(0)sin(gs氊t)+sy(0)cos(gs氊t)

sz(t)=sz(0)

9.17暋有一个局域电子(作为近似模型,不考虑轨道运动),受到沿x轴方向的均匀磁场B
的作用,Hamilton量表示为

H =eB
毺c

sx =e淈B
2毺c

氁x

设t=0时,电子自旋“向上暠(即sz=淈/2),求t>0时s的平均值.

答:暣sx暤=0,暋暋暣sy暤=-淈
2sin2氊t,暋暋暣sz暤=淈

2cos2氊t,暋暋氊=eB
2毺c

9.18暋设有一个粒子的自旋为淈/2,磁矩毺=毺0氁,置于均匀磁场B 中,B 方向为n(nx,ny,

nz).设t=0时粒子沿正z轴方向极化(氁z=1,即暣氁暤t=0=ez),求t>0时粒子的极化矢量暣氁暤t.
答:暣氁x暤=nxnz(1-cos2氊t)-nysin2氊t,暋暋暋氊=毺0B/淈

暣氁y暤=nynz(1-cos2氊t)+nxsin2氊t
暣氁z暤=n2

z+(1-n2
z)cos2氊t

9.19暋自旋为淈/2的粒子,磁矩毺=毺0氁,处于沿z轴正方向的均匀磁场B0 中,设t曒0时,

再加上一个旋转磁场B1(t),方向垂直于z轴,B1(t)=B1cos2氊0tex-B1sin2氊0tey(氊0=毺0B0/淈).

设初始时(t=0)体系处于sx=淈/2的本征态氈1/2,求t>0时体系的自旋波函数以及自旋反向所

需的时间.

答:氈(t)
æ

è
çç=

cos氊1texp(i氊0t)

isin氊1texp(-i氊0t

ö

ø
÷÷)
,暋暋氊1=毺0B1/淈

极化矢量暣s暤随时间而变化,变化周期T=毿淈/毺0B1.

9.20暋自旋为1/2的粒子,极化矢量P 定义为P=暣氁暤.(1)设t=0时,自旋态为氈(0)

æ

è
çç

=

cos毮exp(-i毩)

sin毮exp(i毩

ö

ø
÷÷)
,毮、毩为非负实数,毮曑毿/2,毩曑毿,求P的空间方位角,(毴0,氄0).(2)设粒子受到z

方向均匀磁场B(t)作用,H=-毺0氁zB(t),求P随时间变化的规律.
答:(1)毴0=2毮,暋暋暋氄0=2毩

(2)P=暣氁暤t=(sin毴cos氄,sin毴sin氄,cos毴)

其中毴=毴0=2毮,氄=氄0-2毺0

淈曇
t

0
B(氂)d氂,即P和z轴(磁场方向)夹角(2毮)保持不变,但绕z轴旋

转,角速度氊=
d氄
dt

=-
2毺0

淈
B(t).

9.21暋自旋为1/2的粒子,(l2,j2,jz)的共同本征函数记为毤ljmj.在l取确定值的态空间中定义

毇+
l =l+1+氁·l

2l+1
,暋暋毇-

l =l-氁·l
2l+1

证明暋(1)毇+
l +毇l

- =1
(2)(毇+

l )2=毇+
l ,(毇-

l )2=毇-
l ,毇+

l毇-
l =毇-

l毇+
l =0

(3)毇+
l毤l,l+1/2,mj=毤l,l+1/2,mj

,毇+
l毤l,l-1/2,mj=0

毇-
l毤l,l-1/2,mj=毤l,l-1/2,mj

,毇-
l毤l,l+1/2,mj=0

说明毇暲
l 的物理意义.
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9.22暋给定j,mj 后,(l2,j2,jz)的共同本征函数毤ljmj
有两个,相应于l=j暲1/2,在(毴,氄,sz)

表象中可表示成

毤A
jmj = 1

2l+1
l+m+1Ym

l

l-mYm+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

l

暋暋暋暋(l=j-1/2,mj =m+1/2)

毤B
jmj = 1

2l曚+1
- l曚-mYm

l曚

l曚+m+1Ym+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

l曚

暋暋(l曚=j+1/2,l曚曎0,mj =m+1/2)

分别相应于两种不同宇称,定义氁r=氁·r/r,证明取适当相角后,
氁r毤A

jmj =-毤B
jmj

氁r毤B
jmj =-毤A

jmj
提示:氁r 为奇宇称算符(赝标量),

[氁,氁r]=2i1
rr暳氁,暋暋[l,氁r]=-i1

rr暳氁,暋暋[j,氁r]=0

9.23暋自旋为1/2的粒子,处于(l2,j2,jz)的共同本征态下,证明

暣氁暤= 暣j暤j(j+1)-l(l+1)+3/4
j(j+1[ ]) 暋(取淈=1)

提示:毤ljmj
也是氁·l的本征态,并利用

(氁·l)氁+氁(氁·l)=2l,暋暋(氁·l)2 +(氁·l)-l2 =0

9.24暋电子的磁矩算符可表为毺=毺l+毺s=- e
2mec

(l+2s).电子磁矩的实验观测值毺定义为

毺= 暣ljmj 毺z ljmj暤 mj=j = 暣ljj 毺z ljj暤

求毺.

答: 毺=-gj,暋g=1+
j(j+1)-l(l+1)+3/4

2j(j+1) 暋(Land湪g因子)

即

毺=
-(j+1/2), j=l+1/2

-j(2j+1)/(2j+2), j=l-1/2(l曎0{ )

9.25暋证明[S12,S2]=0,[S12,J]=0,其中J=s+l,l为体系的轨道角动量,在质心坐标系

中l=r暳p=-i淈r暳

殼

,r=r1-r2,S12定义见9.4.1节练习5.
9.26暋由两个非全同粒子(自旋都是1/2)组成的体系,已知粒子1处于s1z=1/2的本征态,

粒子2处于s2z=1/2的本征态,求体系总自旋S2 的可能测值及相应的概率.
答:S2 本征值=0概率为1/4,S2 本征值=2概率为3/4.

9.27暋自旋为1
2

的两个局域的非全同粒子的相互作用能为(淈=1)H=As1·s2(不考虑轨

道运动).设t=0时,粒子1自旋“向上暠(s1z=1/2),粒子2自旋“向下暠(s2z=-1/2).求任意时刻

t>0时,(1)粒子1自旋“向上暠的概率,(2)粒子1和2自旋均向上的概率,(3)总自旋S=1和0
的概率,(4)s1 和s2 的平均值.

答:(1)cos2(At/2).
(2)0.
(3)S=1和S=0的概率相同,各为1/2.
(4)暣s1x暤t=暣s1y暤t=暣s2x暤t=暣s2y暤t=0

暣s1z暤t=1
2cosAt,暋暋暣s2z暤t=-1

2cosAt
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9.28暋两个自旋为1/2粒子组成的体系,置于均匀外磁场中,取磁场方向为z轴方向,则体

系 Hamilton量可表示成(忽略轨道运动)H=a氁1z+b氁2z+c氁1·氁2,a、b、c为常数,H 中第一、二
项表示粒子内禀磁矩与外磁场的相互作用,第三项表示两个粒子之间自旋灢自旋相互作用.求 H
的本征值.

答:E=c暲2c1,-c暲2 c2+c2
2,其中c1=1

2
(a+b),c2=1

2
(a-b).

9.29暋自旋为1/2的三个非全同粒子组成的体系,Hamilton量 H=As1·s2+B(s1+s2)·s3

(A,B为实常数),试找出体系的守恒量,求能量本征值及能级简并度(取淈=1).
答:令S12=s1+s2,S=s1+s2+s3,则(S12)2、S2、S均为守恒量.(S12)2 本征值为S曚(S曚+1),

S曚=0,1,S2 本征值为S(S+1),S=1/2、1/2、3/2.能级可记为ES曚S.

S曚 S ES曚S 简并度=2S+1

1 3/2 A
4 +B

2 4

1/2 A
4 -B 2

0 1/2 - 3
4A 2

9.30暋同上题,但A=B,即 H=A(s1·s2+s2·s3+s3·s1),(A 为实常数)(1)求体系的能级和

简并度.(2)找一组定恒量完全集,求出其共同本征态.

答:(1)ES=A
2 S(S+1)-( )9

4

E3/2=3
4A,S=3/2,S曚=1,简并度=4

E1/2=-3
4A,S=1/2,S曚=0,1,简并度=4

(2)守恒量完全集可取为(S2
12,S2,Sz),其共同本征态记为 S曚SM暤,共8个态,即

S曚SM暤= 13
2

3
2

,13
2

1
2

,13
2 - 1

2
,

暋 13
2 - 3

2
,01

2
1
2

,01
2 - 1

2
,

暋 11
2

1
2

,11
2 - 1

2
暋暋9.31暋对于自旋为淈/2的粒子,s=氁/2(取淈=1),r暷=r/r为径向单位矢量.(1)定义膺标量

h=s·r暷(旋度helicity),证明h2=1/4,h的本征值为暲1/2.(2)定义膺自旋(pseudospin)变换

U=ei毿h,证明U=2ih.(3)证明在U 变换下,粒子的算符 F 变换如下,F曻煄F=U-1FU=F+
4h[F,h].(4)证明

s曻焺s=-s+2r暷(r暷·s)=-s+2r暷h暋暋暋暋
l曻焺l=l+2s-2r暷(r暷·s)=l+2s-2r暷h

j=l+s曻 焿j=焺l+焺s=j(总角动量),验证[j,h]=0
l2 曻 (焺l)2 =l2 +4l·s,暋l·s曻焺l·焺s=-l·s-1
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第10章暋力学量本征值的代数解法

在常见的教材中,量子力学体系的本征值问题,特别是能量本征值问题,习惯

采用分析的方法,即在一定的边条件下求解Schr昳dinger方程灡 从历史上来看,几
个简单的量子体系的能量本征值问题,最早是用代数方法求解的.近年来,在物理

学各前沿领域中,使用代数方法(包括群及群表示论)来处理本征值问题愈来愈普

遍,特别是在近似求解中.例如,在简并态或近简并态的微扰论处理中,往往就是在

体系的一个有限的态空间中把 Hamilton矩阵对角化,即归结为求解一个齐次的

线性代数方程组.无论用微分方程解法,还是用代数解法,在能级有简并的情况下
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,
体系的对称性
踿踿踿踿踿踿

(守恒量
踿踿踿

)的分析都特别重要
踿踿踿踿踿踿踿踿

,而在代数解法中,守恒量的利用表现得

格外明显和必不可少.
本章将对常见的几个力学量本征值问题的代数解法作集中的讨论.
10.1节给出谐振子 Hamilton量的因式分解法(factorizationmethod),它是

Schr昳dinger在40年代提出来的栙.在因式分解法中引进了升、降算符,把谐振子相

邻能级的本征态联系起来.10.2节讨论角动量的一般性质,这理论是 Dirac给出

的,所得结论只基于角动量三个分量的对易式,因而对于轨道角动量,自旋,以及合

成角动量都适用,还可以用来处理类似的同位旋,准自旋等问题.10.3节介绍

Schwinger提出的处理角动量本征值问题的一种方法.它利用二维各向同性谐振

子的升、降算符来表达角动量算符,由此可极简便地得出角动量的各种性质.此理

论根据的是SU2 群与SO3 群是局域同构的认识.10.4节讨论两个或多个角动量

的合成,引进了用处很广泛的Clebsch灢Gordan系数.

10.1暋Schr昳dinger因式分解法

一维谐振子的 Hamilton量为

H = 1
2mp

2+1
2m氊2x2 (10灡1灡1)

采用自然单位(淈=m=氊=1),则

H = 1
2

(x2+p2) (10灡1灡2)

可以看出,H 具有相空间
踿踿踿

(xp空间
踿踿

)中的旋转不变性
踿踿踿踿踿踿踿.令
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a= 1
2
(x+ip)= 1

2
x+ d

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

a+= 1
2
(x-ip)= 1

2
x- d

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

(10灡1灡3)

其逆表示式为

x= 1
2
(a++a),暋p= i

2
(a+-a) (10灡1灡4)

利用x和p 的基本对易式[x,p]=i,容易证明

[a,a+]=1 (10灡1灡5)

H 可以因式分解如下

H = 1
2 - d

dx+æ

è
ç

ö

ø
÷x d

dx+æ

è
ç

ö

ø
÷x +[ ]1 = a+a+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =N

暷

+1
2

(10灡1灡6)

式中

N
暷

=a+a (10灡1灡7)

为厄米算符.可以证明N
暷

(因而H)为正定算符
踿踿踿踿

,因为在任意态氉下,N
暷

的平均值为

非负
煆N = (氉,a+a氉)= (a氉,a氉)曒0 (10灡1灡8)

求出N
暷

的本征值后,H 本征值也就知道了.下面来求正定厄米算符N
暷

的本征值.
设

N
暷

n暤=nn暤 (10灡1灡9)

n暤表示N
暷

的一个本征态,本征值n为非负实数.利用式(10灡1灡5)和(10灡1灡7)可以

证明下列代数关系

[N
暷

,a]=-a (10灡1灡10)
因此

[N
暷

,a]n暤=N
暷

an暤-aN
暷

n暤=N
暷

an暤-nan暤=-an暤
即

N
暷

an暤= (n-1)an暤 (10灡1灡11)

所以an暤也是N
暷

的本征态,但相应的本征值为(n-1).a称为降算符(lowering

operator).因此,从N
暷

的某个本征态 n暤出发,逐次用降算符a运算,可得出 N
暷

的

一系列本征态

n暤,an暤,a2 n暤,… (10灡1灡12)

相应的N
暷

的本征值分别为

n,n-1,n-2,…

考虑到N
暷

为正定厄米算符,它的所有本征值必须曒0.设N
暷

的最小本征值为n0,本
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征态记为 n0暤,它必须满足

an0暤=0 (10灡1灡13)
否则 n0暤不能称为最小本征值相应的本征态.由此可得

N
暷

n0暤=a+an0暤=0 (10灡1灡14)

即 n0暤是N
暷

的本征态,对应本征值为n0=0,因此 n0暤可记为 0暤.
类似于式(10灡1灡10)和(10灡1灡11),还可证明

[N,a+]=a+ (10灡1灡15)
以及

Na+ n暤= (n+1)a+ n暤 (10灡1灡16)

图10.1暋谐振子的能谱和

升、降算符

即a+ n暤是N
暷

的本征态,但相应的本征值为(n+1),
所以a+ 称为升算符(raisingoperator).

综上所述,我们从 N
暷

的最小本征值n=0相应

的本征态 0暤出发,逐次用升算符a+ 运算,就可以得

出N
暷

的全部本征态(尚未归一化)和本征值如下(见
图10.1):

0暤, a+ 0暤, a+2 0暤, …暋暋暋暋(10灡1灡17)

0, 1, 2, …

利用归纳法(留作练习),可以证明 N
暷

的归一化

本征态可以表示成

n暤= 1
n!

(a+)n 0暤,n=0,1,2,…

(10灡1灡18)
暣nn曚暤=毮nn曚

它们也是 H 的本征态,

H n暤=En n暤,暋n=0,1,2,…

En = n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

,(自然单位,淈氊)
(10灡1灡19)

即谐振子的能量是量子化的.上述结果与3.4节中从求解Schr昳dinger方程,并利

用束缚态边条件所得出的结果完全一致.
思考题暋在3.4节中求解Schr昳dinger方程时,利用了束缚态波函数在无穷远处的值为0

的边条件,才得出了离散的能量本征值,En=(n+1/2)淈氊.在上述代数解法中,似乎未涉及量子

态的边条件,这应如何理解?

(提示:考虑算符p=-i淈灥
灥x

的厄米性.)

利用式(10灡1灡18),可以证明
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a+ n暤= n+1n+1暤,暋an暤= nn-1暤 (10灡1灡20)
再借助于式(10灡1灡4),可求出x 和p 在能量表象中的矩阵元(添上坐标和动量的

自然单位).

xmn= 1
2
( n+1毮mn+1+ n毮mn-1) 淈

m氊

pmn= i
2
( n+1毮mn+1- n毮mn-1) m氊淈

(10灡1灡21)

暋暋练习1暋证明在能量本征态 n暤下,

煀x=煀p=0,暋x2 =p2 = n+( )1
2

殼x·殼p= n+( )1
2 淈

(10灡1灡22)

对于基态(n=0),殼x·殼p=淈/2
以下求能量本征态 n暤在坐标表象中的表示式.
首先考虑基态 0暤,满足

a 0暤=0 (10灡1灡23)
利用式(10灡1灡4),即

(x+ip)0暤=0 (10灡1灡24)
在x表象中,p表示成(取淈=1)

p=-i灥
灥x

(10灡1灡25)

暋暋栙 式(10灡1灡24)可写成暣x曚 (x+ip)0暤=0,插入曇dx曞 x曞暤暣x曞 =1,得曇dx曞暣x曚 (x+ip)x曞暤暣x曞 0暤=0.利

用4.4节中x和p在坐标表象中的矩阵元公式,可得曇dx曞 x曚毮(x曚-x曞)+i -id
dx曞毮

(x曚-x曞[ ]{ }) 氉0(x曞)=0.积

分后,得 x曚+ d
d( )x曚 氉0(x曚)=0.把x曚换成x,即式(10灡1灡26).

在坐标表象中,式(10灡1灡24)表示成栙

x+ d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x氉0(x)=0 (10灡1灡26)

解出,得氉0(x)曍e-x2/2.经归一化后,添上自然单位(长度,毩-1= 淈/m氊),可以求

出坐标表象中的谐振子归一化基态波函数如下:

氉0(x)= m氊
毿

æ

è
ç

ö

ø
÷

淈
1/4

exp -1
2

m氊
淈xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 = 毩
毿1/4e-毩2x2/2 (10灡1灡27)

而激发态波函数为

氉n(x)= 暣xn暤= 1
n!

暣xa+n 0暤

式中a+ [见式(10灡1灡3),添上自然单位]为
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a+= 1
2

毩x-1
毩

d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

所以

氉n(x)= 1
n!

毩2
æ

è
ç

ö

ø
÷

毿
1/4

毩x-1
毩

d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
n

e-毩2x2/2 (10灡1灡28)

练习2暋设 H=5
3a+a+2

3
(a2+a+2),[a,a+ ]=1,求 H 的本征值.

提示:作幺正变换,b+ =毸a+ +毺a(毸,毺为待定的实参数),要求[b,b+ ]=1,并使 H 化为

H=Kb+b+c(K,c为待定常数).

例1暋均匀外电场中荷电谐振子的能级

荷电q,质量为m 的谐振子,在均匀外电场E作用下,Hamilton量为

H = 1
2mp

2 + 1
2m氊2x2 -qEx (10灡1灡29)

利用式(10灡1灡4),用a和a+ 表示出来(添上自然单位),得

H= a+a+( )1
2 淈氊-qE 淈

2m氊
(a++a)= a+a+ 1

2 -毩0(a++a[ ])淈氊(10灡1灡30)

式中毩0 为实参量

毩0 =qE
氊

1
2m氊淈

(10灡1灡31)

令毩2
0淈氊=q2E2/2m氊2=1

2m氊2x2
0,即x0=qE/m氊2,则 H 可以表示成

H = b+b+( )1
2 淈氊- 1

2m氊2x2
0 (10灡1灡32)

式中右边最后一项为常数项,而

b+=a+-毩0,暋b=a-毩0 (10灡1灡33)

满足

[b,b+]=1 (10灡1灡34)

因此 H 本征值为

En = n+( )1
2 淈氊- 1

2m氊2x2
0,暋n=0,1,2,… (10灡1灡35)

例2暋均匀磁场中荷电粒子的 Landau能级

7.1节中已提到,处于磁场中的质量为m,荷电q的粒子,可定义其速度算符

v暋暷 = 1
m P

暷

-
q
c

æ

è
ç

ö

ø
÷A (10灡1灡36)

A为矢势,P
暷

=-i淈

殼

为正则动量.v暋暷各分量满足下列对易式[见7.1节,习题7灡1]

[v暷x,v暷y]=
i淈q
m2c

Bz

[v暷y,v暷z]=
i淈q
m2c

Bx
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[v暷z,v暷x]=
i淈q
m2c

By (10灡1灡37)

B=

殼

暳A为磁场强度.若取B方向为z轴方向,(Bx=By=0,Bz=B),则上式简化为

[v暷x,v暷y]=
i淈q
m2c

B (10灡1灡38)

粒子的 Hamilton量可表示为(因磁场沿z轴方向,Az=0,vz=1
mPz)

H = 1
2m(v暷2

x +v暷2
y)+ 1

2mP
暷

z
2 (10灡1灡39)

为确切起见,设q>0.引进无量纲变量(如q<0,则P 和Q 定义互换)

Q= m2c
淈 q Bv暷x,暋P= m2c

淈 q Bv暷y (10灡1灡40)

则

[Q,P]=i (10灡1灡41)

而 H 表示成

H= 1
2

(Q2 +P2)淈氊c+ 1
2mP

暷

z
2 (10灡1灡42)

氊c= q B/mc=2氊L (10灡1灡43)

氊c 为回旋频率,氊L= q B/2mc为Larmor频率.式(10灡1灡42)即谐振子 Hamilton量,其中包含

沿z方向的自由运动.利用前述代数解法,可求出其能量本征值为

E=Enpz = n+( )1
2 淈氊c+ 1

2mp
2
z (10灡1灡44)

n=0,1,2,…;暋-曓 <pz(实)< 曓
此即Landau能级公式(参阅7灡2节).可以看出,荷电粒子在xy平面中为周期运动,能量是量子

化的(在经典力学中是一个圆轨道运动,周期为2毿/氊).但在z轴方向运动,粒子是自由的,是非

周期运动,能量是连续变化的.
例3暋互相垂直的均匀电场和磁场中的荷电粒子

选择电场方向为x轴方向,即E=(E,0,0),磁场方向为z轴方向,即B=(0,0,B).选择规范

矢势A=(0,Bx,0),(不难验证

殼

暳A=B).这样,粒子的 Hamilton量可以表示为

H = 1
2m P

暷
2
x + P

暷

y -
qB
c

æ

è
ç

ö

ø
÷x
2

+P
暷

2[ ]z -qEx (10灡1灡45)

不难证明[P
暷

y,H]=0,[P
暷

z,H]=0,但[P
暷

x,H]曎0.可以选择能量本征态为守恒量完全集(P
暷

y,

P
暷

z,H)的共同本征态,记为 Py,Pz,E暤,在这里Py 和Pz 是P
暷

y 和P
暷

z 的本征值,-曓<Py,Pz

(实)<曓.把 H 作用于 Py,Pz,E暤上,则 H 可以写成下列形式:

H = 1
2m

(P2
y +P2

z)+ 1
2mP

暷
2
x +

q2B2

2mc2x
2 -

qBPy

mc
+qæ

è
ç

ö

ø
÷E[ ]x (10灡1灡46)

上式方括号[…]中的算符,与均匀电场中荷电粒子的 Hamilton量形式相似(参见例1),其本征

值为(氊c= q B/mc)

n+( )1
2 淈氊c-

q2B2

2mc2x
2
0,暋n=0,1,2,… (10灡1灡47)
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式中

x0 = mc2

q2B2 qE+
qB
mc

Pæ

è
ç

ö

ø
÷y (10灡1灡48)

所以 H 的本征值为

EnPyPz= 1
2m

(P2
y +P2

z)+ n+( )1
2 淈氊c-

q2B2

2mc2x
2
0

= 1
2mP

2
z -Ec

BPy + n+( )1
2 淈氊c-mc2E2

2B2

(10灡1灡49)

n=0,1,2,…;-曓 <Py,Pz(实)< 曓

10.2暋角动量的一般性质

在4灡3灡2节中我们讨论了轨道角动量的性质.在第9章中讨论了自旋以及自

旋与轨道角动量耦合成的总角动量的性质.本节将对角动量的最基本的性质作初

步的讨论.进一步的分析见本书卷栻及有关专著栙.
算符jx、jy、jz 若满足下列对易关系:

[jx,jy]=i淈jz

[jy,jz]=i淈jx (10灡2灡1)
[jz,jx]=i淈jy

则以jx、jy、jz 为三个分量的矢量算符j,称为角动量算符.式(10灡2灡1)是角动量的

基本对易式栚.轨道角动量以及自旋的各分量的对易关系式都具有这种形式.下面

我们将根据此基本对易式以及角动量算符的厄米性来研究角动量的一般性质.因
此,下面所得结论,对于自旋、轨道角动量以及任何角动量都成立.定义角动量平方

算符

j2 =j2
x +j2

y +j2
z (10灡2灡2)

与轨道角动量及自旋相似,根据式(1)和(2),不难证明(留作读者练习)

[j2,j毩]=0,暋毩=x,y,z (10灡2灡3)

定义角动量升、降算符(理由见后)

j+=jx +ijy,暋j-=jx -ijy = (j+)+ (10灡2灡4)
其逆表示式为

jx = 1
2

(j++j-),暋jy = 1
2i

(j+-j-) (10灡2灡5)
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栙

栚

M.E.Rose,ElementaryTheoryofAngularMomentum,1957灡A.R.Edmonds,AngularMomentum
inQuantum Mechanics,2nded.,1960.E.U.Condon,G.H.Shortley,TheTheoryofAtomicSpectra,chap.3,

1935.E.P.Wigner,GroupTheoryanditsApplicationstotheQuantumMechanicsofAtomicSpectra,1959.
有时把式(10灡2灡1)表示成j暳j=i淈j,或[j毩,j毬]=i淈毰毩毬毭j毭;毩,毬,毭=x,y,z或1,2,3.



可以证明

[jz,j暲]=暲淈j暲 暋暋暋 (10灡2灡6)

j暲j熀=j2-j2
z 暲淈jz (10灡2灡7)

j+j--j-j+=2淈jz (10灡2灡8)

j+j-+j-j+=2(j2-j2
z) (10灡2灡9)

由于j2 与jz 对易,我们可以找出它们的共同本征态,记为 毸m暤,即

j2 毸m暤=毸淈2 毸m暤,暋jz 毸m暤=m淈毸m暤暋暋(毸,m 无量纲) (10灡2灡10)
这里毸淈2 与m淈分别是j2 及jz 的本征值.

(1曘)利用式(10灡2灡3),可知

j2j+-j+j2 =0
上式两边取矩阵元

暣毸曚m曚j2j+-j+j2 毸m暤=0
用式(10灡2灡10)代入,得

(毸曚-毸)暣毸曚m曚j+ 毸m暤=0
当毸曚曎毸时,暣毸曚m曚j+ 毸m暤=0,即只当毸曚=毸,矩阵元暣毸曚m曚j+ 毸m暤才可能不为

零.所以

暣毸曚m曚j+ 毸m暤=毮毸曚毸暣毸m曚j+ 毸m暤 (10灡2灡11)
对于j- 、jx,jy,jz 也有类似的公式,即它们的矩阵元,对于量子数毸来说,是对角化

的,这是因为j2 与jx、jy、jz、j+ 、j- 都对易.
(2曘)根据式(10灡2灡6)

jzj暲-j暲jz =暲淈j暲

两边取矩阵元(注意它们对于毸是对角化的)
暣毸m曚jzj暲-j暲jz旤毸m暤=暲淈暣毸m曚j暲 毸m暤

用式(10灡2灡10)代入,得
(m曚-m熀1)暣毸m曚j暲 毸m暤=0

所以只当m曚=m暲1时,矩阵元暣毸m曚j暲 毸m暤才可能不为零.所以

暣毸曚m曚j暲 毸m暤=毮毸曚毸毮m曚m暲1暣毸m暲1j暲 毸m暤 (10灡2灡12)
这说明算符j暲 使磁量子数m 增、减1,所以称为升算符和降算符.

由于jx、jy、jz、j暲 等的矩阵对于量子数毸是对角化的,以下暂时把毸略去

不记.
(3曘)求j暲 的不为0的矩阵元

对式(10灡2灡8)两边取矩阵元

暣m曚j+j--j-j+ m暤=2m淈2毮m曚m

插入 暺
m曞

… m曞暤暣m曞 …=1,对于m曚=m 情况,上式化为

·933·



暺
æ

è
çç

m曞

暣mj+ m曞暤暣m曞j- m暤-暣mj- m曞暤暣m曞j+ m
ö

ø
÷÷暤 =2m淈2

利用j暲 矩阵元的选择规则[见式(10灡2灡12)],上式化简为

暣mj+ m-1暤暣m-1j- m暤-暣mj- m+1暤暣m+1j+ m暤=2m淈2

再利用j- =(j+ )+ ,可知

暣m-1j- m暤= 暣mj+ m-1暤*

因此

暣mj+ m-1暤2- 暣m+1j+ m暤2 =2m淈2

令

毼m淈= 暣m+1j+ m暤= 暣mj- m+1暤* (10灡2灡13)
(毼m 待定),则

毼m-1
2- 毼m

2 =2m (10灡2灡14)
这个代数方程的解可以表示为

毼m
2 =C-m(m+1) (10灡2灡15)

式中C是与m 无关的实数.由于 毼m
2曒0,所以

m(m+1)曑C (10灡2灡16)
上式表明,量子数m 的取值要受到一定限制,即m 有一个上界煆m 与下界m.这样,
由式(10灡2灡12)与(10灡2灡13)可知毼煆m

毼煆m = 暣煆m+1j+
煆m暤=0 (10灡2灡17)

因而

C=煆m(煆m+1) (10灡2灡18)
类似

毼m-1 = 暣m-1j- m暤* =0 (10灡2灡19)
由此得出

煆m(煆m+1)-(m-1)(m-1+1)=0
从而

m =-煆m (10灡2灡20)
由于两个相邻的m 值相差1,所以m 的任何两个值相差必为整数.因此

煆m-m = 非负整数

即

煆m = 非负整数/2 (10灡2灡21)
记煆m曉j,则j可能取值为非负半整数

踿踿踿踿踿
,即

j=
1/2,3/2,5/2,…(半奇数)

0,1,2,…暋暋暋(零及正整数{ )
(10灡2灡22)

由式(10灡2灡15)及(10灡2灡18),可求出
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毼m
2 =j(j+1)-m(m+1)= (j-m)(j+m+1) (10灡2灡23)

(4曘)j2 和jz 的本征值.按式(10灡2灡9)有

j2 =j2
z +1

2
(j+j-+j-j+)

两边取平均值

暣毸m j2 毸m暤= 暣毸m j2
z 毸m暤+1

2
暣毸m j+j-+j-j+ 毸m暤

利用式(10灡2灡10)及(10灡2灡12),得

毸淈2=m2淈2+1
2

{暣mj+ m-1暤暣m-1j- m暤

暋+暣mj- m+1暤暣m+1j+ m暤}

=m2淈2+淈2

2
{毼m-1

2+ 毼m
2}

再用式(10灡2灡23)代入,可求出

毸=m2+1
2

[(j-m+1)(j+m)+(j-m)(j+m+1)]

=j(j+1) (10灡2灡24)
即角动量平方j2 的本征值为j(j+1)淈2,j取正整数(包括0)及半奇数.

jz 的本征值为m淈
m =j,j-1,…,-j+1,-j (10灡2灡25)

(5曘)最后,把角动量本征方程(10灡2灡10)的普遍结果总结如下(把本征态 毸m暤
改记为 jm暤):

j2 jm暤=j(j+1)淈2 jm暤
jz jm暤=m淈jm暤

j=
0,1,2,…暋暋暋(正整数及零)
1/2,3/2,5/2,…(半奇数{ )

(10灡2灡26)

m =-j,-j+1,…,j-1,j
这是很重要的结论,是根据角动量的基本对易式(10灡2灡1)得出的.前面讲过的轨道

角动量及自旋,是它的特殊情况.
(6曘)矩阵元公式.在(j2,jz)表象中,j2、jz 是对角矩阵

暣j曚m曚j2 jm暤=j(j+1)淈2毮jj曚毮mm曚

暣j曚m曚jz jm暤=m淈毮jj曚毮mm曚

利用式(10灡2灡11)、(10灡2灡13)及(10灡2灡23),j+ 的矩阵元为

暣jm+1j+ jm暤=ei毮淈 (j-m)(j+m+1) (10灡2灡27)
式中毮为任意正实数,这反映j+ (以及j- ,jx,jy)的矩阵元有一个相位不定性

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,习

惯上常常用Condon和Shortley一书的取法(Condon灢Shortleyconvention),即取毮
=0(这意味着 jm+1暤态与 jm暤态之间的相因子差已取定).在这种相位规定下,

j暲 的矩阵元为实数
踿踿踿踿踿踿踿

,
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暣jm+1j+ jm暤=淈 (j-m)(j+m+1)

暣jm-1j- jm暤=淈 (j+m)(j-m+1)
(10灡2灡28)

或表示为

暣j曚m曚j暲 jm暤=淈 (j熀m)(j暲m+1)毮jj曚毮m曚m暲1 (10灡2灡28曚)

j暲 jm暤=淈 (j熀m)(j暲m+1)jm暲1暤 (10灡2灡28曞)
再利用式(10灡2灡6)可求出jx 及jy 的矩阵元如下:

暣jm+1jx jm暤= 淈
2

(j-m)(j+m+1)

暣jm-1jx jm暤= 淈
2

(j+m)(j-m+1)

暣jm+1jy jm暤=-i淈
2

(j-m)(j+m+1)

暣jm-1jy jm暤= i
2淈 (j+m)(j-m+1)

(10灡2灡29)

特例

(1)j=1/2

矩阵元 1
2m曚 j毩

1
2m (毩=x,y,z)分别如下(因子淈略去未记):

暋暋m
m曚 1/2暋-1/2

1/2 0暋1/2

-1/2 1/2暋0

暋暋

暋暋m
m曚 1/2暋-1/2

1/2 0暋-i/2

-1/2 i/2暋0暋

暋暋

暋暋m
m曚 1/2暋-1/2

1/2 1/2 暋0暋

-1/2 0暋-1/2

若令

1
2m曚 j毩

1
2m = 淈

2
1
2m曚 氁毩

1
2m ,暋暋毩=x,y,z

则

氁x

æ

è
çç=
0 1ö

ø
÷÷1 0
,暋氁y

æ

è
çç=
0 -iö

ø
÷÷i 0
,暋氁z

æ

è
çç=
1 0
0 -

ö

ø
÷÷1

这就是Pauli矩阵.
(2)j=1

jx、jy、jz 的矩阵元分别如下(因子淈略去未记):

暋暋m
m曚 1 0 -1

1 0 1/2 0

0 1/2 0 1/2

-1 0 1/2 0

暋

暋暋m
m曚 1 0 -1

1 0 -i/2 0

0 i/2 0 -i/2

-1 0 i/2 0

暋

暋暋m
m曚 1 0 -1

1 1 0 0

0 0 0 0

-1 0 0 -1
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*10灡3暋角动量的Schwinger表象栙

设有两类谐振子(分属不同自由度),相应的声子产生与湮没算符分别用a+
1 、

a1 和a+
2 、a2 表示.

[ai,a+
j ]=毮ij,暋[ai,aj]= [a+

i ,a+
j ]=0,暋i,j=1,2 (10灡3灡1)

定义正定厄米算符

N1 =a+
1a1,暋N2 =a+

2a2 (10灡3灡2)
分别表示两类声子的数目,按10灡1节的分析,其本征值n1 和n2 分别为

n1,n2 =0,1,2,… (10灡3灡3)
具有n1 个第一类声子和n2 个第二类声子的归一化波函数可以表示为

n1n2暤=
(a+

1)n1(a+
2)n2

n1!n2!
0暤 (10灡3灡4)

定义厄米算符如下

jx= 1
2

(a+
1a2+a+

2a1)=j+
x

jy= 1
2i

(a+
1a2-a+

2a1)=j+
y

jz= 1
2

(a+
1a1-a+

2a2)=j+
z = 1

2
(N1-N2)

(10灡3灡5)

利用式(10灡3灡1)不难证明上列jx、jy、jz 具有角动量三个分量的全部代数性质(取淈=1)
[j毩,j毬]=i毰毩毬毭j毭 (10灡3灡6)

利用式(10灡3灡5)和(10灡3灡1),不难证明

j2 =j2
x +j2

y +j2
z = N

2
N
2+æ

è
ç

ö

ø
÷1 (10灡3灡7)

其中
N =N1+N2 =a+

1a1+a+
2a2 (10灡3灡8)

按10灡1节的分析,其本征值

n=n1+n2 =0,1,2,…
因此,j2 的本征值(见式(10灡3灡7))可表示为j(j+1),

j=
0,1,2,…

1/2,3/2,5/2{ ,…
(10灡3灡9)

这样,我们就得出了角量子数
踿踿踿踿j只能取非负整数或半奇数

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
的重要结论.
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栙 J.Schwinger,OnAngularMomentum,AECReport(NYO灢3071),1952.J.Schwinger,QuantumTheo灢
ryofAugularMomentum(AcademicPress,N.Y.,ed.byL.Biedenharn,etal.,1965).

这理论是基于SO3 群与SU2 群局域同构.U2 群的李代数(4个成员)可以用a+iaj(i,j=1,2)来表示.如
把N=a+

1a1+a+
2a2 除外,剩下三个独立的无穷小算子,即 SU2 的 Lie代数.经适当线性组合,即构成

式(10灡3灡5)所示的jx、jy、jz 的表示式,它们就是SO3 群的三个无穷小算子的一种表达方式.



事实上 n1n2暤也是(j2,jz)的共同本征态,

j2 n1n2暤= n
2

n
2+æ

è
ç

ö

ø
÷1 n1n2暤

jz n1n2暤= 1
2

(n1-n2)n1n2暤
(10灡3灡10)

因此,不妨把量子数(n1,n2)换成(j,m),

j= 1
2

(n1+n2),暋m = 1
2

(n1-n2) (10灡3灡11)

其逆表示式为

n1 =j+m,暋n2 =j-m (10灡3灡12)

对于给定j=1
2

(n1+n2),试问m 可以取哪些数值? 考虑到

n1=0, 1, 2, …,2j
相应地 n2=2j, 2j-1, 2j-2, …,0
因而 m=-j, -j+1, -j+2, …,j
即m 可以取(-j,-j+1,…,j)这(2j+1)个值.这样,式(4)可改记为

jm暤=
(a+

1)j+m(a+
2)j-m

(j+m)!(j-m)!
0暤 (10灡3灡13)

而式(10灡3灡10)可改记为

j2 jm暤=j(j+1)jm暤
jz jm暤=mjm暤

(10灡3灡14)

定义

j+=jx +ijy =a+
1a2

j-=jx -ijy =a+
2a1 = (j+)+

(10灡3灡15)

不难证明栙

j+ jm暤= (j+m+1)(j-m)jm+1暤

j- jm暤= (j-m+1)(j+m)jm-1暤
(10灡3灡16)

所以,算符a+
1 (a2)使角动量z分量的本征值增加1/2,而a+

2 (a1)则使之减小1/2,
因此j+ =a+

1a2 使m 增加1,j- =a+
2a1 使m 减小1,但都不改变j(或n)的值,这是

由于[j暲 ,N]=0之故.
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栙 根据式(10灡3灡1),用归纳法容易证明(k曒1整数)

aa+k=a+ka+ka+k-1

由此不难得出

暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋j+ jm暤=
(a+

1 )j+m+1a2(a+
2 )j-m

(j+m)! (j-m)!
0暤

= (j+m+1)(j-m)· (a+
1 )j+m+1(a+

2 )j-m-1

(j+m+1)! (j-m-1)!
0暤

= (j+m+1)(j-m)jm+1暤



与j暲 不同,定义

K+=a+
1a+

2 ,暋K-=a1a2 = (K+)+ (10灡3灡17)
它们含有两个产生(湮没)算符,因而[K暲 ,N]曎0,但[K暲 ,Jz]=0,所以 K暲 的运

算将改变n(或j)的值,但保持m 不变.不难证明

K+ jm暤= (j+m+1)(j-m+1)j+1,m暤

K- jm暤= (j+m)(j-m)j-1,m暤
(10灡3灡18)

10灡4暋两个角动量的耦合,CG系数

在第9灡4节中我们讨论过两个特殊的角动量的耦合问题,即两个电子的自旋

的耦合.在9灡2节中讨论了自旋与轨道角动量的耦合.下面将普遍地讨论属于不同

自由度的两个角动量的耦合.求出其合成角动量的本征值和本征态的表达式.
讨论第一粒子的角动量j1 与第2粒子的角动量j2 的耦合.由于j1 及j2 属于

不同的自由度(对不同粒子的态矢进行运算),所以j1 的任一分量与j2 的任一个

分量是对易的,即
[j1毩,j2毬]=0,暋毩,毬=x,y,z (10灡4灡1)

设(j2
1,j1z)的共同本征态记为氉j1m1

,即(取淈=1,下同)

j2
1氉j1m1 =j1(j1+1)氉j1m1

(10灡4灡2)

j1z氉j1m1 =m1氉j1m1

同样,假设(j2
2,j2z)的共同本征态为氉j2m2

,即

j2
2氉j2m2 =j2(j2+1)氉j2m2

j2z氉j2m2 =m2氉j2m2

(10灡4灡3)

对于两个粒子组成的体系(限于讨论角动量涉及的自由度),它的任何一个态,都可

以用氉j1m1
(1)氉j2m2

(2)来展开.氉j1m1
(1)氉j2m2

(2)是力学量完全集(j2
1,j1z,j2

2,j2z)的
共同本征态,以它们作为基矢的表象,称为非耦合

踿踿踿
(uncoupling)表象

踿踿.在给定j1 与

j2 的情况下,则

m1=-j1,-j1+1,…,j1-1,j1

m2=-j2,-j2+1,…,j2-1,j2

共有(2j1+1)(2j2+1)个基矢,所以它们张开的子空间的维数是(2j1+1)(2j2+1).
现在来考虑两个角动量的耦合.定义

J=j1+j2 (10灡4灡4)
考虑到j1,j2 所满足的角动量的基本对易式及式(10灡4灡1),不难看出J的三个分

量也满足角动量的基本对易关系,即

J暳J=iJ (10灡4灡5)

J称为两个角动量j1 与j2 之和,也具有角动量算符的一般性质.例如,J2=J·J
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的本征值为j(j+1),j为非负整数或半奇数,而在给定j值情况下,J的任何一个分

量,例如Jz 的可能取值有(2j+1)个,即j,j-1,…,-j+1,-j.显然

[J2,j2
1]=0,暋[J2,j2

2]=0
[J2,J毩]=0,暋毩=x,y,z

(10灡4灡6)

因此(j2
1,j2

2,J2,Jz)也可以作为一组力学量完全集,其共同本征态记为氉j1j2jm
,以它

们作为基矢的表象,称为耦合
踿踿

(coupling)表象
踿踿.

j2
1氉j1j2jm=j1(j1+1)氉j1j2jm

j2
2氉j1j2jm=j2(j2+1)氉j1j2jm

J2氉j1j2jm=j(j+1)氉j1j2jm

Jz氉j1j2jm=m氉j1j2jm

(10灡4灡7)

对于给定的j1 和j2,耦合表象与非耦合表象之间通过一个(2j1+1)(2j2+1)维的

幺正变换相联系.栙

在以下的讨论中,由于j1 与j2 是两个取定的值,为表述简便,把氉j1j2jm
略记为

氉jm(1,2).它们用氉j1m1
(1)氉j2m2

(2)展开为

氉jm(1,2)= 暺
m1m2

暣j1m1j2m2 jm暤氉j1m1
(1)氉j2m2

(2) (10灡4灡8)

展开系数暣j1m1j2m2 jm暤称为 CG(Clebsch灢Gordan)系数,或矢耦(vectorcou灢
pling)系数.它们是(2j1+1)(2j2+1)维子空间中的幺正变换的矩阵元(参阅8灡1
节).下面讨论它们的基本性质.

首先,用
Jz =j1z+j2z

对式(10灡4灡8)两边运算,得

m氉jm(1,2)= 暺
m1m2

(m1+m2)暣j1m1j2m2 jm暤氉j1m1
(1)氉j2m2

(2)

即

暺
m1m2

(m-m1-m2)暣j1m1j2m2 jm暤氉j1m1
(1)氉j2m2

(2)=0 (10灡4灡9)
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栙 式(10灡4灡8)可表示为

jm暤= 暺
m1m2

暣m1m2 S jm暤j1m1暤j2m2暤

其中幺正变换S矩阵元记为暣m1m2 S jm暤=暣j1m1j2m2 jm暤,逆变换为

j1m1暤j2m2暤= 暺
jm

暣jm S-1 m1m2暤jm暤

当取适当位相,使幺正变换为实时,S-1=S+ =煄S,此时 j1m1暤j2m2暤= 暺
jm

暣m1m2 S jm暤jm暤,此即式

(10灡4灡12).不难看出,利用SS+ =S+S=1,在耦合表象中取矩阵元暣j曚m S+S jm暤=毮jj曚,就给出式

(10灡4灡11).而在非耦合表象中取矩阵元暣m曚1m曚2 SS+ m1m2暤=毮m曚1m1毮m曚2m2
就给出式(10灡4灡13).



在(2j1+1)(2j2+1)维的子空间中,氉j1m1
(1)氉j2m2

(2)是(2j1+1)(2j2+1)个彼此独

立的正交基矢,因此式(10灡4灡9)中所有系数必为零,即
(m-m1-m2)暣j1m1j2m2 jm暤=0 (10灡4灡10)

所以,当m曎m1+m2 时,暣j1m1j2m2 jm暤必为零.只当 m=m1+m2 时,暣j1m1j2

m2 jm暤才可能不为零.因此,式(10灡4灡8)中的两个求和指标实际上并非彼此独立.
例如,m2=m-m1.所以式(10灡4灡8)也可表示成

氉jm(1,2)= 暺
m1

暣j1m1j2m-m1 jm暤氉j1m1
(1)氉j2m-m1

(2) (10灡4灡8曚)

一般说来,两个表象之间的幺正变换有一个相位不定性.通常取
踿CG系数为实

踿踿踿踿
数
踿

,这只要取适当的相位就可以做到(见后).在这种相位规定下,把式(10灡4灡8曚)代
入正交归一性关系式

(氉j曚m曚,氉jm)=毮j曚j毮m曚m

在m曚=m 情况下,上式给出

暺
m曚1m1

暣j1m曚1j2m-m曚1 j曚m暤暣j1m1j2m-m1 jm暤

暳(氉j1m曚1
,氉j1m1

)(氉j2m-m曚1
,氉j2m-m1

)=毮j曚j

即

暺
m1

暣j1m1j2m-m1 j曚m暤暣j1m1j2m-m1 jm暤=毮j曚j (10灡4灡11)

利用CG系数为实数的性质,式(10灡4灡8)之逆变换可以表示为

氉j1m1
(1)氉j2m2

(2)= 暺
jm

暣j1m1j2m2 jm暤氉jm(1,2) (10灡4灡12)

上式右边求和中,m曎m1+m2 的项必为0,不再出现.利用式(10灡4灡12)及波函数

的正交归一性,得
(氉j1m1氉j2m2

,氉j1m曚1氉j2m曚2
)=毮m1m曚1毮m2m曚2

= 暺
jj曚mm曚

暣j1m1j2m2 jm暤暣j1m曚1j2m曚2 j曚m曚暤暳(氉jm,氉j曚m曚)

所以

暺
jm

暣j1m1j2m2 jm暤暣j1m曚1j2m曚2 jm暤=毮m1m曚1毮m2m曚2
(10灡4灡13)

或

暺
jm

暣j1m1j2m-m1 jm暤暣j1m曚1j2m-m曚1 jm暤=毮m1m曚1
(10灡4灡13曚)

式(10灡4灡11)及(10灡4灡13)是CG系数的幺正性及实数性的反映.

j的取值范围

在给定j1 和j2 的情况下,(m1)max=j1,(m2)max=j2.根据上面的讨论,m=m1

+m2,因此,mmax=j1+j2.按m=j,j-1,…,-j+1,-j,可知jmax=j1+j2.试问j
还可以取哪些值?jmin=?
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这个问题可以从子空间的维数分析来解决.考虑到m=m1+m2 有下列可能

合成方式:

j1+j2

j1+(j2-1),(j1-1)+j2,

j1+(j2-2),(j1-1)+(j2-1),(j1-2)+j2

…暋暋暋暋暋…暋暋暋暋暋暋暋…暋暋暋暋…
汅
…暋暋暋暋暋…暋暋暋暋暋暋暋…暋暋暋暋…

-j1-(j2-2),-(j1-1)-(j2-1),-(j1-2)-j2

-j1-(j2-1),-(j1-1)-j2

-j1-j2

所以j=(j1+j2),(j1+j2-1),暋(j1+j2-2),…
即j的取值除了jmax=j1+j2 之外,还可以取(j1+j2-1),…依次递减1(每个

j值只出现一次栙),直到jmin曒0.但jmin=? 我们注意到,对于给定j1 和j2 的态空

间,维数是(2j1+1)(2j2+1),而在作表象变换时,空间维数是不变的.对于每一个

j值,m 有(2j+1)个可能取值.从维数不变的要求,可得出

暺
j1+j2

j=jmin

(2j+1)= (2j1+1)(2j2+1) (10灡4灡14)

式(10灡4灡14)左边求和后得

1
2

[(2j1+2j2+1)+(2jmin+1)](j1+j2-jmin+1)

= (j1+j2+jmin+1)(j1+j2-jmin+1)

= (2j1+1)(2j2+1)

图10灡2

如j1曒j2,则jmin=(j1-j2).反之,如j1曑j2,则jmin=j2-j1.
总之,

jmin = j1-j2

概括起来,两个角动量j1 与j2 之和,J=j1+j2,在给定j1

与j2 值的情况下,j的取值范围为

j=j1+j2,j1+j2-1,…,j1-j2 (10灡4灡15)
这个结论可以用三角形法则

踿踿踿踿踿
形象地表示出来.三角形任

何一边不大于另外两边之和,不小于另 外 两 边 之 差,如

图10灡2.式(10灡4灡15)可简单用殼(j1j2j)表示.

·843·

栙 这是三维空间转动群SO3 是简单可约(simplyreducible)的反映.对于这种群,它的两个不可约表示

的直积约化时,每一个不可约表示只出现一次.



* 计算CG系数的一般原则

按前面分析,在给定j1 和j2 的情况下,由于mmax=j1+j2,j的极大值为(j1+j2).相应的

波函数氉j1+j2,j1+j2
(1,2)只能由氉j1j1

(1)氉j2j2
(2)构成.二者可以差模为1的因子,即

氉j1+j2,j1+j2
(1,2)=ei毮氉j1j1

(1)氉j2j2
(2)暋(毮是任意实数) (10灡4灡16)

即

暣j1j1j2j2 j1 +j2,j1 +j2暤=ei毮

习惯上取毮=0,则

暣j1j1j2j2 j1 +j2,j1 +j2暤=1 (10灡4灡17)

其次,我们来求氉j1+j2,j1+j2-1态的展开式.为此,可以利用磁量子数的降算子J- =j1- +j2-

对式(10灡4灡16)(毮=0)运算,按10灡3节,式(10灡3灡16),得

2(j1 +j2)氉j1+j2,j1+j2-1(1,2)= 2j1氉j1j1-1(1)氉j2j2
(2)+ 2j2氉j1j1

(1)氉j2j2-1(2)

即

氉j1+j2,j1+j2-1(1,2)= j1

j1+j2
氉j1j1-1(1)氉j2j2

(2)+ j2

j1+j2
氉j1j1

(1)氉j2j2-1(2)暋暋(10灡4灡18)

所以

暣j1j1 -1j2j2 j1 +j2,j1 +j2 -1暤= j1/(j1 +j2)

暣j1j1j2j2 -1j1 +j2,j1 +j2 -1暤= j2/(j1 +j2) (10灡4灡18曚)

如此继续下去,可求出j=j1+j2,及所有波函数氉j1+j2,m,m=j1+j2,j1+j2-1,…,-(j1

+j2)及相应的CG系数.
但j=(j1+j2)-1的波函数怎样求? 为此,可以利用氉j1+j2-1,j1+j2-1与氉j1+j2,j1+j2-1的正

交性.不难验证

氉j1+j2-1,j1+j2-1(1,2)=- j2

j1+j2
氉j1j1-1(1)氉j2j2

(2)+ j1

j1+j2
氉j1j1

(1)氉j2j2-1(2)暋暋(10灡4灡19)

与氉j1+j2,j1+j2-1[见式(10灡4灡18)]正交.当然,只根据正交性还不足以把氉j1+j2-1,j1+j2-1的相因子

确定下来.通常按照Condon灢Shortley约定,要求

暣氉j1j2j曚m j1z 氉j1j2jm
暤j曚=j-1 (10灡4灡20)

为非负实数
踿踿踿踿

,即规定好j曚=j-1态与j态之间的相位关系,这样,就可得出式(10灡4灡19).
按上述办法继续下去,原则上可以把所有 CG系数求出.但这种作法相当繁琐.在实际上,

我们已有更方便的公式,例如 Racah公式,来计算它们,而平常使用它们时,有现成的表可查.为
了方便,j1 或j2 取几个较小值1/2、1、3/2和2的 CG系数,分别列于表10灡1(a)~(d)中,供查

阅.对于j1暳j2=j,j1 和j2 取几个较小值情况下的CG系数的数值,可在表10灡2中查出.表中

给出1
2暳1

2
,1暳1

2
,3
2暳1

2
,1暳1,3

2暳1,2暳1
2

,2暳1,共7种情况.
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*CG系数的Racah表示式

Racah利用代数的方法,推导出CG系数的下列表示式栙(有限级数形式)

暣j1m1j2m2 j3m3暤

=毮m3m1+m2
(2j3 +1)(j1 +j2 -j3)!(j2 +j3 -j1)!(j3 +j1 -j2)!

(j1 +j2 +j3 +1){ !

暋暳 暻
i=1,2,3

(ji+mi)!(ji-mi)}!
1/2

暋暳暺 [
毻

(-1)毻毻!(j1 +j2 -j3 -毻)!(j1 -m1 -毻)!

暋暳(j2 +m2 -毻)!(j3 -j1 -m2 +毻)!(j3 -j2 +m1 +毻) ]! -1 (10灡4灡21)

求和号 暺 中,整数毻应取得使所有阶乘因子中的数是非负整数.

这个表示式可用来讨论CG系数的对称性.还可以用来进行CG系数的数值计算.

CG系数的对称性

利用CG系数的 Racah表示式,可以证明CG系数有下列对称性:

暣j1m1j2m2 j3m3暤= (-1)j1+j2-j3暣j1 -m1j2 -m2 j3 -m3暤 (10灡4灡22a)

= (-1)j1+j2-j3暣j2m2j1m1 j3m3暤 (10灡4灡22b)

= (-1)j1-m1
2j3 +1
2j2 +1

暣j1m1j3 -m3 j2 -m2暤 (10灡4灡22c)

= (-1)j2+m2
2j3 +1
2j1 +1

暣j3 -m3j2m2 j1 -m1暤 (10灡4灡22d)

= (-1)j1-m1
2j3 +1
2j2 +1

暣j3m3j1 -m1 j2m2暤 (10灡4灡22e)

= (-1)j2+m2
2j3 +1
2j1 +1

暣j2 -m2j3m3 j1m1暤 (10灡4灡22f)

暋暋* 以下简单证明一下式(10灡4灡22a)与(10灡4灡22c).式(10灡4灡22b)与(10灡4灡22a),以及式

(10灡4灡22d)与(10灡4灡22c)的证明完全相似.式(10灡4灡22e)与(10灡4灡22f)则是它们的推论.
(10灡4灡22a)的证明:在

m1,m2,m3炣-m1,-m2,-m3

以及
j1m1炣j2m2

时式(10灡4灡21)中的因子{…}是不变的;在j3炣j2,m3炣-m2 时,改变因子
(2j3+1)
(2j2+1).

其次,考虑因子 暺
毻

[…]-1,当

m1,m2,m3 曻-m1,-m2,-m3
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时,可以令

j1 +j2 -j3 -毻=毻曚
即

毻=j1 +j2 -j3 -毻曚
此时

暺
毻

[…]-1 曻(-1)j1+j2-j3暺
毻

[(-1)毻(j1 +j2 -j2 -毻曚)!毻曚!

暳(j3 -j2 +m1 +毻曚)!(j3 -j1 -m2 +毻曚)!

暳(j1 -m1 -毻曚)!(j2 +m2 -毻曚)!]-1

这里 暺
毻曚

…与式(10灡4灡21)中的 暺
毻

…完全相同.因此

暣j1 -m1j2 -m2 j3 -m3暤= (-1)j1+j2-j3暣j1m1j2m2 j3m3暤 (10灡4灡22a)

式(10灡4灡22c)的证明:
当j3炣j2,m3炣-m2 时,

暺
毻

[…]-1 曻暺
毻

[(-1)毻毻!(j1 +j3 -j2 -毻)!(j1 -m1 -毻)!(j3 -m3 -毻)!

暳(j2 -j3 +m1 +毻)!(j2 -j1 +m3 +毻)!]-1

令

j1 -m1 -毻=毻曚
即

毻=j1 -m1 -毻曚
则(注意m1+m2=m3)

暺
毻

[…]-1 曻(-1)j1-m1暺
毻曚

[(-1)毻曚(j1-m1-毻曚)!(j3-j2+m1+毻曚)!毻曚!(j3-j1-m2+毻曚)!

暳(j2-j3+j1-毻曚)!(j2+m2-毻曚)!]-1

这里 暺
毻曚

[…]-1 与式(10灡4灡21)中的暺
毻

[…]-1 相同.这样就证明了

暣j1m1j3 -m3 j2 -m2暤= (-1)j1-m1
2j2 +1
2j3 +1

暣j1m1j2m2 j3m3暤 (10灡4灡22c)

关于两个角动量的耦合系数,文献中曾经出现过多种符号,至今仍然在文献中

经常使用的有下列几种(见p灡338所引文献):

Condon和Shortley一书的符号:暣j1j2m1m2 jm暤,
Edmonds一书的符号:暣j1m1j2m2 j1j2jm暤,
Rose一书的符号:C(j1j2j,m1m2).

这些符号的定义与我们前面采用的符号暣j1m1j2m2|jm暤的定义相同.
此外,Wigner的3灢j符号也常使用.其定义如下:

j1 j2 j3

m1 m2 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
= (-1)j1-j2-m3(2j3+1)-1/2暣j1m1j2m2 j3-m3暤

(10灡4灡23)
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利用式(10灡4灡22)各式可以证明3灢j系数具有下列对称性:

(-1)j1+j2+j3
j1 j2 j3

m1 m2 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
=

j2 j1 j3

m2 m1 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
j1 j3 j2

m1 m3 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
=

j3 j2 j1

m3 m2 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

(10灡4灡24)

即两列对换奇数次,要乘上一个因子(-1)j1+j2+j3.
j1 j2 j3

m1 m2 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
=

j2 j3 j1

m2 m3 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
=

j3 j1 j2

m3 m1 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

(10灡4灡25)

即两列对换偶数次,3灢j符号不变.
j1 j2 j3

m1 m2 m
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
= (-1)j1+j2+j3

j1 j2 j3

-m1 -m2 -m
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

(10灡4灡26)

由上式可以看出,若m1=m2=m3=0则j1+j2+j3 必为偶数,否则3灢j系数为零.
3灢j系数本身虽然有很好的对称性(所以常常用来列表),但用它们来表达角

动量耦合的波函数,就稍复杂一点,即

氉j1j2jm =暺
m1m2

(-1)j1-j2+m 2j+1
j1 j2 j

m1 m2 -

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

m
氉j1m1氉j2m2暋暋 (10灡4灡27)

而幺正性表示为

暺
j2(m2)

(2j3+1)
j1 j2 j3

m1 m2 m

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

3

j1 j2 j3

m曚1 m曚2 m曚

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

3

=毮m1m曚1毮m2m曚2暋暋 (10灡4灡28)

暺
m1(m2)

j1 j2 j3

m1 m2 m

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

3

j1 j2 j曚3

m1 m2 m曚

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

3

= 1
2j3+1毮j3j曚3毮m3m曚3殼(j1j2j3)

(10灡4灡29)

暋暋练习暋利用式(10灡4灡22c)及暣j1m100j3m3暤=毮j1j3毮m1m3
,证明

暣jmj-m 00暤= (-1)j-m/ 2j+1 (10灡4灡30)

例1暋设单粒子能级的定态波函数是(j2jz)的本征态,记为毤jm ,能级与m 无关,为(2j+1)
重简并.设有两个全同粒子处于此能级上.证明:(1)交换对称态和反对称态的数目分别为

(j+1)暳(2j+1)和j(2j+1).(2)无论粒子是Bose子或Fermi子,体系的角动量J必为偶数.
对于Bose子(j=非负整数),暋暋暋J=2j,2j-2,…,2,0
对于Fermi子(j=半奇数), J=2j-1,2j-3,…,2,0
证明

(1)设两个粒子分别处于毤jm1
和毤jm2

上(j取定),则归一化的对称波函数可表示为

m1曎m2 情况,共j(2j+1)个 ,1
2

[毤jm1
(1)毤jm2

(2)+毤jm1
(2)毤jm2

(1)];
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对m1=m2 情况,共(2j+1)个,毤jm (1)毤jm (2),所以总数为(j+1)(2j+1).
归一化的反对称波函数,m1曎m2(Pauli原理),可表示为

1
2

[毤jm1
(1)毤jm2

(2)-毤jm1
(2)毤jm2

(1)]

共j(2j+1)个.可见,交换对称与反对称态的总数为(2j+1)2.这与不计及交换对称性的波函数

毤jm1
(1)毤jm2

(2),暋m1,m2 =j,j-1,…,-j+1,-j

的总数(2j+1)2 相同.这是因为,对于两粒子体系,波函数总可以经过线性叠加后,使之变成交

换对称波函数,或者交换反对称波函数,两者必居其一.对于三个或更多粒子组成的体系,此结

论不成立.(为什么?)
(2)设两个粒子角动量耦合为J,波函数表示为

氉(j2JM)= 暺
m1m2

(jm1jm2旤JM)毤jm1
(1)毤jm2

(2)

因此

P12氉(j2JM)= 暺
m1m2

(jm1jm2旤JM)毤jm1
(2)毤jm2

(1)

1炣2交换 = 暺
m1m2

(jm2jm1 JM)毤jm2
(2)毤jm1

(1)

利用CG系数对称性=(-1)2j-J 暺
m1m2

(jm1jm2 JM)毤jm1
(1)毤jm2

(2)=(-1)2j-J氉(j2JM)

对于Fermi子(j=半奇数),2j=奇数,但要求P12氉=-氉,即(-1)2j-J=-1,所以J=偶

数.Jmax=2j-1,(Jmax=2j情况,只能构成交换对称态,为什么?)因此

J= (2j-1),(2j-3),…,2,0
试验证其总数为j(2j+1).

对于Bose子(j=整数),2j=偶,但要求P12氉=氉,即(-1)2j-J=1,所以J=偶数,

J=2j,2j-2,…,2,0
从以上计算可以看出,对于两个全同粒子组成的体系

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,所构成的总角动量
踿踿踿踿踿踿踿踿

(J2,Jz)的共同本
踿踿踿踿

征态
踿踿氉(j2JM),自动保证了波函数的交换对称性

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿灡 但反之不一定成立
踿踿踿踿踿踿踿踿

,即满足交换对称性的波

函数并不一定是(J2Jz)共同本征态.
例2暋设原子中有两个价电子,处于能级Enl上.在LS耦合方案中,证明L+S必为偶数.讨

论L、S及总角动量J 的可能取值.
按LS耦合

l1 +l2=L,暋暋s1 +s2 =S,暋暋L+S=J

自旋的耦合

s1 =s2 =1/2,暋S=
1暋(对称,三重态)

0暋(反对称,单态{ )

轨道角动量的耦合

l1 =l2 =l,暋L=2l,2l-1,…,1,0
其中L=偶是对称态,L=奇是反对称态.总的波函数(对于交换全部坐标,包括自旋)要求反对

称,所以

S=0时,暋暋L=2l,2l-2,…,0
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S=1时,暋暋L=2l-1,2l-3,…,1
在两种情况下,L+S都为偶数

踿踿踿踿.但

J=L+S,L+S-1,…,L-S

对于暋S=0,暋暋J=L=偶

S=1,暋暋J=L+1,L,L-1
J可以为偶数

踿踿踿踿踿
,也可以为奇数
踿踿踿踿踿踿.

讨论上述结论与例1有无矛盾? (按jj耦合方案,似乎J必为偶数.)

提示:在本题中,如用jj耦合来分析,即j1=l1+s1,j2=l2+s2,J=j1+j2,j=? 是否只有

一个j值? 两种耦合方案得出的态数是否相同?

习暋暋题

10灡1暋设算符F与角动量算符J 对易,证明:(1)在(J2,Jz)共同本征态 jm暤下,F 平均值

与磁量子数m 无关.(2)在给定j的 jm暤态所张开的(2j+1)维子空间中,F 可表示成常数

矩阵.

10灡2暋在(J2,Jz)的共同本征态 jm暤下,证明:(1)Jx 和Jy 的任何奇幂次式的平均值为0灡
(2)在|jm暤态下,测量Jx 或Jy,可能取值为m曚=j,j-1,…,-j+1,-j,证明Jx 或Jy 取暲m
的概率相等.

10灡3暋设J为角动量算符,n与J 对易,证明[J,J·n]=in暳J(取淈=1).
10灡4暋设J为角动量算符,A为矢量算符,满足代数关系[J毩,A毬]=i毰毩毬毭A毭(取淈=1).证明

(1)A暳J+J暳A=2iA
(2)[J,J·A]=0,[J2,A]=i(A暳J-J暳A)
(3)J暳J暳A=(J·A)J-J2A+iJ暳A

(A暳J)暳J=J(A·J)-AJ2+iA暳J
(4)[J2,[J2,A]]=2(J2A+AJ2)-4J(J·A)

10灡5暋设J为角动量算符,A为矢量算符,满足[J毩,A毬]=i毰毩毬毭A毭(淈=1),证明:

(1)在(J2,Jz)共同本征态 jm暤下,(J·A)的平均值与磁量子数m 无关.

(2)暣jm曚 A jm暤=暣jm曚 J jm暤暣J·A暤
j(j+1).

10灡6暋证明(取淈=1)
(1)Jn

zJ暲 =J暲 (jz暲1)n,n=0,1,2,…
(2)exp(i毸Jz)Jxexp(-i毸Jz)=Jxcos毸-Jysin毸

exp(i毸Jz)Jyexp(-i毸Jz)=Jxsin毸+Jycos毸
提示:利用JzJ暲 =J暲 (Jz暲1),由此证明

Jn
zJ暲 =J暲 (Jz暲1)n,暋n=0,1,2,…

f(Jz)J暲 =J暲f(Jz暲1)

f(Jz)是可以展开成Jz 正幂级数的任何函数.由此证明

exp(i毸Jz)J暲exp(-i毸Jz)=J暲exp(熀i毸)
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暋暋10灡7暋设n为任意方向单位矢量,Jn=J·n,毸为实数,证明(取淈=1)

exp(i毸Jn)Jexp(-i毸Jn)=nJn+(n暳J)暳ncos毸+(n暳J)sin毸
10灡8暋两个角动量大小相等,耦合成总角动量J=j1+j2.设处于(j2

1,j2
2,J2,Jz)的共同本

征态 jjJM暤下,并设J=M=0,求测J1z和J2z的可能测值和相应的概率.

答:j1z=-j2z=j,j-1,…,-j的概率都相等,为 1
2j+1.

10灡9暋设角动量j1 与j2 耦合,J=j1+j2,处于(j2
1,j2

2,J2,Jz)的共同本征态 j1j2JM暤.试

计算j1 与j2 的平均值.
答:暣j1x暤=暣j1y暤=暣j2x暤=暣j2y暤=0

暣j1z暤=MJ(J+1)+j1(j1+1)-j2(j2+1)
2J(J+1)

暣j2z暤=MJ(J+1)+j2(j2+1)-j1(j1+1)
2J(J+1) =M-暣j1z暤

10灡10暋同上题,求暣j1j2J曚M曚 J1 j1j2JM暤曎0条件对量子数JM 的限制,即 殼J=J曚-J,

殼M=M曚-M 的允许值.
答:殼J=J曚-J曚=0,暲1

殼M=M曚-M=0,暲1

10灡11暋设体系处于(J2,Jz)的共同本征态 jm=j暤= jj暤.设z曚轴与z 轴夹角为毴,求在

jj暤态下测得Jz曚=j的概率毐(毴).先讨论j=1/2的情况,然后讨论一般情况.
答:P(毴)=(cos毴/2)4j

10灡12暋设粒子处于(l2,lz)的共同本征态 Y0
2,求lx 的可能测值及相应的概率.

答:lx 的可能测值为暋2,暋1,暋0,暋-1,暋-2,

相应的概率为 3
8

,0, 1
4

,暋0, 3
8

10灡13暋在(l2,lz)表象中,l=1的子空间是几维? 求lx 在此子空间中的矩阵表示式.再利

用矩阵形式求出lx 的本征值及本征态.
答:l=1的子空间为3维.lx 的本征值为m淈,m=0,暲1.对应的本征矢分别为

1
2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

1
0
1

,暋 1
2

1

2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

1

,暋 1
2

1

- 2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

1
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第11章暋束缚定态微扰论

11灡1暋一 般 讨 论

体系的能量本征值问题,除了少数简单体系(例如谐振子,氢原子等)外,往往

不能严格求解.因此,在处理各种实际问题时,除了采用适当的模型以简化问题外,
往往还需要采用合适的近似解法.例如微扰论,变分法,绝热近似,准经典近似等.
各种近似方法都有其优缺点和适用范围,其中应用最广泛的近似方法就是微扰论.

设体系的 Hamilton量为 H(不显含t),能量本征方程为

H旤氉暤=E旤氉暤 (11灡1灡1)

E 为能量本征值.此方程的求解,一般都比较困难.假设 H 可以分为两部分,

H =H0+H曚 (11灡1灡2)
设 H0 的本征值和本征函数比较容易解出

踿踿踿踿踿踿
,或已有现成的解
踿踿踿踿踿踿踿

(不管是用什么方法).
从经典物理来理解,与 H0 相比,H曚是一个小量,称为微扰,(在量子力学中,微扰

的确切含义,见后面的讨论.)因此,可以在 H0 的本征解的基础上,把 H曚的影响逐

级考虑进去,以求出方程(11灡1灡1)的尽可能精确的近似解.微扰论的具体形式多种

多样,但其基本精神都相同,即按微扰
踿踿

(视为一级小量
踿踿踿踿踿踿

)进行逐级展开
踿踿踿踿踿踿.

设 H0 的本征方程

H0旤氉
(0)
n毻 暤=E(0)

n 旤氉
(0)
n毻 暤,暋暋毻=1,2,…,fn

暣氉
(0)
n毻 旤氉

(0)
m毺 暤=毮mn毮毺毻

(11灡1灡3)

的本征值E(0)
n 和正交归一本征态|氉

(0)
n毻 暤已解出.E(0)

n 可能是不简并的(fn=1),也
可能是简并的(fn曒2).按微扰论的逐级展开的精神,令

旤氉暤=旤氉
(0)暤+旤氉

(1)暤+旤氉
(2)暤+…

E=E(0)+E(1)+E(2)+…
(11灡1灡4)

以下约定:波函数的各级高级近似解与零级近似解都正交
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即
暣氉

(0)旤氉
(s)暤=0,暋暋s=1,2,3,… (11灡1灡5)

把式(11灡1灡4)代入式(11灡1灡1),比较等式两边的同量级项,可得出各级近似下的能

量本征方程

暋暋(H0-E(0))|氉
(0)暤=0 (11灡1灡6a)

暋暋(H0-E(0))|氉
(1)暤=(E(1)-H曚)|氉

(0)暤 (11灡1灡6b)

暋暋(H0-E(0))|氉
(2)暤=(E(1)-H曚)|氉

(1)暤+E(2)|氉
(0)暤 (11灡1灡6c)

暋暋(H0-E(0))|氉
(3)暤=(E(1)-H曚)|氉

(2)暤+E(2)|氉
(1)暤+E(3)|氉

(0)暤 (11灡1灡6d)

暋暋……
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式(11灡1灡6b),(11灡1灡6c),(11灡1灡6d)两边左乘暣氉
(0)|(求标积),并利用式(11灡1灡5),

可以得出能量的各级修正

E(1)= 暣氉
(0)旤H曚旤氉

(0)暤 (11灡1灡7a)

E(2)= 暣氉
(0)旤H曚旤氉

(1)暤 (11灡1灡7b)

E(3)= 暣氉
(0)旤H曚旤氉

(2)暤 (11灡1灡7c)
式(11灡1灡6c)两边左乘暣氉

(1)|,得
暣氉

(1)旤(H0-E(0))旤氉
(2)暤= 暣氉

(1)旤(E(1)-H曚)旤氉
(1)暤

式(11灡1灡6b)两边左乘暣氉
(2)|,并利用(11灡1灡7c)式,得

暣氉
(2)旤(H0-E(0))旤氉

(1)暤=0-暣氉
(2)旤H曚旤氉

(0)暤=-E(3)

利用 H0 的厄米性,以上两式的左边应相等,因而得出

E(3)= 暣氉
(1)旤H曚-E(1)旤氉

(1)暤 (11灡1灡7d)
利用(11灡1灡7d)式,可以直接用微扰一级近似波函数

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
(而不需用二级近似波函数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

)
来计算能量三级近似
踿踿踿踿踿踿踿踿踿E(3).

11灡2暋非简并态微扰论

首先假设,在不考虑微扰时,体系处于非简并能级
踿踿踿踿踿E(0)

k (fk=1),即

E(0)=E(0)
k (11灡2灡1)

(E(0)
k 可以是任何一个非简并能级,但在计算前要约定),因而相应的零级能量本征

函数是完全确定的,即

旤氉
(0)暤=旤氉

(0)
k 暤 (11灡2灡2)

以下分别计算各级微扰近似.

1灡 一级近似

设一级微扰近似波函数表示为

旤氉
(1)暤= 暺

n
a(1)

n 旤氉
(0)
n 暤 (11灡2灡3)

注意:上式右边求和中,E(0)
n 可能是不简并的

踿踿踿踿
(fn=1),也可能是简并的

踿踿踿踿踿踿踿
(fn曒2).为

表述简洁,上式中|氉
(0)
n 暤的n标记一组完备量子数,简并量子数未明显写出

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
将式(11灡2灡1),(11灡2灡2),(11灡2灡3)代入11灡1节式(11灡1灡6b)得

(H0-E(0))暺
n
a(1)

n 旤氉
(0)
n 暤= (E(1)-H曚)旤氉

(0)
k 暤

两边左乘暣氉
(0)
m |(求标积),利用 H0 本征态的正交归一性,得

(E(0)
m -E(0)

k )a(1)
m =E(1)毮mk -H曚mk (11灡2灡4)

式中

H曚mk = 暣氉
(0)
m 旤H曚旤氉

(0)
k 暤

式(11灡2灡4)中,m=k时,得
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E(1)=E(1)
k =H曚kk = 暣氉

(0)
k 旤H曚旤氉

(0)
k 暤 (11灡2灡5)

而m曎k时,得

a(1)
m = H曚mk

E(0)
k -E(0)

m
,暋暋(m 曎k) (11灡2灡6)

因此,按11灡1节式(11灡1灡5)的约定,在一级近似下,能量本征值和本征函数分别为

Ek =E(0)
k +H曚kk (11灡2灡7a)

旤氉k暤=旤氉
(0)
k 暤+旤氉

(1)
k 暤=旤氉

(0)
k 暤+暺

n
曚 H曚nk
E(0)

k -E(0)
n

旤氉
(0)
n 暤(11灡2灡7b)

上式中 暺
n
曚表示对n 求和时,n=k项必须摒弃.

2灡 二级近似

把式(11灡2灡2),(11灡2灡3),(11灡2灡6)代入11灡1节式(11灡1灡7b),得

E(2)=E(2)
k = 暣氉

(0)
k 旤H曚旤氉

(1)
k 暤= 暺

n
曚 旤H曚nk旤2

E(0)
k -E(0)

n
(11灡2灡8)

此即能量的二级修正.所以在准确到二级近似下,能量的本征值为

Ek =E(0)
k +H曚kk +暺

n
曚 旤H曚nk旤2

E(0)
k -E(0)

n
(11灡2灡9)

同理,用式(11灡2灡3),(11灡2灡5),(11灡2灡6)代入11灡1节式(11灡1灡7d),得

E(3)=E(3)
k =暣氉

(1)
k |H曚-E(1)|氉

(1)
k 暤

=暺
n
曚暺

m
曚 H曚knH曚nmH曚mk

(E(0)
k -E(0)

n )(E(0)
k -E(0)

m )-H曚kk暺
n
曚 H曚knH曚nk

(E(0)
k -E(0)

n )2 (11灡2灡10)

此即能量的三级修正.类似,可得到能量的各级修正.
还可以证明,在二级近似下,波函数可以表示为

暋|氉k暤=|氉
(0)
k 暤+暺

n
曚 H曚nk

(E(0)
k -E(0)

n )|氉
(0)
n 暤

+暺
m
曚 暺

n
曚 H曚mnH曚nk

(E(0)
k -E(0)

m )(E(0)
k -E(0)

n )-
H曚mkH曚kk

(E(0)
k -E(0)

m ){ }2 |氉
(0)
m 暤 (11灡2灡11)

讨论

(1)由式(11灡2灡6)~(11灡2灡11)可以看出,非简并态的微扰论逐级展开的收敛

性要求

H曚nk
E(0)

k -E(0)
n

烆1,暋暋(所有n曎k) (11灡2灡12)

因此,如在E(0)
k 能级邻近存在另外的能级E(0)

n (即它们接近于简并),则微扰论展开

的收敛性就很差.特别是有简并的情况,上述微扰论公式就完全不适用.注意,式
(11灡2灡12)只是非简并态微扰论近似成立的必要条件.微扰论逐级展开的收敛性是

一个很复杂的问题.
(2)用微扰论处理具体问题时,要恰当地选取 H0.在有些问题中,H0 和 H曚的
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划分是很明显的,例如在Stark效应和Zeeman效应中,分别把外电场和外磁场的

作用看成微扰.但在有些问题中,特别是在某些模型理论计算中,往往是根据如何

使计算简化来决定 H0 和 H曚的划分,同时兼顾计算结果的精确度
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.即一方面要求

H0 的本征解的计算比较容易,或 H0 的本征解已知(不管它是怎样求出的),还要

求 H曚的矩阵元的计算也较容易.另一方面,又要求 H 的主要部分尽可能包含在

H0 中,使 H曚的矩阵元比较小,以保证式(11灡2灡12)成立,使微扰论计算收敛较快,
因为高级微扰修正的计算是很麻烦的.

(3)计算中,要充分利用
踿踿踿踿 H曚的对称性

踿踿踿踿
以及相应的选择规则

踿踿踿踿
,以省掉一些不必要

的计算.

例1暋电介质的极化率

考虑各向同性电介质在外电场作用下的极化现象.当没有外电场作用时,介质中的离子在

其平衡位置附近作小振动,可视为简谐运动.设沿x方向加上一均匀外电场E,对于带电q的离

子,Hamilton量为

H =-淈2

2m
d2

dx2 + 1
2m氊2

0x2 -qEx (11灡2灡13)

因为外电场沿x方向,对y、z方向的振动不发生影响,故略去不加讨论.取

H0 =-淈2

2m
d2

dx2 + 1
2m氊2

0x2

H曚=-qEx (11灡2灡14)

H0 即谐振子 Hamilton量,其本征函数为(见3灡4节)

氉
(0)
n (x)=Nnexp - 1

2a2x( )2 Hn(ax)

毩= m氊0/淈
(11灡2灡15)

Nn 为归一化常数.相应的能量本征值为

E(0)
n = n+( )1

2 淈氊0,暋暋n=0,1,2,… (11灡2灡16)

以下计算外加电场对某条约定的能级k的修正.利用矩阵元公式

xnk = 1
毩

k+1
2 毮n,k+1 + k

2毮n,k-
æ
è
ç

ö
ø
÷

1 (11灡2灡17)

可求出

Ek =E(0)
k +H曚kk +暺

n
曚 旤H曚nk旤2

E(0)
k -E(0)

n
暋暋(注意:H曚kk =0)

= k+( )1
2 淈氊0 +q2E2

淈氊0 暺n曚
xnk

2

(k-n)

= k+( )1
2 淈氊0 +q2E2

淈氊0
(xk-1,k

2 - xk+1,k
2)

= k+( )1
2 淈氊0 -q2E2

2m氊2
0

(11灡2灡18)

即所有能级都下移了q2E2/2m氊2
0,这对于能谱形状(均匀分布)并无影响.但波函数将发生改变,
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一级微扰近似波函数为

氉k(x)=氉
(0)
k (x)+暺

n
曚 H曚nk

(E(0)
k -E(0)

n )氉
(0)
n (x)

=氉
(0)
k (x)+qE

淈氊0

1
毩

k+1
2 氉

(0)
k+1(x)- k

2氉
(0)
k-1(x[ ]) (11灡2灡19)

即原来零级波函数氉
(0)
k 中,混进了与它邻近的两条能级的波函数氉

(0)
k暲1.

在不加外电场时,在具有确定宇称的氉
(0)
k 态下,粒子位置的平均值

x暋- = (氉
(0)
k ,x氉

(0)
k )=0

这是很自然的,因为本来我们的坐标原点就取在谐振子的平衡位置.当加上外电场时,粒子平衡

位置将发生偏离,用式(11灡2灡19)及(11灡2灡17),不难求出

x暋- =(氉k,x氉k)=2qE
淈氊0

1
毩

k+1
2 xk,k+1 - k

2xk,k-
æ
è
ç

ö
ø
÷

1 = qE
m氊2

0
(11灡2灡20)

即平衡位置偏离了qE/m氊2
0.正离子沿电场方向挪了 q E/m氊2

0,而负离子则沿电场相反方向挪

动了 q E/m氊2
0.因此,由于外电场而产生的电偶极矩为

D =2 q E
m氊2

0
q =2q2E/m氊2

0 (11灡2灡21)

极化率定义为毷=D/E,

毷=2q2/m氊2
0 (11灡2灡22)

讨论

本题可严格求解,并可以与微扰论计算结果比较.在Schr昳dinger方程

-淈2

2m
d2

dx2氉+ 1
2m氊2

0x2 -qE( )x 氉=E氉 (11灡2灡23)

中,令

毼=毩x,毩= m氊0/淈 (11灡2灡24)

则

d2

d毼2氉- 毼2 - 2qE
氊0 m淈氊0

æ
è
ç

ö
ø
÷毼氉=-2E

淈氊0
氉 (11灡2灡25)

再令

毼0 =qE/氊0 m淈氊0,暋毲=毼-毼0,暋毸= 2E
淈氊0

+毼2
0 (11灡2灡26)

则

d2

d毲2氉-毲2氉+毸氉=0 (11灡2灡27)

上式与谐振子的能量本征方程完全相同[见3灡4节式(3灡4灡8)].只当毸=2n+1(n=0灡1,2,…)

时,才能得到在全空间有界的解,即能量可能取值为

En = n+( )1
2 淈氊0 - 1

2毼2
0淈氊0 = n+( )1

2 淈氊0 -q2E2

2m氊2
0

(11灡2灡28)

与微扰论计算结果式(11灡2灡18)完全相同.相应的本征函数为

氉n =Nnexp - 1
2毲( )2 Hn =Nnexp - 1

2
(毼-毼0)[ ]2 Hn(毼-毼0)

=Nnexp - 1
2毩2(x-x0)[ ]2 Hn(毩(x-x0)) (11灡2灡29)
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其中

x0 =毼0/毩=qE/m氊2
0

是有外电场E的情况下,谐振子的新的平衡点的位置,与式(11灡2灡20)的结果是相同的.当然,波
函数(11灡2灡29)与一级微扰波函数(11灡2灡19)并不完全相同.但如式(11灡2灡29)对毼作 Taylor展

开,准确到微扰(即E)的一次幂项,并利用 Hermite多项式的递推关系,可证明它与式(11灡2灡19)

波函数相同.
值得注意,当无外电场时,x0=0,式(11灡2灡29)即谐振子的基态波函数氉0(x).而均匀外电场

E的影响,相当于把波函数氉0(x),变成氉0(x-x0),x0=qE/m氊2
0.但对原来的谐振子的 Hamilton

量 H0 来讲,氉0(x-x0)不再是它的基态,也不是它的本征态,而是 H0 的无穷多个本征态的叠

加,这就是应用极为广泛的谐振子相干态,是Schr昳dinger在1926年发现的.它具有很多重要的

特性,例如具有最小的不确定度 殼x殼p=淈/2,波包不扩散,波包中心的运动与经典谐振子完全

相同.
例2暋基态氢原子的极化率(Stark效应)

设氢原子处于基态,沿z方向加上均匀电场E,电场可视为微扰,试求基态波函数的一级修

正和能量的二级修正,电偶极矩和极化率.
在无外加电场时,氢原子基态波函数为

氉
(0)
(r) = 1

毿a3
exp(-r/a),暋a=淈2/毺e2(Bohr半径) (11灡2灡30)

(零级)能量为

E(0) =-e2

2a
(11灡2灡31)

而

H0氉
(0) = -淈2

2毺

殼

2-e2

( )r 氉
(0) =E(0)

氉
(0) (11灡2灡32)

视外加电场为微扰,

H曚=eEz=eErcos毴 (11灡2灡33)

由于氉
(0)具有确定宇称(偶),H曚又为奇宇称算符,所以能量一级修正必为0,即

E(1) = (氉
(0),eEz氉

(0))=0 (11灡2灡34)

如直接利用公式(11灡2灡8)去计算二级能量修正,将碰到一个无穷级数求和,比较麻烦,所以下面

换一个途径来计算.
按11灡1节式(11灡1灡6b),一级修正波函数满足

(H0 -E(0))氉
(1) = (E(1)-H曚)氉

(0) =-eErcos毴氉
(0) (11灡2灡35)

考虑到氉
(0)和 H0 均为球对称,可知氉

(1)只能写成下列形式

氉
(1) =氉

(0)f(r)cos毴,暋lim
r曻0

f(r)=0 (11灡2灡36)

f(r)待求.将上式代入式(11灡2灡35),利用

殼

2氉
(1) =f(r)cos毴

殼

2氉
(0)+氉

(0) 殼

2[f(r)cos毴]+2[

殼

cos毴f(r)]·

殼

氉
(0)

殼

2= 1
r

灥2

灥r2r- l2

r2淈2

cos毴曍 Y0
1

殼

2[f(r)cos毴]=cos毴 1
r

d2

dr2(rf)- 2
r2[ ]f
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[

殼

cos毴f(r)]·

殼

氉
(0) =cos毴df

dr
·d氉

(0)

dr =-cos毴
a

df
dr氉

(0)

可求出f(r)满足下列方程:

1
2r

d2

dr2(rf)- 1
a

df
dr- f

r2 = E
ear

(11灡2灡37)

用级数解法不难求出[利用边条件lim
r曻0

f(r)=0]

f(r)=-Ea2

e
r
a + 1

2
r( )a[ ]

2
(11灡2灡38)

因此

氉
(1) =-Ea2

e
r
a + 1

2
r( )a[ ]

2

氉
(0)cos毴 (11灡2灡39)

按微扰论修正公式[见11灡1节式(11灡1灡7b)]

E(2) = (氉
(0),H曚氉

(1))

用式(11灡2灡33)与(11灡2灡39)代入,得

E(2) =eE(氉
(0),rcos2毴f(r)氉

(0))= 1
3eE(氉

(0),rf(r)氉
(0))

=- 1
3E2a3 氉

(0), r( )a
2

+ 1
2

r( )a[ ]
3

氉
(0( ))

=- 1
3E2a3 3+15( )4 =- 9

4E2a3 (11灡2灡40)

此即氢原子基态能级的二级修正(曍E2).
电偶极矩算符为

D=-er (11灡2灡41)

平均值

暣D暤=-e(氉,r氉)=-e(氉
(0)+氉

(1),r(氉
(0)+氉

(1))) (11灡2灡42)

利用氉
(0)及氉

(1)的对称性,易知暣Dx暤=暣Dy暤=0,而

暣Dz暤=-2e(氉
(0),z氉

(1))=- 2
EE(2) = 9

2Ea3 (11灡2灡43)

所以电极化率

毷=- 灥2

灥E2E
(2) = 暣Dz暤/E= 9

2a3 (11灡2灡44)

例3暋外电场中的平面转子

设转子的转动惯量为I,并具有电偶极矩D(图11灡1).沿x方向加上均匀电场E,则转子与

图11灡1

电场的作用能为

H曚=-D·E=-DEcos氄 (11灡2灡45)

无外场作用时,转子 Hamilton量为

H0 =L2
氄

2I=-淈2

2I
d2

d氄2 (11灡2灡46)

其本征方程为

-淈2

2I
d2氉
d氄2 =E氉 (11灡2灡47)

本征函数可取为
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氉
(0)
m (氄)= 1

2毿
eim氄 (11灡2灡48)

m =0,暲1,暲2,…

相应的能量本征值为

E(0)
m =淈2m2

2I
(11灡2灡49)

能级是二重简并的(m=0能级除外).先讨论外电场E较弱的情况,此时 H曚可视为微扰.微扰的

影响一般要用简并态微扰论来处理.但考虑到微扰的下列选择定则

暣m曚 H曚 m暤=-DE
2毿曇

2毿

0
d氄exp[i(m-m曚)毤]cos氄

=-DE
2

(毮曚m,m+1 +毮曚m,m-1) (11灡2灡50)

显然,微扰对所有能级的一级修正均为0,H曚mm =0.如果我们局限于只考虑能量的二级修正,则

除 m =1能级之外,仍然可以用非简并态微扰论来处理.(m =1能级的两个简并态 m=

+1与m=-1可以通过中间态m=0在二级微扰作用下耦合起来,需用简并态微扰论来处理.)

所以,除 m =1能级外,能量的二级微扰修正为

毸2E(2) =暺
m曚
曚

暣m曚 H曚 m暤2

E(0)
m -E(0)

m曚

=1
4D2E2·2I

淈2
1

m2 -(m-1)2 + 1
m2 -(m+1)[ ]2

=D2E2I
淈2

1
4m2 -1

(11灡2灡51)

对于基态(m=0),能级二级修正<0.对于激发态(m>1),能量修正>0.
波函数的一级修正为

氉m =氉
(0)
m +暺

m曚
曚

暣m曚 H曚 m暤
E(0)

m -E(0)
m曚

氉
(0)
m曚

=eim氄

2毿
1+DEI

淈2
ei氄

2m+1- e-i氄

2m-( )[ ]1
(11灡2灡52)

暋暋 氉m(氄)2 = 1
2毿 1+DEI

淈2
4misin氄-2cos氄

4m2 -( )1
2

(11灡2灡53)

这表明转子在空间取向的概率分布不再是各向同性,而依赖于它与外电场方向的夹角.对于基

态(m=0),

旤氉0(氄)旤2 = 1+2DEI
淈2 cos( )氄

2

2毿 (11灡2灡54)

所以转子顺电场方向的概率较大,而反电场方向的概率较小.
与上相反,若所加外电场极强(电场很“强暠,是指毩烅1,即E烅淈2/ID),显然不能看成微扰.

从物理上来看,偶极子将尽量与外电场E的取向一致,使能量最低,即转子电偶极矩D 的指向局

限于氄烆1的小角度范围内.此时

H =-淈2

2I
d2

d氄2 -DEcos氄曋-淈2

2I
d2

d氄2 -DE 1- 1
2氄( )2

=-淈2

2I
d2

d氄2 +DE
2氄2 -DE (11灡2灡55)
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除了一个常数项-DE之外,H 描述一个简谐振子.自然振动角频率为氊= DE
I .特征角度变化

范围是毩-1,毩= I氊/淈= IDE
淈( )2

1/4

.此时基态波函数为

氉0(氄)= 毩
毿1/4exp - 1

2毩2氄( )2 (11灡2灡56)

相应能量为

E0 = 1
2淈氊-DE= 1

2淈 DE
I -DE (11灡2灡57)

转子变成一个谐振子,其电偶极矩 D 的指向在外电场 E方向左右摆动,角度幅度曍毩-1 曍
(IDE)-1/4.

例4暋氦原子基态能量

氦原子及类氦离子(Li+ ,Be2+ ,B3+ ,C4+ 等)是最简单的多电子原子,原子核带电+Ze,核外有

两个电子.若采用原子单位(即取淈=me=e=1),原子的 Hamilton量可表示为(忽略原子核运动)

H =- 1
2

(

殼

2
1+

殼

2
2)- Z

r1
- Z
r2

+ 1
r12

(11灡2灡58)

见图11灡2,r1 与r2 分别代表两个电子与原子核的距离,r12是两个电子之间的距离.上式右边最

后一项代表两个电子的Coulomb排斥力,中间两项代表原子核对电子的Coulomb引力能.

图11灡2暋氦原子

氦原子是一个三体问题,迄今还不能严格求解.下面用

微扰论来近似求解它的基态能量.

H = H0 +H曚,暋暋H曚= 1
r12

(11灡2灡59)

因为 H 不含自旋变量,自旋波函数与空间坐标波函数可以

分离.对于氦原子基态,两个电子都处于能量最低的状态

(1s)态,氦原子的基态波函数近似为

氉0 =毤0(r1,r2)氈0(s1z,s2z) (11灡2灡60)

波函数的空间部分为

毤0(r1,r2)=氉100(r1)氉100(r2) (11灡2灡61)

对两个电子交换空间坐标是对称的,而波函数的自旋部分氈0(s1z,s2z)是两个电子的自旋单态

(已归一化,见9灡4节),对两电子自旋坐标交换是反对称的.在不计及电子之间 Coulomb斥力

时,波函数(11灡2灡60)相应的能量为2 -Z2·( )1
2 =-Z2(原子单位).(注意:类氢原子能级En

=-1
2
Z2

n2 ,对于1s态,n=1.)能量的微扰论一级近似为

暣氉0 H曚 氉0暤=暣毤0
1
r12

毤0暤=犽d3x1d3x2旤氉100(r1)旤2旤氉100(r2)旤2/r12 (11灡2灡62)

式中

氉100(r)=Z3/2

毿
e-Zr (11灡2灡63)

利用积分公式(见暡注暢)

犽d3x1d3x2
exp[-2Z(r1 +r2)]

r12
=5毿2

8Z5 (11灡2灡64)
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可求出

H曚=1/r12 = 5
8Z

因此,在微扰论一级近似下,氦原子(或类氦离子)的基态能量为

E=-Z2 + 5
8Z暋暋(原子单位) (11灡2灡65)

暡注暢利用公式

1
r12

= 1
旤r1 -r2旤=

1
r2暺

曓

l=0

r1

r( )
2

l

Pl(cos毴12) r1 <r2

1
r1暺

曓

l=0

r2

r( )
1

l

Pl(cos毴12) r2 <r

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

(11灡2灡66)

及

Pl(cos毴12)= 4毿
2l+1暺

l

m=-l
Ym*

l (毴1,氄1)Ym
l (毴2,氄2) (11灡2灡67)

代入积分式(11灡2灡64)左侧,得

I(Z)=犽d3x1d3x2
exp[-2Z(r1 +r2)]

r12
(11灡2灡68)

考虑到 Ym
l 积分的正交归一性,式(11灡2灡66)各项中只有l=0项对I(Z)有贡献.由此得出

I(Z)=(4毿)2曇
曓

0
r2

2dr2exp(-2Zr2)

暳 1
r2曇

r2

0
r2

1exp(-2Zr1)dr1 +曇
曓

r2
r1exp(-2Zr1)dr[ ]1

=5毿2/8Z2 (11灡2灡69)

暋暋计算结果与实验观测值的比较,见表11灡1.实验上通常是测量原子的离化能I———即从原

子中剥夺一个电子(使之电离)所需的能量.对于氦原子或类氦离子,当夺去一个电子后,剩下一

个电子仍处于1s轨道,按类氢原子能量公式,它的能量为-Z2/2.因此,离化能的一级微扰论计

算结果为

I= (-Z2/2)- -Z2 + 5
8( )Z = Z

2
(Z-5/4) (11灡2灡70)

从表11.1可以看出,E和I的计算值与观测值符合得不错,特别是Z 愈大的离子,计算值与观

测值的相对偏离愈小.这是很自然的,因为对于Z 愈大的离子,相对于原子核的 Coulomb吸引

力来说,电子之间Coulomb斥力的重要性就愈小.

表11灡1暋类氦离子的基态能量及离化能(eV)

类氦离子 Z E实 E计(微扰) E计(变分法) I实a) I计(微扰) I计(变分法)

He 2 -79灡010 -74灡828 -77灡485 24灡590 20灡408 23灡065
Li+ 3 -198灡087 -193灡871 -196灡528 75灡642 71灡426 74.083

Be++ 4 -371灡574 -367灡335 -369灡992 153灡894 149灡655 152灡312
B+++ 5 -599灡495 -595灡219 -597灡876 259灡370 255灡094 257灡751
C4+ 6 -881灡876 -877灡523 -880灡180 392灡096 387灡743 390灡400
N5+ 7 -1218灡709 -1214灡246 -1216灡903 552灡064 547灡601 550灡258
O6+ 8 -1610灡016 -1605灡39 -1608灡047 739灡296 734灡670 737灡327

暋暋a)实验数据取自 HandbuchderPhysik,Bd.35,p.240,H.A.BetheandE.E.Salpeter,Quantum

MechanicsofOne灢andTwo灢ElectronSystems.
变分法的计算结果,见14灡1节.
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例5暋VanderWaals力

两个中性原子(或分子),当它们的距离R比原子(或分子)本身的大小要大得多时,相互作

用能与R6 成反比,即为

-A/R2暋暋(A 为正常数) (11灡2灡71)

这就是平常所谓 VanderWaals引力.它们是原子(或分子)之间的电偶极 偶极作用.下面以两

个氢原子为例,用微扰论二级近似求 VanderWaals力公式.

图11灡3

如图11灡3,a与b 是两个氢原子核,1与2
代表两个电子.在讨论电子运动时,原子核的动

能可忽 略 不 计 (Born灢Oppenheimer近 似,参 阅

14灡2节),此时

H=H0+H曚 (11灡2灡72)

H0=-淈2

2m
(

殼

2
1+

殼

2
2)-e2

r1
-e2

r2

H曚=e2

R+e2

r12
-e2

ra2
-e2

rb1

H0 描述的是无相互作用的两个原子,H曚代表两个原子之间的Coulomb相互作用.
当R烅a(Bohr半径)时,H曚可近似表示为两个原子的电偶极矩D1=-er1 和D2=-er2 之

间的相互作用,即

H曚= 1
R3[D1·D2 -3(D1·eR)(D2·eR)] (11灡2灡73)

其中

eR =R/R
设氢原子处于基态.由于两个原子相距较远,它们的电子的波函数重叠很小,可以略去波函

数的交换对称性,体系的零级波函数可表示为

氉0 =氉100(r1)氉100(r2) (11灡2灡74)

由于氉100是偶函数,而r1 与r2 都是奇宇称算符,所以

(氉0,H曚氉0)=0 (11灡2灡75)

即一级微扰无贡献.而二级微扰修正为

E(2) = 暺
k
曚

暣0 H曚k暤2

E(0)
0 -E(0)

k

这里k标记各激发态的全部量子数.因为E(0)
k >E(0)

0 ,所以得到E(2)<0.又 H曚曍1/R3,所以得出

E(2) =-A/R6暋暋(A 为正常数) (11灡2灡76)

这就是 VanderWaals力的相互作用能.

11灡3暋简并态微扰论

实际问题中,特别是处理体系的激发态时,常常碰到简并态或近似简并态.此
时,非简并态微扰论是不适用的.这里首先碰到的困难是:零级能量给定后

踿踿踿踿踿踿踿
,对应的
踿踿踿

零级波函数并未确定
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,这是简并态微扰论首先要解决的问题.体系能级的简并性与
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体系的对称性密切相关.当考虑微扰之后,如体系的某种对称性受到破坏,则能级

可能分裂,简并将被部分解除或全部解除.因此在简并态微扰论中
踿踿踿踿踿踿踿踿

,充分考虑体系
踿踿踿踿踿踿

的对称性及其破缺是至关重要的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

假设不考虑微扰时,体系处于某简并
踿踿

能级E(0)
k (fk 重简并),即

E(0)=E(0)
k (11灡3灡1)

与非简并态不同的是,此时零级波函数还不能完全确定,但其一般形式必为

旤氉
(0)暤= 暺

fk

毺=1
a毺旤氉

(0)
k毺 暤 (11灡3灡2)

用式(11灡3灡1)和(11灡3灡2)代入11灡1节式(11灡1灡6b),得
(H0-E(0)

k )旤氉
(1)暤=(E(1)-H曚)旤氉

(0)暤

=(E(1)-H曚)暺
毺
a毺旤氉

(0)
k毺 暤

左乘暣氉
(0)
k毺曚|(取标积),考虑到11灡1节式(11灡1灡5)的约定,得

暺
毺

(H曚毺曚毺 -E(1)毮毺曚毺)a毺 =0 (11灡3灡3)

此即零级波函数(11灡3灡2)中展开系数a毺 满足的齐次线性方程组.它有非平庸解的

充要条件为

det旤H曚毺曚毺 -E(1)毮毺曚毺旤=0 (11灡3灡4)
上式是E(1)的fk 次幂方程.(有些书上称之为久期方程(secularequation),是从天体

力学的微扰论中借用来的术语.)根据H曚的厄米性,方程(11灡3灡4)必然有fk 个实根,
记为E(1)

k毩 ,毩=1,2,…,fk.如fk 个根E(1)
k毩 无重根,分别把每一个根E(1)

k毩 代入方程

(11灡3灡3),即可求得相应的解,记为a毩毺,毺=1,2,…,fk.于是得出新的零级波函数

旤毤(0)
k毩 暤= 暺

fk

毺=1
a毩毺旤氉

(0)
k毺 暤 (11灡3灡5)

它相应的准确到一级微扰修正的能量为

E(0)
k +E(1)

k毩 (11灡3灡6)
则原来的fk 重简并能级E(0)

k 将完全解除简并,分裂为fk 条.所相应的波函数和能

量本征值由式(11灡3灡5)和(11灡3灡6)给出.但如E(1)
k毩 有重根,或一部分有重根,则能

级简并尚未完全解除.凡未完全解除简并的能量本征值,相应的零级波函数仍是不

确定的.

例1暋氢原子光谱的Stark效应

把原子置于外电场中,则它发射的光谱线会发生分裂,此即Stark效应.下面考虑氢原子光

谱的Lyman线系的第一条谱线(n=2曻n=1)的Stark分裂.
在不计及电子自旋时,氢原子的基态(n=1)不简并,但第一激发态(n=2)则是四重简并的,

对应于能级

E2 =-e2

2a
1
22 (11灡3灡7)
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的4个零级波函数|2lm暤为

旤200
2s态

暤,旤210暤,旤211暤,旤21-1掯 掲掱梺梺梺梺梺 梺梺梺梺梺
暤

2p态

(11灡3灡8)

为了方便,对它们进行编号,依次记为|1暤,|2暤,|3暤,|4暤.
设沿z轴方向加上均匀外电场E,它对电子(荷电-e)的作用能为

H曚=eEz=eErcos毴 (11灡3灡9)

考虑到

[H曚,lz]=0 (11灡3灡10)

lz 仍保持为守恒量,再考虑到cos毴~Y0
1(毴),所以微扰 H曚具有如下选择定则:殼m=0,殼l=暲1,

即只当m 相同而且l相差1的诸量子态之间的 H曚矩阵元才可能不为零.具体计算 H曚矩阵元

时,可利用公式[附录四,式(A4灡37)]

cos毴Ym
l =

(l+1)2 -m2

(2l+1)(2l+3)Y
m
l+1 + l2 -m2

(2l-1)(2l+1)Y
m
l-1

计算结果,不为零的矩阵元为

暣1 H曚 2暤= 暣2 H曚 1暤=-3e2Ea (11灡3灡11)

因此,方程(11灡3灡3)表示为

-E(1) -3e2Ea 0 0

-3e2Ea -E(1) 0 0

0 0 -E(1) 0

0 0 0 -E(1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

)

a1

a2

a3

a

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

4

=0 (11灡3灡12)

注意,由于微扰 H曚的选择定则(殼m=0),氢原子的第一激发态(n=2)的四维态空间可分解成3
个不变子空间(m=0,+1,-1),维数分别为2,1,1.方程(11灡3灡12)有非平庸解的充要条件为系

数行列式为0,解之得

E(1) =暲3e2Ea,0,0 (11灡3灡13)

对于根E(1)=3e2Ea,方程(11灡3灡12)的解为a2/a1=-1,a3=a4=0.

图11灡4暋氢原子能级在电场中的分裂

因此,归一化的新的零级波函数表示为

旤毤1暤= 1
2

(旤200暤-旤210暤) (11灡3灡14)

相应能量为

-e2

2a
1
22 +3eEa

对于根E(1)=-3e2Ea,类似可求出

旤毤2暤= 1
2

(旤200暤+旤210暤) (11灡3灡15)

对应能量为

-e2

2a
1
22 -3eEa

对于二重根E(1)=0,代入式(11灡3灡12),得a1=a2=0,但a3 与a4 还不能惟一确定.不妨仍取原

来的零级波函数,即a3=1,a4=0与a3=0,a4=1,亦即

旤毤3暤=旤211暤,暋暋旤毤4暤=旤21-1暤 (11灡3灡16)
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这两条能级的简并尚未解除,对应能量都是-e2

2a
1
22 ,如图11灡4.

对简并态微扰论的讨论

(1曘)新的零级波函数的正交归一性.
按式(11灡3灡3),对于根E(0)

k毩 (实,k给定)

暺
毺

(H曚毺曚毺 -E(1)
k毩 毮毺曚毺)a毩毺 =0 (11灡3灡17)

取复共轭,注意 H曚*
毺曚毺 =H曚毺毺曚(厄米性),得

暺
毺

(H曚毺毺曚 -E(1)
k毩 毮毺曚毺)a*

毩毺 =0

把毺炣毺曚,毩曻毩曚,得

暺
毺曚

(H曚毺曚毺 -E(1)
k毩 毮毺曚毺)a*

毩曚毺曚 =0 (11灡3灡18)

式(11灡3灡17)乘以a*
毩曚毺曚,对毺曚求和,式(11灡3灡18)乘以a毩毺,对毺 求和,然后两式相

减,得

(E(1)
k毩 -E(1)

k毩曚 )暺
毺
a毩毺a*

a曚毺 =0 (11灡3灡19)

对于不同的根,E(1)
k毩曚 曎E(1)

k毩 ,必有

暺
毺
a毩毺a*

毩曚毺 =0 (11灡3灡20)

按式(11灡3灡5),上式即

暣毤k毩曚暤旤毤k毩暤=0 (11灡3灡21)
联合|毤k毩暤的归一性,得

暣毤k毩曚暤旤毤k毩暤= 暺
毺
a*

毩曚毺a毩毺 =毮毩曚毩 (11灡3灡22)

(2曘)在以新的零级波函数|毤(0)
k毩 暤为基矢的fk 维子空间中,H曚(因而 H)是对角

化的.因为

暣毤k毩曚 H曚毤k毩暤=暺
毺毻
a*

毩曚毺a毩毻暣k毺 H曚k毻暤

=暺
毺毻
a*

毩曚毺a毩毻H曚毺毻 = 暺
毺
a*

毩曚毺E
(1)
k毩a毩毺 =E(1)

k毩 毮毩曚毩 (11灡3灡23)

此结论是意料中的事,因为简并微扰论的精神,第一步就是在该简并能级的各简并
踿踿踿踿踿踿踿踿

态所张开的子空间中做一个幺正变换
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,使
踿 H曚对角化

踿踿踿.
对毩曚=毩,上式给出

E(1)
k毩 = 暣毤k毩 H曚毤k毩暤 (11灡3灡24)

E(1)
k毩 即能级一级修正

踿踿踿踿踿踿
,即微扰
踿踿踿 H曚在新的零级波函数下的平均值

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
(3曘)若最初的零级波函数选得适当,已使 H曚对角化,即

H曚毺毻 = 暣氉
(0)
k毺 旤H曚旤氉

(0)
k毻 暤=H曚毺毻毮毺毻 (11灡3灡25)

则式(11灡3灡3)的解就是
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E(1)
k毺 =H曚毺毺,暋暋毺=1,2,…,fk. (11灡3灡26)

对应的零级近似波函数就是|氉
(0)
k毺 暤.这在处理正常Zeeman效应(7灡3节)和反常

Zeeman效应(9灡3灡2节)中都已用到.简并微扰论中,零级波函数的选择是至关

重要的,应充分利用体系的对称性.特别是,尽量选择零级波函数是某些守恒量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(与 H0 和 H曚都对易)的本征态
踿踿踿踿

(即用一些好量子数来标记零级波函数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

),则计算

将大为简化(可以把表象空间约化为若干个不变子空间,分别在各子空间中把

H 对角化).
(4曘)近简并情况.设 H0 的本征能级中,有一些能级(即使本身都不简并)彼此

很靠近,则11灡2节所讲的非简并态微扰论不适用.而用上面所讲的简并态微扰论

也不能令人满意,因为在此情况下,微扰有可能把这些紧邻的几条能级上的态强烈

混合.此时,更好的做法是首先在这些紧邻能级所有的状态所张开的子空间中把
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

H 对角化
踿踿踿

,即把这些紧邻的所有能级
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(本身既可以是非简并态,也可以是简并态)
一视同仁
踿踿踿踿

,首先加以考虑
踿踿踿踿踿踿.

例2暋耦合谐振子

Hamilton量为

H = 1
2m

(p2
1 +p2

2)+ 1
2m氊2

0(x2
1 +x2

2)-毸x1x2 (11灡3灡27)

其中x1 与x2 分别表示两个谐振子的坐标.最后一项是刻画两个谐振子相互作用的耦合项,毸表

征耦合的强度.设毸比较小,可以把 H 中的

H曚=-毸x1x2 (11灡3灡28)

看成微扰,而 H0 取为

H0 = 1
2m

(p2
1 +p2

2)+ 1
2m氊2

0(x2
1 +x2

2) (11灡3灡29)

它表示两个彼此独立的谐振子.它的本征函数及本征能量可分别表示为

氉n1,n2
(x1,x2)=氉n1

(x1)氉n2
(x2) (11灡3灡30)

En1n2 = n1 +( )1
2 淈氊0 + n2 +( )1

2 淈氊0 = (n1 +n2 +1)淈氊0

n1,n2 =0,1,2,… (11灡3灡31)

令

N = (n1 +n2) (11灡3灡32)

则能量表示式可改为

EN = (N+1)淈氊0,暋暋N =0,1,2,… (11灡3灡33)

可以看出,对于 N曎0情况,能级是简并的,简并度为(N+1).
以 N=1为例,能级为二重简并.能量本征值为

E1 =2淈氊0

相应的本征函数为氉0(x1)氉1(x2)与氉1(x1)氉0(x2)(或者它们的线性叠加).为表示方便,记

氉0(x1)氉1(x2)=毤1(x1,x2)

氉1(x1)氉0(x2)=毤2(x1,x2)
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并选毤1 与毤2 为基矢.利用谐振子的坐标的矩阵元公式(3灡4灡23),可以求得微扰W=-x1x2 的

矩阵元如下:

W11 =W22 =0,暋W12 =W21 =-淈/2m氊0

由此可得出能量的一级修正为

E(1)
熀 =暲W12 =熀淈/2m氊0

因此,原来二重简并的能级E1 变成两条,能量分别为

E熀 =2淈氊0 熀毸淈/2m氊0 (11灡3灡34)

能级简并被解除.类似还可以求其他能级的分裂,如图11灡5所示.

图11灡5

本题还可以严格求解.作坐标变换,令

x1 = (毼+毲)/ 2,暋暋x2 = (毼-毲)/ 2 (11灡3灡35)

其逆变换为

毼= (x1 +x2)/ 2,暋暋毲= (x1 -x2)/ 2 (11灡3灡36)

容易证明

x2
1 +x2

2 =毼2 +毲2暋暋 (11灡3灡37)

x1x2 = (毼2 -毲2)/2

灥2

灥x2
1
+ 灥2

灥x2
2
= 灥2

灥毼2 + 灥2

灥毲2

因此,Schr昳dinger方程

-淈2

2m
灥2

灥x2
1
+ 灥2

灥x( )2
2

氉+ 1
2m氊2

0(x2
1 +x2

2)-毸x1x[ ]2 氉=E氉 (11灡3灡38)

化为

-淈2

2m
灥2

灥毼2 + 灥2

灥毲( )2 + 1
2m氊2

0(毼2 +毲2)- 毸
2

(毼2 -毲2[ ])氉=E氉 (11灡3灡39)

令

1
2m氊2

0毼2 - 毸
2毼2 = 1

2m氊2
1毼2

1
2m氊2

0毲2 + 毸
2毲2 = 1

2m氊2
2毲2

即

氊2
1 =氊2

0 -毸/m =氊2
0(1-毸/m氊2

0)

氊2
2 =氊2

0 +毸/m =氊2
0(1+毸/m氊2

0) (11灡3灡40)
于是方程(11灡3灡39)变为
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-淈2

2m
灥2

灥毼2 + 1
2m氊2

1毼( )2 + -淈2

2m
灥2

灥毲2 + 1
2m氊2

2毲( )[ ]2 氉=E氉 (11灡3灡41)

是两个彼此独立的谐振子[毼和毲称为简正坐标
踿踿踿踿

,(normalcoordinate)],其解可取为

氉=氉n1
(毼)氉n2

(毲)

氉n1
(毼)= 暋 毩1

毿·2n1·n1

æ

è
ç

ö

ø
÷

!

1/2

Hn1
(毩1毼)exp - 1

2毩2
1毼( )2 ,暋毩1 = m氊1/淈暋暋(11灡3灡42)

氉n2
(毲)= 暋 毩2

毿·2n2·n2

æ

è
ç

ö

ø
÷

!

1/2

Hn2
(毩2毲)exp - 1

2毩2
2毲( )2 ,暋毩2 = m氊2/淈

相应的能量为

En1n2 = n1 +( )1
2 淈氊1 + n2 +( )1

2 淈氊2,暋n1,n2 =0,1,2,… (11灡3灡43)

当 毸 烆m氊2
0 时,由式(11灡3灡40),得

氊1 =氊0(1-毸/m氊2
0)1/2 曋氊0(1-毸/2m氊0)

氊2 =氊0(1+毸/m氊2
0)1/2 曋氊0(1+毸/2m氊0)

此时

En1n2 曋 n1 + 1
2 +n2 +( )1

2 淈氊0 +(n2 -n1)毸淈
2m氊0

=(N+1)淈氊0 +(n2 -n1)毸淈
2m氊0

(11灡3灡44)

例如,N=1的情况,(n1,n2)=(1,0)与(0,1),相应的能量分别为

E10 =2淈氊0 - 毸淈
2m氊0

,暋E01 =2淈氊0 + 毸淈
2m氊0

能级分裂

殼E=旤E01 -E10旤=旤毸旤淈
m氊0

这与微扰论计算结果式(11灡3灡34)一致.
例3暋二能级体系

设体系 Hamilton量为

H = H0 +H曚 (11灡3灡45)

H0 有两条非简并能级E1 和E2 很靠近,而其余能级则离开很远,

H0旤氄1暤=E1旤氄1暤,暋暋H0旤氄2暤=E2旤氄2暤 (11灡3灡46)
则 H 的对角化可以局限在|氄1暤和|氄2暤张开的二维空间中进行.在此空间中 H 表示为栙

H
æ

è
çç=
E1 H曚12
H曚21 E

ö

ø
÷÷

2

,暋H曚12 = 暣氄1 H曚 氄2暤= H曚*
21 (11灡3灡47)

设 H 本征态表示为

旤氉暤=c1 氄1暤+c2 氄2暤 (11灡3灡48)
则 H 的本征方程H|氉暤=E|氉暤

æ

è
çç

可化为

E-E1 -H曚12

-H曚*
12 E-E

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

2

c1

c

ö

ø
÷÷

2
=0 (11灡3灡49)
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此方程有非平庸解的条件为

E-E1 -H曚12

-H曚*
12 E-E2

=0 (11灡3灡50)

解之,可得出E的两个根

E暲= 1
2

[(E1 +E2)暲 (E1 -E2)2 +4 H曚12 2] (11灡3灡51)

令(见图11灡6)

Ec = 1
2

(E1 +E2)暋暋(两能级的重心) (11灡3灡52)

d= 1
2

(E2 -E1)暋暋(设E2 >E1) (11灡3灡53)

即E1=Ec-d,E2=Ec+d,而

E暲=Ec暲 d2 + H曚12 2 =Ec暲 H曚12 1+R2 (11灡3灡54)

式中

R=d/ H曚12 (实) (11灡3灡55)

1/R= H曚12 /d 是表征微扰的重要性的一个参数.1/R烅1(H曚12 烅d)表示强耦合,1/R烆1
(H曚12 烆d)表示弱耦合

图11灡6

为表述方便,引进实参量毴和毭,

tan毴=1/R,暋暋H曚12 = H曚12 e-i毭 (11灡3灡56)

若 H曚12为实,则毭=0(斥力),或毿(引力).
用E- 根代入式(11灡3灡49),可得

c1

c2
= H曚12
E--E1

= H曚12 e-i毭

- d2 + H曚12 2 +d
=- e-i毭

R2 +1-R

=-( R2 +1+R)e-i毭 =-cos(毴/2)
sin(毴/2)e

-i毭

相应的本征态可表示为

旤氉-暤=cos(毴/2)旤氄1暤-sin(毴/2)ei毭旤氄2暤,暋
æ

è
çç或记为

cos(毴/2)

-sin(毴/2)ei

ö

ø
÷÷毭

(11灡3灡57)

类似可求出E+ 根相应的本征态

旤氉+暤=sin(毴/2)旤氄1暤+cos(毴/2)ei毭旤氄2暤,暋
æ

è
çç或记为

sin(毴/2)

cos(毴/2)ei

ö

ø
÷÷毭

(11灡3灡58)
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图11灡7

讨论

(1)设E1=E2(二重简并),毭=毿(引力),则d=0,

R=0(强耦合),毴=毿/2,而

旤氉熀暤= 1
2

(旤氄1暤暲旤氄2暤) (11灡3灡59)

(2)设R烅1(弱耦合),即|H曚12|烆d,1
R曋毴烆1,则

旤氉-暤曋旤氄1暤+ 1
2R旤氄2暤

E-曋Ec-R旤H曚12旤=Ec-d

旤氉+暤曋 1
2R旤氄1暤-旤氄2暤

暋E+曋Ec+R旤H曚12旤=Ec+d
(11灡3灡60)

E+ 和E- 随 R的变化,如图11灡7.

习暋暋题

11灡1暋设非简谐振子的 Hamilton量为

H =-淈2

2毺
d2

dx2 + 1
2毺氊2

0x2 +毬x3暋(毬为实常数)

取

H0 =-淈2

2毺
d2

dx2 + 1
2毺氊2

0x2暋暋H曚=毬x3

试用微扰论计算其能量及能量本征函数.

答:En= n+( )1
2 淈氊0-(30n2+30n+11)淈2毬2/8毺3氊4

0(准到二级近似)

氉n =氉
(0)
n + 毬

6暋2毩3淈氊0

[ n(n-1)(n-2)氉
(0)
n-3 +9n n氉

(0)
n-1 -9(n+1) n+1氉

(0)
n+1

- (n+1)(n+2)(n+3)氉
(0)
n+3]暋(准确到一级近似)

氉
(0)
n 等是简谐振子的能量本征态,毩= 毺氊0/淈,毺是振子的质量.

11灡2暋一维谐振子 Hamilton量表示为

H0 =-淈2

2毺
d2

dx2 + 1
2毺氊2x2

设加上一个微扰

H曚= 毸
2毺氊2x2暋(毸烆1)

试用微扰论求能级的修正(到三级近似),并和精确解比较.
答:

E(1)
n = 毸

2 n+( )1
2 淈氊,暋E(2)

n =-毸2

8 n+( )1
2 淈氊,暋E(3)

n =毸3

16 n+( )1
2 淈氊

严格解
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En = n+( )1
2 淈氊曚,暋暋氊曚= 1+毸氊

按毸幂级数展开

En = n+( )1
2 淈氊 1+ 毸

2 -毸2

8 +毸3

16-( )…

11灡3暋各向同性谐振子势V(r)=1
2毺氊2r2 中的粒子,受到微扰作用

H =毸xyz+毸2

淈氊x
2y2z2暋(毸为小常数)

(1)用微扰论计算基态能级的修正(准确到毸2).(2)对于一级近似下的基态,计算暣r暤.对此结果

做物理解释.

答:(1)殼E=毸2

12
淈2

毺3氊4.

(2)暣r暤=0.(试问势场的极小值位置何在?)

11灡4暋自旋为1
2

的三维各向同性谐振子,处于基态.设粒子受到微扰 H曚=毸氁·r作用,求

能级修正(二级近似).
答:基态能级的一级微扰修正为0,二级微扰修正为E(2)

0 =-3毸2/2毺氊2.
11灡5暋自旋为0的两个全同粒子在谐振子势中运动,

H0 =-淈2

2毺
灥2

灥x2
1
+ 灥2

灥x( )2
2

+ 1
2毺氊2(x2

1 +x2
2)

设粒子之间有相互作用

H曚=V0exp[-毬2(x1 -x2)2]
试用微扰论求体系的基态能级修正(一级近似).

答:E(1)
0 =V0/ 1+2毬2/毩2.

11灡6暋设有自由粒子在长度为L的一维区域中运动,波函数满足周期性边条件

氉(-L/2)=氉(L/2)
波函数形式可取为

氉
(0)
+ = 2

Lcoskx,暋暋氉
(0)
- = 2

Lsinkx

k=2毿n
L

,暋暋n=0,1,2,…

设粒子还受到一个“陷阱暠的作用,

H曚(x)=-V0exp(-x2/a2),暋a烆L
试用简并微扰论计算能量一级修正.

答:能量一级修正为- 毿V0·a
L

[1暲exp(-a2k2)].

11灡7暋一维无限深势阱(0<x<a)中的粒子,受到微扰

H曚(x)=
2毸x

a
, 0<x<a/2

2毸 1- x( )a
, a/2<x<

ì

î

í

ïï

ïï a

的作用,求基态能量的一级修正.

答:E(1)
1 = 1

2+2
毿( )2 毸.
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11灡8暋在一维无限深势阱

V(x)=
0, 0<x<a
曓, x<0,x>{ a

中运动的粒子,受到微扰 H曚的作用,

H曚(x)=
-b, 0<x<a/2

+b, a/2<x<{ a
讨论粒子在空间位置概率分布的改变.

答:波函数的一级近似解为

氉n(x)= 2
asin n毿

a( )x +暺
k(奇)

8bk毺(-1)(k-n-1)/2

淈2毿3(n2 -k2)2 · 2
asin k毿

a( )x ,n= 偶

氉n (x)= 2
asin n毿

a( )x +暺
k(偶)

8bk毺(-1)(k-n-1)/2

淈2毿3(n2 -k2)2 · 2
asin k毿

a( )x ,n= 奇

暋暋其中毺为粒子质量.
参阅 D.Rapp,QuantumMechanics(1971),p.259.
11灡9暋一个粒子在二维无限深势阱

V(x,y)=
0, 0<x,y<a
曓,{ 其他地方

中运动,设加上微扰

H曚=毸xy暋暋(0曑x,y曑a)

求基态及第一激发态的能量修正.
答:基态(不简并)的能量一级修正为毸a2/4.第一激发态(二重简并)的一级修正为

毸a2

4
1暲1024

81毿( )2 曋毸a2

4
(1暲0灡13)

11灡10暋实际原子核不是一个点电荷,它有一定的大小,假设可以视为一个均匀分布的球.迄
今大量实验测量表明,电荷分布半径R=r0pZ1/3,r0p=1灡635暳10-13cm.试用微扰论估计这种(非点

电荷)效应对原子的1s能级的修正.(假设1s电子波函数近似取为类氢原子的1s态波函数.)

提示:均匀分布于半径为R的球内的电荷Ze产生的静电势为

毤(r)=
Ze
R

3
2 - 1

2
r2

R( )2 , r<R

Ze/r, r>
{

R
非点电荷效应看成微扰 H曚

H曚=
-Ze2

R
3
2 - 1

2
r2

R( )2 +Ze2

r
, r<R

0, r>
{

R
1s能级的一级微扰修正为

2
5

Z4e2R2

a3 = 2
5

e2

a
r0p( )a

2

Z14/3 曋Z14/3·10-8eV

a=淈2/毺e2 =0灡53·10-8cm,e2/2a=13灡6eV
11灡11暋同上题,若视核电荷Ze为球壳分布(半径R),则

毤(r)=
Ze/R, r<R
Ze/r, r>{ R
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而

H曚=
Ze2 1

r - 1( )R
, r<R

0, r>
{

R
求1s能级的微扰论一级修正.

答:2
3
Z4e2R2

a3 .

11灡12暋考虑毺原子,它是一个毺- 粒子取代一个电子而形成的原子.m毺=207me.(1)计算

毺- 粒子的圆轨道(l=n-1)半径,与核半径比较,估算原子序数Z多大时,毺- 轨道半径将与核半

径相等.(2)对于轻核(Z较小),估算原子核电荷的有限分布对毺-1s能级的影响.
答:(1)毺- 圆轨道半径rn=n2a毺/Z,

a毺 =a· me

m( )
毺

= 淈2

m毺e2 曋 a
207曋256fm暋(毺粒子Bohr半径)

按照原子核电荷分布半径的Z1/3律,R=1灡635暳Z1/3fm=r0pZ1/3.
由此可求出Z=Z0 时r1=R,而

Z0 = a毺

r0
( )

p

3/4

= 256( )1灡635
2/4

曋44

(2)对于轻核Z烆Z0,可用微扰论一级近似估算1s能级修正为

2
5

Z4e2R2

a3
毺

11灡13暋均匀带电小球(半径r0)在外静电场中获得势能

U(r)=V(r)+ 1
6r2

0

殼
2V(r)+…

r为球心所在位置,V(r)是把小球换为点电荷情况下在静电场中的势能.氢原子中,视电子为点

电荷,则它与原子核之间Coulomb势能为V=-e2/r.如视电子为带电(-e)的小球,半径r0=

e2/mec2(经典电子半径),则势能应改为U(r),如把r2
0 项视为微扰,求1s和2p能级的微扰修正

(相当于Lamb移动).

提示:H曚=2毿
3e2r2

0毮(r).

答:能级一级修正E(1)=2毿
3e2r2

0 氉(0)2.

1s能级的一级修正为E(1)
1s =2

3
e2r2

0

a3 =2
3毩6mec2曋5灡1暳10-8eV.

2p能级的一级修正为E(1)
2p =0.

11灡14暋讨论类氢原子的n=2能级在下列微扰下的能级分裂,

H曚=xyf(r)暋暋(f(r)无奇异性质)

提示:不计及微扰时,n=2能级为4重简并(不考虑自旋).H曚选择定则 殼m=暲2.
答:能级分裂为等距的三条:E(0)

2 (二重简并),氉210,氉200,

(E(0)
2 +A),氉

(0) = 1
2

(氉211 -i氉21-1);(E(0)
2 -A),氉

(0) = 1
2

(氉211 +i氉21-1)

其中A = 1
5曇

曓

0
(R21(r))2f(r)r4dr.(实)
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11灡15暋氢原子的n=2能级的精细结构如图11灡8所示.

图11灡8

殼=E(2p3/2)-E(2p1/2)= 1
32毩

4mec2 =4灡5暳10-5eV

其中毩=e2/淈c曋1/137为精细结构常数.将氢原子置于“弱暠电
场中,求一级微扰下能级的分裂.此处“弱暠的含义是什么?

答:H曚=eErcos毴,“弱电场暠指Ea烆殼(a为 Bohr半径).注
意 H曚选择定则,殼mj=0.2p3/2(mj=3/2,1/2,-1/2,-3/2,4

重简并)不分裂.2s1/2,2p1/2能级分裂为2条,E(1)=暲 3eEa.
11灡16暋单价电子原子处于某种离子点阵中,周围离子对价电子的作用势可近似表示成

H曚=V0 x4 +y4 +z4 - 3
5r( )4

可视为微扰.设价电子处于3d态,它的正交归一波函数取为

氉1 = 1
2

(y2 -z2)f(r),暋氉2 = 1
2暋3

(2x2 -y2 -z2)f(r)

氉3 =yzf(r),暋 氉4 =zxf(r),暋氉5 =xyf(r)

讨论微扰一级近似下,3d能级的分裂及分裂后的简并度.
答:利用波函数(在直角坐标系中)的奇偶性,H曚ij=0,i曎j;H曚11=H曚22,H曚33=H44=H55.能

级分裂为两条,

E(0)
3d +H曚11暋(二重简并,氉1,氉2)暋暋

E(0)
3d +H曚33暋(三重简并,氉3,氉4,氉5)

11灡17暋对于氢原子的s态(l=0),原子核(质子)与电子的超精细相互作用表示为 H曚=

-8毿
3毺p·毺e毮(r),r是核和电子的相对距离,毺p=gp

e
2mpcsp(其中gp=5灡586),毺e=-2 e

2mecse

分别是质子与电子的磁矩,sp 和se 分别为它们的自旋.试计算 H曚引起的氢原子基态的超精细

分裂(见图11灡9).

图11灡9

答:基态轨道角动量为0,总角动量即(sp+

se),其 平 方 的 本 征 值 为 F(F+1)淈2,F=0
(单态),F=1(三单态).F=0态微扰一级能量修

正 为E(1)(F=0)= -gp毩4 (me/mp)mec2,毩=

e2/淈c=1/137.F =1 态 微 扰 一 级 能 量 修 正

E(1)(F=1)= 1
3gp毩4 (me/mp)mec2.超 精 细 分

裂为

殼E=E(1)(F=1)-E(1)(F=0)= 4
3gp毩4(me/mp)mec2 =5灡88暳10-6eV

11灡18暋处于超精细结构基态(1s,F=0)的氢原子,置于均匀弱磁场B(沿z轴方向)中,相
互作用势的主要部分为 H曚=-B·(毺e+毺p)=-B(毺e+毺p)z曋-B毺ez(因为毺e烅毺p).计算能级

移动E(B).定义原子的磁化率毩B=- 灥2E(B)
灥B( )2

B=0
,求出毩B.

答:一级微扰修正E(1)(1s,F=0)=0.二级微扰修正为

E(2)(1s,F=0)=-
(毺eB)2

E(1s,F=1)-E(1s,F=0)=E(B)
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毩B = 2毺2
e

E(1s,F=1)-E(1s,F=0)曋1灡14暳10-11eV/G2

毺0 是Bohr磁子=5灡79暳10-9eV/G.

11灡19暋在中心力场中的两个粒子,均处于s态(l1=l2=0).粒子1自旋为1,内禀磁矩毺1=

-毺s1;粒子2自旋为1
2

,无内禀磁矩.设两粒子有相互作用As1·s2,A>0.此外还受到均匀外磁

场B作用.粒子轨道运动不考虑.(1)B=0时,求体系能级.(选择适当守恒量完全集!)(2)磁场

很强情况下(略去As1·s2)求体系能级.(3)求体系能级的精确解.并就强磁场和弱磁场情况给

出近似公式,和微扰论结果比较.

11灡20暋设在 H0 表象中,H 的矩阵为

E(0)
1 0 a

0 E(0)
2 b

a* b* E(0)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

3

,暋E(0)
1 <E(0)

2 <E(0)
3

试用微扰论求能量的二级修正.
答:三条能级的二级修正分别为

E(2)
1 = a 2

E(0)
1 -E(0)

3
,暋E(2)

2 = b 2

E(0)
2 -E(0)

3
,暋E(2)

3 = a 2

E(0)
3 -E(0)

1
+ b 2

E(0)
3 -E(0)

2

11灡21暋设在 H0 表象中,

H
æ

è
çç=
E(0)

1 +a b

b E(0)
2 +

ö

ø
÷÷

a
暋(a,b为实数)

用微扰论求能级修正(到二级近似).严格求解,与微扰论计算值比较.
答:微扰论计算(二级近似)结果为

E1 =E(0)
1 +a+ b2

E(0)
1 -E(0)

2
,E2 =E(0)

2 +a+ b2

E(0)
2 -E(0)

1

严格解结果为

E= 1
2

(E(0)
1 +E(0)

2 )+a暲 1
2

(E(0)
1 -E(0)

2 )1+ 4b2

(E(0)
1 -E(0)

2 )[ ]2

1/2

若|b/(E(0)
1 -E(0)

2 )|烆1,展开上式,准确到b2 项,与微扰论结果完全相同.

11灡22暋一体系在无微扰时有两条能级,其中一条是二重简并,在 H0 表象中

H0 =

E(0)
1 0 0

0 E(0)
1 0

0 0 E(0)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

2

,暋暋E(0)
2 >E(0)

1

在计及微扰后,Hamilton量表示为

H =

E(0)
1 0 a

0 E(0)
1 b

a* b* E(0)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

2

(1)用微扰论求 H 本征值,准到二级近似.(2)把 H 严格对角化,求 H 的精确的本征值,然后进

行比较.
答:(1)计及微扰后,不简并能级变为
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E2=E(0)
2 + a 2+ b 2

E(0)
2 -E(0)

1

二重简并能级E(0)
1 分裂为2,即

E(0)
1 及E(0)

1 + a 2 + b 2

E(0)
1 -E(0)

2

(2)严格解求得 H 的三个本征值分别为毸1=E(0)
1

毸暲= 1
2

(E(0)
1 +E(0)

2 )暲 1
2

(E(0)
1 -E(0)

2 )1+4(a 2 + b 2)
(E(0)

1 -E(0)
2 )[ ]2

1/2

微扰展开后为

毸+曋E(0)
1 + a 2 + b 2

E(0)
1 -E(0)

2
,暋毸-曋E(0)

2 + a 2 + b 2

E(0)
2 -E(0)

1

11灡23暋设在 H0 表象中,H0 的矩阵表示为

H0 =

2毰1 0 0 …

0 2毰1 0 …

0 0 2毰3 …

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

… … … …

是n暳n矩阵,毰i曎毰j.又设微扰 H曚为

H曚=
-1 -1 -1 …

-1 -1 -1 …
æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

… … … …

即所有矩阵元均为-1,求 H=H0+H曚的本征值与本征函数.
提示:久期方程为

毸1 +1 1 1 …

1 毸2 +1 1 …

1 1 毸3 +1 …

… … … …

=0

其中

毸i =E-2毰i暋暋(i=1,2,…,n)

化简后得

暺
n

i=1

1
毸i

+1=0

即

暺
n

i=1

1
E-2毰i

=-1

用图解法或数字计算求 H 本征值E 是很方便的.
11灡24暋设 H 的矩阵表示式为

H =

2毰1 -1 -1 -1 -1

-1 2毰2 -1 -1 -1

-1 -1 2毰3 -1 0

-1 -1 0 2毰4 -

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

1
利用上题结果及微扰论,计算 H 的本征值.
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提示:试选

H曚=

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

0 0 1 0
试问 H0=H-H曚=?
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第12章暋量 子 跃 迁

12灡1暋量子态随时间的演化

量子力学中,关于量子态的问题,可分为两类:
(1)体系的可能状态

踿踿踿踿踿踿踿
问题,即力学量的本征态与本征值

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
问题.量子力学的基本

假定之一是:力学量的观测值即与力学量相应的厄米算符的本征值
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.通过求解算符

的本征方程可以求出它们.特别重要的是 Hamilton量(不显含t)的本征值问题,
可求解不含时Schr昳dinger方程(即能量本征方程)

H氉=E氉 (12灡1灡1)
得出能量本征值E 和相应的本征态.要特别注意,一般说来,能级有简并

踿踿踿踿踿
,仅根据

能量本征值E 并不能把相应的本征态完全确定下来,而往往需要找出一组守恒量
踿踿踿

完全集
踿踿踿F(其中包括H),并要求氉是它们的共同本征态,从而把简并态完全确切标

记清楚.
(2)体系状态随时间演化

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
的问题.量子力学的另一个基本假定是:体系状态随

时间的演化氉(t),遵守含时Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉

(t)=H氉(t) (12灡1灡2)

由于它是含时间一次导数的方程,当体系(Hamilton量 H 给定)的初态氉(0)给定

之后,则原则上可以从方程(12灡1灡2)求解出以后任何时刻t的状态氉(t).氉(t)随时

间的演化是决定论性的(deterministic).栙

对于 Hamilton量不显含t(灥H/灥t=0)的体系,能量为守恒量.此时,氉(t)的求

解是比较容易的.方程(12灡1灡2)的解形式上可以表示成(H 不显含时间t)

氉(t)=U(t)氉(0)=e-iHt/淈氉(0) (12灡1灡3)

U(t)=e-iHt/淈是描述量子态随时间演化的算符.如采取能量表象(以能量本征态为

基矢的表象),把氉(0)表示成

氉(0)= 暺
n
an氉n (12灡1灡4)

an = (氉n,氉(0)) (12灡1灡5)

氉n 是包括H 在内的一组守恒量完全集的共同本征态,即

H氉n =En氉n (12灡1灡6)

·783·
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En 为 相 应 的 能 量 本 征 值,n 代 表 一 组 完 备 的 量 子 数.把 式 (12灡1灡4)代 入 式

(12灡1灡3),利用式(12灡1灡6),得

氉(t)= 暺
n
ane-iEnt/淈氉n (12灡1灡7)

如果初始时刻体系处于某个给定的能量本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿氉k,相应能量为

踿踿踿踿踿Ek,

氉(0)=氉k (12灡1灡8)
按式(12灡1灡5),an=毮nk,因而

氉(t)=氉ke-iEkt/淈 (12灡1灡9)
即体系将保持在原来的能量本征态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这种量子态,称为定态
踿踿.

如果体系在初始时刻并不处于某一个能量本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而是若干能量本征态的叠
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

加
踿

,如式(12灡1灡4)所示,则以任何时刻
踿踿踿踿踿踿氉(t)也不处于某个能量本征态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,仍保持为能

量本征态的叠加,如式(12灡1灡7)所示,是一个非定态
踿踿踿.但注意,由于 H 为守恒量,式

(12灡1灡7)中 ane-iEnt/淈 2=|an|2,即非定态(12灡1灡7)中所含各能量本征态氉n 的成

分不随时间改变(参见5灡1节).

例1暋设一个定域电子处于沿x方向的均匀磁场B 中(不考虑电子的轨道运动),电子内禀

磁矩与外磁场的作用为

H =-毺s·B=eB
毺c

sx =eB淈
2毺c

氁x =淈氊L氁x (12灡1灡10)

氊L = eB
2毺c

暋(Larmor频率)

设初始时刻(t=0)电子自旋态为sz 的本征态sz=淈/2,即(采用sz 表象)

氈(0)
æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

1
0

(12灡1灡11)

在t时刻电子自旋态氈(t)=?

解1
体系的能量本征值和本征态(即氁x 的本征态)分别为(参阅习题9灡1)

氁x =+1, E=E+=淈氊L,暋氄+= 1 æ

è
çç

2

ö

ø
÷÷

1
1

氁x =-1, E=E-=-淈氊L,暋氄-= 1 æ

è
çç

2

暋1

-

ö

ø
÷÷1

(12灡1灡12)

电子自旋初态为氈(0)
æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

1
0

,按式(12灡1灡7)和式(12灡1灡5),t时刻自旋态为

氈(t)=a+e-i氊Lt氄++a-ei氊Lt氄-

=1
2

(e-i氊Lt氄++ei氊Lt氄-)
æ

è
çç=

cos氊Lt

-isin氊L

ö

ø
÷÷t

(12灡1灡13)
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由此可以求出电子自旋各分量的平均值随时间的变化,

焵sx =0,暋焵sy =- 淈
2sin2氊Lt,暋焵sz = 淈

2cos2氊Lt

解2
令

氈(t)=
a(t)

b(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
(12灡1灡14)

把式(12灡1灡14)代入Schr昳dinger方程,

i淈 d
d

æ

è
ççt
aö

ø
÷÷b
=淈氊

æ

è
ççL
0 1ö

ø
÷÷

æ

è
çç1 0

ö

ø
÷÷

a
b

(12灡1灡15)

得

晍a=-i氊Lb,暋暋晍b=i氊La
两式相加、减,得

d
dt

(a+b)=-i氊L(a+b),暋暋 d
dt

(a-b)=i氊L(a-b)

所以

a(t)+b(t)= [a(0)+b(0)]e-i氊Lt,暋a(t)-b(t)= [a(0)-b(0)]ei氊Lt

两式相加、减,并利用初条件(12灡1灡11),相当于a(0)=1,b(0)=0,得

a(t)=cos氊Lt,暋暋b(t)=-isin氊Lt
即

氈(t)
æ

è
çç= 暋cos氊Lt
-isin氊L

ö

ø
÷÷t (12灡1灡16)

对于 H 随时间变化(灥H/灥t曎0)的体系,能量不再是守恒量,不存在严格的定

态.态随时间演化的问题,除个别很简单的问题外,一般很难严格求解.

[注]暋形式上,氉(t)可以表示为氉(t)=U(t,0)氉(0),

U(t,0)=Texp - i
淈曇

t

0
H(t)d[ ]t

为量子态随时间演化的算符,T 为编时算符.但实际问题的求解,仍需采用近似方法,例如含时

微扰论.

例2暋突发微扰(suddenperturbation)

设体系受到一个突发的
踿踿踿

(但有限的
踿踿踿

)微扰的作用

H曚(t)=
H曚, t <毰/2
0, t >毰/{ 2

暋(毰曻0+) (12灡1灡17)

即一个常微扰 H曚在一个很短时间(-毰/2,+毰/2)中突发地起作用.按Schr昳dinger方程,

氉(毰/2)-氉(-毰/2)= 1
i淈曇

+毰/2

-毰/2
H曚(t)氉(t)dt

毰曻0
曻
+

0 (12灡1灡18)

即突发
踿踿

(瞬时
踿踿

,但为有限大
踿踿踿踿踿

)微扰并不改变体系的状态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即氉(末态)=氉(初态).这里所谓瞬时(毰曻
0)作用,是指毰远小于体系的特征时间

踿踿踿踿
(characteristictime).
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例如考虑毬- 衰变,原子核(Z,N)毬曻
-

(Z+1,N-1)过程中,释放出一个电子(速度v曋c),过
程持续时间T曋a/Zc,a为Bohr半径.与原子中1s轨道电子运动的特征时间[注]氂曋(a/Z)/Z毩c
(毩曋1/137)相比,T烆氂(设Z烆1/毩曋137).在此短暂过程中,毬- 衰变前原子中一个 K 壳电子(1s
电子)的状态是来不及改变的,即维持在原来状态.但由于原子核电荷已经改变,原来状态并不

踿踿踿踿踿踿
能维持为新原子的能量本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.特别是,不能维持为新原子的1s态.试问有多大概率处于新原

子的1s态? 设 K电子波函数表示为

氉100(Z,r)= Z3

毿a( )3

1/2

e-Zr/a (12灡1灡19)

按照波函数统计诠释,测得此 K电子处于新原子的1s态的概率为

P100 =旤暣氉100(Z+1)旤氉100(Z)暤旤2 =Z3(Z+1)3
毿2a6 (4毿)2曇

曓

0
e-(2Z+1)r/ar2dr

2

= 1+ 1( )Z
3

1+ 1
2( )Z

-6

曋1- 3
4Z2暋(1烆Z烆137) (12灡1灡20)

例如,对于Z=10,P100曋0灡9932.

[注]暋按类氢原子估算,电子动能平均值=-E=毺e4Z2

2淈2 (对1s轨道,n=1).设电子速度为

v,则1
2毺v2曋毺e4Z2/2淈2,所以v曋Ze2/淈=Z毩c,(毩=e2淈c=1/137为精细结构常数).

12灡2暋量子跃迁,含时微扰论

12灡2灡1暋量子跃迁

在实际问题中,人们更感兴趣的往往不是泛泛地讨论量子态随时间的演化,而
是想知道在某种外界作用下体系在定态之间的跃迁概率

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
栙.

设无外界作用时,体系的 Hamilton量(不显含t)为 H0.包括 H0 在内的一组

力学量完全集F 的共同本征态记为氉n(H0 相应的本征值为En,设为束缚态,n标

记一组完备的量子数).设体系初始时刻处于 H0 的某一本征态

氉(0)=氉k (12灡2灡1)
当外界作用 H曚(t)加上之后,

H =H0+H曚(t) (12灡2灡2)
在完全集
踿踿踿踿F 中

踿
,并非所有的力学量都能保持为守恒量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,因而体系不能保持在原来

的本征态,而将变成F 的各本征态的叠加,

氉(t)= 暺
n
Cnk(t)e-iEnt/淈氉n (12灡2灡3)

按照波函数的统计诠释,在时刻t去测量力学量F,得到Fn 值的概率为

Pnk(t)= Cnk(t)2 (12灡2灡4)
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栙 量子跃迁(quantumtransition)是Bohr在早期量子论中提出的一个极重要的概念,并根据对应原理

的精神探讨过跃迁概率和光谱线强度的问题.但早期量子论未能给出系统解决量子跃迁概率的方案.



经测量之后,体系从初始状态氉k 跃迁到氉n 态.跃迁概率记为Pnk(t),而单位时间

内的跃迁概率,即跃迁速率(transitionrate)为

wnk = d
dtPnk(t)= d

dtCnk(t)2 (12灡2灡5)

于是问题归结为在给定的初条件(12灡2灡1)下,即
Cnk(0)=毮nk (12灡2灡6)

如何去求解Cnk(t).
量子态随时间的演化,遵守Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉

(t)= (H0+H曚)氉(t) (12灡2灡7)

用式(12灡2灡3)代入上式,得

i淈暺
n
C
·
nke-iEnt/淈氉n = 暺

n
Cnke-iEnt/淈H曚氉n (12灡2灡8)

上式两边乘氉*
k曚 ,积分,利用本征函数的正交归一性,得

i淈C
·
k曚k = 暺

n
ei氊k曚nt暣k曚 H曚n暤Cnk (12灡2灡9)

其中

氊k曚n = (Ek曚 -En)/淈 (12灡2灡10)
方程(12灡2灡9)与(12灡2灡7)等价,只是表象不同而已栙.求解式(12灡2灡9)时,要用到

初条件式(12灡2灡6).对于一般的 H曚(t),问题求解是困难的.但如 H曚很微弱
踿踿踿

(从经

典力学来讲(除了一个常数加项之外),相当于 H曚烆H0),|Cnk(t)|2 将随时间很缓

慢地变化,体系仍有很大的概率停留在原来状态,即|Cnk(t)|2烆1,(n曎k).在此情

况下,可以用微扰逐级近似方法,即含时微扰论,来求解.

12灡2灡2暋含时微扰论

1灡 零级近似

即忽略 H曚影响.按式(12灡2灡9),C
·(0)
k曚k (t)=0,即C(0)

k曚k =常数(不依赖于t).所以

C(0)
k曚k (t)=C(0)

k曚k (0)=Ck曚k(0).再利用初条件(12灡2灡6),得

C(0)
k曚k (t)=毮k曚k (12灡2灡11)

2灡 一级近似

按微扰论精神,在式(12灡2灡9)右边,取Cnk(t)曋C(0)
nk (t)=毮nk,由此得出一级近

似解

·193·

栙 方程(12灡2灡8)右边只出现 H曚而不出现 H0,是因为在式(12灡2灡3)中我们把展开系数写成Cnk(t)

e-iEnt/淈,因子e-iEnt/淈已经把H0 导致的态的演化反映进去了.因此Cnk(t)的变化只能来自 H曚.此即相互作用
踿踿踿踿

表象
踿踿

(参见5灡3灡3节).



i淈C
·(1)
k曚k =ei氊k曚ktH曚k曚k (12灡2灡12)

积分,得

C(1)
k曚k (t)= 1

i淈曇
t

0
ei氊k曚ktH曚k曚kdt (12灡2灡13)

因此,在准到微扰一级近似下,

Ck曚k(t)=C(0)
k曚k +C(1)

k曚k (t)=毮k曚k +1
i淈曇

t

0
ei氊k曚ktH曚k曚kdt (12灡2灡14)

通常人们感兴趣的跃迁当然是指末态不同于初态的情况,(k曚曎k)栙

Ck曚k(t)= 1
i淈曇

t

0
ei氊k曚ktH曚k曚kdt

而

Pk曚k(t)= 1
淈2曇

t

0
H曚k曚kei氊k曚ktdt

2
(12灡2灡15)

此即微扰论一级近似下的跃迁概率公式.此公式成立的条件是

旤Pk曚k(t)旤烆1暋(对k曚曎k) (12灡2灡16)
即跃迁概率很小,体系有很大概率仍停留在初始状态.因为,如不然,在求解式(12.2.
9)的一级近似解时,就不能把该式右侧的Cnk(t)近似代之为C(0)

nk (t)=毮nk.
由式(12灡2灡15)可以看出,跃迁概率与初态

踿踿踿踿踿踿踿k、末态
踿踿k曚以及微扰

踿踿踿踿H曚的性质都有关
踿踿踿踿踿踿.

特别是,如果H曚具有某种对称性,使H曚k曚k=0,则Pk曚k=0,即在一级微扰近似下,不能

从初态k跃迁到末态k曚,或者说从k态到k曚态的跃迁是禁戒
踿踿

的(forbidden)栚,即相应

有某种选择规则
踿踿踿踿

(selectionrule).
利用 H曚的厄米性,H曚k曚k=H曚*

kk曚 ,可以看出,在一级近似下,从k态到k曚态的跃

迁概率Pk曚k,等于从k曚态到k态的跃迁概率(k曚曎k).但应注意,由于能级一般有简
踿踿踿踿踿踿踿踿

并
踿

,而且简并度不尽相同
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.所以不能一般地讲

踿踿踿踿踿踿踿踿
:从能级
踿踿踿Ek 到能级

踿踿踿Ek曚的跃迁概率等
踿踿踿踿踿踿

于从能级
踿踿踿踿Ek曚到能级

踿踿踿Ek 的跃迁概率
踿踿踿踿踿.如要计算跃迁到能级Ek曚的跃迁概率,则需要

把到Ek曚能级的诸简并态的跃迁概率都考虑进去.如果体系的初态(由于Ek 能级有

简并)未完全确定,则从诸简并态出发的各种跃迁概率都要逐个计算,然后进行平

均(假设各简并态出现的概率相同).概括来说,应对初始能级的诸简并态求平均
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,
对终止能级的诸简并态求和
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.例如,一般中心力场中粒子能级Enl的简并度为(2l+
1)(磁量子数m=l,l-1,…,-l).所以从Enl能级到En曚l曚能级的跃迁概率为

Pnl曻n曚l曚 = 1
2l+1暺m,m曚

Pn曚l曚m曚,nlm (12灡2灡17)
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栙

栚

但应注意,由于能级往往有简并,所以量子跃迁并不意味着末态能量一定与初态能量不同
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.弹性散

射就是一个例子.在弹性散射过程中,粒子从初态(动量为pi 的本征态)跃迁到末态(动量为pf 的本征态),
状态改变了(动量方向),但能量并未改变(|pf|=|pi|).

当然,在微扰高级近似下,从k态到k曚态的跃迁(通过适当的中间态)也是有可能的.但这种情况下跃

迁概率在很大程度上会被削弱.在一级近似下跃迁概率如不为零,一般可不必去计算高级近似的贡献.



其中Pn曚l曚m曚,nlm是从nlm 态到n曚l曚m曚态的跃迁概率.

例1暋考虑一维谐振子,荷电q.设初始(t=-曓)时刻处于基态|0暤.设微扰

H曚=-qExe-t2/氂2 (12灡2灡18)

E为外电场强度,氂为参数.当t=+曓时,测得振子处于激发态|n暤的振幅为

C(1)
n0 (曓)= 1

i淈曇
+曓

-曓
(-qE)暣n x 0暤e-t2/氂2+i氊n0t

氊n0 = (En -E0)/淈=n氊

利用暣n|x|0暤= 淈
2毺氊

毮n1,可知在一级微扰近似下,从基态只能跃迁到第一激发态.容易算出

C(1)
10 (曓)=-qE

i淈
淈

2毺氊曇
+曓

-曓
e-t2/氂2+i氊tdt=iqE 1

2毺淈氊
毿氂e-氊2氂2/4

所以

P10(曓)=q2E2

2毺淈氊
毿氂2e-氊2氂2/2 (12灡2灡19)

振子仍然停留在基态的概率为1-P10(曓).可以看出,如氂曻曓(氂烅1/氊),即微扰无限缓慢
踿踿踿踿

地加

进来,则P10(曓)=0.粒子将保持在基态,即不发生跃迁.
例2暋氢原子处于基态,受到脉冲电场

E(t)=E0毮(t) (12灡2灡20)

作用,E0 为常量.试用微扰论计算电子跃迁到各激发态的概率以及仍停留在基态的概率.
解1暋自由氢原子的 Hamilton量记为H0,能级记为En,能量本征态记为氉n(氉n 中的n代表

nlm 三个量子数),满足本征方程

H0氉n =En氉n (12灡2灡21)

如以电场方向作为z轴,微扰作用势可以表示成

H曚=eE(t)·r=eE0z毮(t) (12灡2灡22)

在电场作用过程中,波函数满足Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉

(r,t)= (H0 +H曚)氉 (12灡2灡23)

初始条件为

氉(r,0)=氉100(r) (12灡2灡24)

令

氉(r,t)= 暺
n
Cn(t)氉n(r)e-iEnt/淈 (12灡2灡25)

初始条件(12灡2灡24)亦即

Cn(0-)=毮n1 (12灡2灡26)

以式(12灡2灡26)代入式(12灡2灡23),让微扰项 H曚氉 中氉 取初始态氉100(这是一级微扰论的实质性

要点!),把氉100简记为氉1,即得

暺
n
i淈氉n

dCn

dte-iEnt/淈 = H曚氉1 =eE0z氉1毮(t)

以氉*
n 左乘上式两端,并对全空间积分,即得

i淈dCn

dt =eE0zn1毮(t)eiEnt/淈
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再对t积分,由t=0- 曻t>0,即得

Cn(t)=eE0

i淈zn1暋(n曎1) (12灡2灡27)

因此t>0时(即脉冲电场作用后)电子跃迁到氉n 态的概率为

Pn = Cn(t)2 = eE0( )淈
2

zn1
2 (12灡2灡28)

根据微扰 H曚的选择定则(殼l=1,殼m=0),终态量子数必须是(nlm)=(n10),即电子只跃迁到各

np态(l=1),而且磁量子数m=0.
跃迁到各激发态的概率总和为

暺
n
曚Pn = eE0( )淈

2

暺
n
曚 zn1

2 = eE0( )淈
2

暺
n

zn1
2 - z11( )2 (12灡2灡29)

其中

z11 = 暣氉100 z氉100暤=0(因为z为奇宇称算符)

暺
n

zn1
2 =暺

n

暣氉100 z氉n暤暣氉n z氉100暤

=暣氉100 z2 氉100暤= 1
3

暣氉100 r2 氉100暤=a2
0

a0 为Bohr半径.代入式(12灡2灡29)即得 暺
n
曚Pn = (eE0a0/淈)2.

电场作用后电子仍留在基态的概率为

1-暺
n
曚Pn =1-(eE0a0/淈)2 (12灡2灡30)

解2
式(12灡2灡22)可等价表示为

H曚=
eE0z/氂, 0曑t曑氂,(氂曻0+)

0, t<0,t>{ 氂
(12灡2灡31)

令(采用相互作用表象)

氉(r,t)=eH0t/i淈毤(r,t) (12灡2灡32)
代入Schr昳dinger方程,并用算符e-H0t/i淈左乘之,得到

i淈灥
灥t毤

(r,t)= 煒H曚毤(r,t) (12灡2灡33)

其中

煒H曚=e-H0t/i淈H曚eH0t/i淈 (12灡2灡34)
一般来说,H曚和H0 不对易,但因 H曚仅在0曑t曑氂才不为0,故当氂曻0+ 时(H0氂/淈烆1)

eH0t/i淈 曻1
因此 煒H曚曻H曚,代入式(12灡2灡33),即得

i淈灥
灥t毤

(r,t)= H曚毤(r,t) (12灡2灡35)

再利用式(12灡2灡31),即得

t<0,t>氂,暋 灥
灥t毤

(r,t)=0

0曑t曑氂,暋 灥
灥t毤

(r,t)=eE0z
i淈氂毤(r,t)

(12灡2灡36)
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初始条件(12灡2灡26)等价于

毤(r,0)=氉100(r) (12灡2灡37)

方程(12灡2灡36)的满足初始条件(12灡2灡37)的解显然是

毤(r,t)=氉100(r)expeE0z
i淈氂( )t ,暋0曑t曑氂 (12灡2灡38)

t>0时(电场作用以后)发现电子仍处于基态的概率为

P= 暣氉100 氉(r,t)暤2= 暣氉100 e-i毷z氉100暤2 (12灡2灡39)

计算中利用了公式暣氉100|eH0t/i淈=暣氉100|eE1t/i淈.再利用基态波函数的具体形式

氉100 = (毿a3
0)-1/2e-r/a0

容易算出

暣氉100 e-i毷z氉100暤= 1
毿a3

0曇e-2r/a0e-i毷rcos毴r2drd毟

=4
a3

0曇
曓

0

sin毷r
毷r e-2r/a0r2dr= 1

1+ 1
4毷2a( )2

0

2 (12灡2灡40)

a0 为Bohr半径,毷=e毰0/淈.将上式代入式(12灡2灡39),即得所求概率为

P= 暣氉100 氉(r,t)暤2= 1

1+ 1
4毷2a( )2

0

4 (12灡2灡41)

如电场很弱,即毷a0烆1,上式给出

P 曋1-毷2a2
0 =1-(eE0a0/淈)2 (12灡2灡42)

这正是解1用微扰论求得的结果,毷2a2
0 为跃迁到各激发态的概率的总和.

12灡2灡3暋量子跃迁理论与不含时微扰论的关系

用不含时微扰论来处理实际问题时,有两种情况:
(1)纯粹是求能量本征值问题的一种技巧

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,即人为地把 H 分成两部分,H=

H0+H曚,其中 H0 的本征值问题已有解或较容易解出
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,然后逐级把
踿踿踿踿踿 H曚的影响考虑

踿踿踿踿踿
进去
踿踿

,以求得
踿踿踿 H 的更为精确的解

踿踿踿踿踿踿踿.例如粒子在势场V(x)的极小点(势能谷)附近的

振动[x0 为极小点,V曚(x0)=0],V(x)可表示成

V(x)=V(x0)+ 1
2!V曞(x0)(x-x0)2+ 1

3!V熓(x0)(x-x0)3+…

(12灡2灡43)
对于小振动,保留(x-x0)2 项就是好的近似.此时粒子可近似视为做简谐振动.但
对于振幅较大(能量较高)的振动,则需要考虑非简谐项(x-x0)3,….我们不妨把

它们视为微扰,用微扰论来处理.
(2)真正加上了某种外界微扰

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.例如,Stark效应,Zeeman效应等.在此过程

中,H曚实际上是随时间
踿踿踿踿踿踿踿t踿

而变的
踿踿踿.但人们通常仍用不含时微扰论来处理.其理由

如下:
设
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H曚(t)=
H曚et/氂, -曓 <t曑0
H曚, t>{ 0

(12灡2灡44)

式中参数氂表征微扰加进来的快慢.氂曻曓表示微扰无限缓慢地引进来.H曚(t)变化

如图12灡1所示.
设t=-曓时体系处于H0 的非简并态|k暤(能量Ek),按微扰论一级近似,t=0

时刻体系跃迁到|k曚暤态(k曚曎k)的波幅为

C(1)
k曚k (0)=-i

淈曇
0

-曓
dt暣k曚 H曚k暤exp t

氂 +i氊k曚k
æ

è
ç

ö

ø
÷t

=-i
淈

暣k曚 H曚k暤
i氊k曚k +1/氂

氂曻
曻
曓 暣k曚 H曚k暤

Ek-Ek曚
(12灡2灡45)

再考虑到初条件C(0)
k曚k (-曓)=毮k曚k,可以求出准确到一级近似下的波函数

旤氉(0)暤=旤k暤+暺
k曚
曚

暣k曚 H曚k暤
Ek-Ek曚

旤k曚暤 (12灡2灡46)

上式右边第一项是 H0 的非简并本征态|k暤,第二项正是微扰 H曚带来的修正(一级

图12灡1

近似).上式正是不含时微扰论中 H=H0

+H曚的一个本征态(一级微扰近似),与

11灡2节中所给出的公式(11灡2灡7b)相同.
在t>0后,H=H0+H曚不再随时间t变

化,能量又成为守恒量.波函数随时间的

演化,已经在12灡1节中讨论过了.以上所

述即绝热地
踿踿踿

(adiabatically)引进微扰
踿踿踿踿

的概

念.“参数氂曻曓暠是指氂比所处理体系的特
踿踿踿踿踿踿踿踿

征时间长得多
踿踿踿踿踿踿.例如平常Zeeman效应和Stark效应,外场加进来的过程所经历的时

间,比原子的特征时间
踿踿踿踿踿踿踿曋1/氊k曚k曋10-15s)长得多,所以可以用不含时微扰论来处理.

12灡3暋周期微扰,有限时间内的常微扰

12灡3灡1暋周期微扰

考虑周期(periodic)微扰

H曚(t)=H曚e-i氊t (12灡3灡1)
按12灡2节式(12灡2灡14),在时刻t体系从初态k 跃迁到末态k曚(k曚曎k)的跃迁振

幅为

Ck曚k(t)=1
i淈曇

t

0
dt暣k曚 H曚k暤ei(氊k曚k-氊)t= 1

i淈
暣k曚 H曚k暤e

i(氊k曚k-氊)t-1
i(氊k曚k -氊)

跃迁概率为

Pk曚k(t)=4 H曚k曚k 2

淈2
sin[(氊k曚k -氊)t/2]

氊k曚k -[ ]氊
2

(12灡3灡2)
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利用[见附录二,式(A2灡7)]

lim
毩曻曓

sin2毩x
x2 =毿毩毮(x) (12灡3灡3)

即

lim
t曻曓

sin2[(氊k曚k -氊)t/2]
[(氊k曚k -氊)/2]2 =毿t毮[(氊k曚k -氊)/2]

可以得出,当(氊k曚k-氊)t烅1时,

Pk曚k(t)=2毿t
淈2 H曚k曚k 2毮(氊k曚k -氊) (12灡3灡4)

而单位时间的跃迁概率,即跃迁速率(transitionrate)为

wk曚k =d
dtPk曚k(t)=2毿

淈2 H曚k曚k 2毮(氊k曚k -氊)

=2毿
淈 H曚k曚k 2毮(Ek曚 -Ek-淈氊) (12灡3灡5)

上式表明,如周期微扰持续时间足够长(远大于体系的内禀特征时间
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

),则跃迁速率

将与时间无关,而且只有当末态能量Ek曚曋Ek+淈氊 的情况下,才有可观的跃迁概

率.式(12灡3灡5)中的毮(Ek曚 -Ek-淈氊)正是周期微扰作用下体系的能量守恒的

反映.

12灡3灡2暋常微扰

一个体系所受到的外界微扰,实际上都只在一定的时间间隔中起作用.为简单

图12灡2

起见,不妨先考虑在一定时间间隔(0,T)中加

上的常微扰(图12灡2)所引起的跃迁,即

H曚(t)=H曚[毴(t)-毴(t-T)]
(12灡3灡6)

式中毴(t)为阶梯函数,定义为

毴(t)=
0,t<0
1,t>{ 0

(12灡3灡7)

按12灡2节式(12灡2灡13),在时刻t,微扰 H曚(t)
导致的体系从k态跃迁到k曚(k曚曎k)态的跃迁

幅度(微扰一级近似)为

C(1)
k曚k (t)= 1

i淈曇
t

-曓
H曚k曚k(t曚)ei氊k曚kt曚dt曚 (12灡3灡8)

分部积分后,得

C(1)
k曚k (t)=-H曚k曚k(t)ei氊k曚kt

淈氊k曚k
+曇

t

-曓

灥H曚k曚k(t曚)
灥t曚

ei氊k曚kt曚

淈氊k曚k
dt曚 (12灡3灡9)

当t>T 后,上式右边第一项为零,而第二项化为
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曇
t

-曓
dt曚H曚k曚k[毮(t曚)-毮(t曚-T)]e

i氊k曚kt曚

淈氊k曚k
= H曚k曚k
淈氊k曚k

(1-ei氊k曚kT)

因此,t>T 后,从k态到k曚态的跃迁概率为(k曚曎k)

Pk曚k(t)= H曚k曚k 2

淈2氊k曚k2
1-ei氊k曚kT 2 = H曚k曚k 2

淈2
sin2(氊k曚kT/2)

(氊k曚k/2)2 (12灡3灡10)

以上各式中 H曚k曚k=暣k曚|H曚|k暤是微扰 H曚在初态k 和末态k曚之间的矩阵元,与时间

无关.Pk曚k(t)随时间的变化,如图12灡3所示.

图12灡3

当微扰作用的时间间隔T 足够长(氊k曚kT烅1)时,Pk曚k(t)(t曒T)只在氊k曚k曋0的

一个窄范围中不为零.利用式(12灡3灡3),可看出

sin2(氊k曚kT/2)
(氊k曚k/2)2

T 曻
曻
曓

毿T毮(氊k曚k/2)=2毿T毮(氊k曚k) (12灡3灡11)

因此,当t曒T,氊k曚kT烅1时,

Pk曚k(t)=2毿
淈2 H曚k曚k 2毮(氊k曚k)T (12灡3灡12)

而跃迁速率(单位时间的跃迁概率,表征跃迁快慢)为

wk曚k =Pk曚k/T =2毿
淈2 H曚k曚k 2毮(氊k曚k)=2毿

淈 H曚k曚k 2毮(Ek曚 -Ek)(12灡3灡13)

上式表明,如果常微扰只在一段时间
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(0,T)起作用
踿踿踿

,只要作用持续的时间
踿踿踿踿踿踿踿踿踿T 足够长

踿踿踿
(远大于体系的特征时间
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

),则跃迁速率与时间无关
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而且只当末态能量
踿踿踿踿踿踿踿踿Ek曚曋Ek

(初态能量
踿踿踿踿

)的情况下
踿踿踿踿

,才有可观的跃迁发生
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.毮(Ek曚-Ek)是常微扰作用下体系能量

守恒的反映.
初学者可能对式(12灡3灡13)中出现的毮函数感到困扰,因为一级微扰论成立

的条件是计算所得出的跃迁速率很小.因此,毮函数带来的表观的曓是否损害了

理论的可信度? 在实际问题中,由于这种或那种物理情况,毮函数总会被积分

掉,而一级微扰论的适用性,取决于毮函数曲线下的面积.事实上,毮函数出现的
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公式(12灡3灡13),只当Ek曚连续变化的情况下才有意义.设氀(Ek曚)表示体系(H0)
的末态的态密度,即在(Ek曚,Ek曚+dEk曚)范围中的末态数为氀(Ek曚)dEk曚.因此,从初

态k到Ek曚曋Ek 附近一系列可能末态的跃迁速率之和为

w =曇dEk曚氀(Ek曚)wk曚k =2毿
淈氀

(Ek)旤H曚k曚k旤2 (12灡3灡14)

此公式应用很广,人们习惯称之为Fermi黄金规则
踿踿踿踿

(goldenrule).
设体系在时间间隔(0,T)中受到微扰 H曚(t)(与时间有关)的作用[在t<0和

t>T 时,H曚(t)=0],对 H曚(t)作Fourier分析,

H曚(t)=曇
+曓

-曓
d氊H曚(氊)e-i氊t (12灡3灡15)

式中

H曚(氊)= 1
2毿曇

+曓

-曓
dtH曚(t)ei氊t = 1

2毿曇
T

0
dtH曚(t)ei氊t (12灡3灡16)

因此,在t曒T 后,跃迁幅度(一级微扰)为

C(1)
k曚k =1

i淈曇
T

0
H曚k曚k(t)ei氊k曚ktdt= 1

i淈曇
+曓

-曓
H曚k曚k(t)ei氊k曚ktdt

=1
i淈曇

+曓

-曓
dtei氊k曚kt曇

+曓

-曓
d氊H曚k曚k(氊)e-i氊t

=1
i淈曇

+曓

-曓
d氊H曚k曚k(氊)2毿毮(氊k曚k -氊)=2毿

i淈H曚k曚k(氊k曚k) (12灡3灡17)

因此,经历一段时间(0,T)微扰的作用后,体系从k态跃迁到k曚(曎k)态的概率为

(一级微扰近似)

Pk曚k = C(1)
k曚k

2 =4毿2

淈2 H曚k曚k(氊k曚k)2 (12灡3灡18)

式中 H曚k曚k(氊k曚k)就是微扰 H曚(t)的 Fourier展开(12灡3灡15)中频率为氊k曚k 的波幅

H曚(氊k曚k)在体系的初态k和末态k曚之间的矩阵元.式(12灡3灡18)表明,只当H曚(t)的
Fourier展开式(12灡3灡15)中含有频率为氊k曚k=|Ek曚-Ek|/淈的成分时,才可能引起

体系在能级Ek 和Ek曚之间的跃迁.

12灡4暋能量 时间不确定度关系

在2灡1节中已经提到,由于微观粒子具有波动性,人们对于粒子的经典概念应

有所修改.把经典粒子概念全盘都搬到量子力学中来,显然是不恰当的.使用经典

粒子概念来描述微观粒子必定会受到一定的限制.这个限制集中表现在 Heisen灢
berg的不确定度关系中.下面我们来讨论与此有关

踿踿踿踿
,但含义不尽相同的能量 时间
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿 踿踿

不确定度关系
踿踿踿踿踿踿

(energy灢timeuncertaintyrelation).先讨论几个具体例子.

例1暋设粒子初始状态为氉(r,0)曋氉1(r)+氉2(r),氉1 和氉2 是粒子的两个能量不同的本征
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态,本征值分别为E1 和E2,则

氉(r,t)=氉1(r)e-iE1t/淈 +氉2(r)e-iE2t/淈 (12灡4灡1)

氉(r,t)是一个非定态
踿踿踿.在此态下,各力学量的概率分布,一般说来,要随时间而变.例如粒子在空

间的概率密度

氀(r,t)= 氉(r,t)2

= 氉1(r)2 + 氉2(r)2 +(氉*
1氉2ei氊t +氉1氉*

2e-i氊t) (12灡4灡2)

其中

氊= (E2 -E1)/淈=殼E/淈
殼E可视为测量体系能量时出现的不确定度.由上可见,氀(r,t)随时间而周期变化,周期T=2毿/

氊=h/殼E.动量以及其他力学量测值的概率分布也有同样的变化周期.这个周期T 是表征体系
踿踿踿踿

性质变化快慢的特征时间
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,记为 殼t=T.按以上分析,它与体系的能量不确定度 殼E有下列关系

T殼E曋h (12灡4灡3)

对于一个定态,能量是完全确定的,即 殼E=0.定态的特点是所有(不显含t)力学量的概率

分布都不 随 时 间 改 变,即 变 化 周 期 T= 曓,或 者 说 特 征 时 间 T=殼t= 曓.这 并 不 违 反 关

系式(12灡4灡3).

图12灡4

例2暋设自由粒子状态用一个波包来描述(图12灡4),是一

个非定态,波包宽度曋殼x,群速度为v,相应于经典粒子的运动

速度.波包掠过空间某一点所需时间 殼t曋殼x/v.此波包所描述

的粒子的动量的不确定度为 殼p曋淈/殼x.因此其能量不确定度
踿踿踿踿踿踿

殼E曋灥E
灥p殼p=v殼p.所以

殼t·殼E曋 殼x
v

·v殼p=殼x·殼p曋淈 (12灡4灡4)

图12灡5

例3暋设原子处于激发态(图12灡5),它可以通过自发辐射

(见12灡5节)而衰变到基态(稳定态),寿命
踿踿

为氂.这是一个非定态
踿踿踿

,其能量不确定度殼E,称为能级
踿踿

宽度
踿踿殻.实验上可通过测量自发辐射光子的能量来测出激发态的能量.由于寿命的限制,自发辐

踿踿踿
射
踿

光子相应的辐射波列的长度约为 殼x曋c氂,因而光子动量不确定度 殼p曋淈/殼x曋淈/c氂,能量

(E=cp)的不确定度 殼E=c殼p曋淈/氂.由于观测到的光子能量有这样一个不确定度,由之而测得

的激发态能量也有一个不确定度,即宽度殻=殼E.所以

殻氂曋淈 (12灡4灡5)

下面对能量 时间不确定度关系给出一个较普遍的表述.设体系的 Hamilton
量为 H,A 为另一个力学量(不显含t).按4灡3灡1节式

(4灡3灡7曚)的不确定度关系,得

殼E·殼A 燁 1
2

[A,H] (12灡4灡6)

其中

殼E [= (H-煍H)]2
1/2

,暋殼A [= (A-煆A)]2
1/2

分别表征在所讨论的量子态下能量和力学量A 的不确

定度.利用5灡1节的式(5灡1灡4),即
·004·



d
dt

煆A = [A,H]/i淈 (12灡4灡7)

式(12灡4灡6)可表示为

殼E·殼A 燁 淈
2

d
dt

煆A

或

殼E· 殼A
d
dt

煆A
燁淈/2 (12灡4灡8)

令

氂A =殼A d
dt

煆A (12灡4灡9)

则得

殼E·氂A 燁淈/2 (12灡4灡10)
这里氂A 是

踿
煆A 改变

踿踿殼A 所需的时间间隔
踿踿踿踿踿踿踿

,它表征煆A 变化的快慢
踿踿踿踿踿

的周期.在所讨论的

量子态下,每个力学量A 都有相应的氂A.在这些氂A 中,最小的一个记为氂或殼t,它
当然也满足式(12灡4灡10),即

殼E·氂曒淈/2 (12灡4灡11)
或

殼E·殼t燁淈/2 (12灡4灡12)
此即所谓能量 时间不确定度关系.式中殼E 表示状态能量的不确定度

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,而殼t为该

踿
状态的特征时间
踿踿踿踿踿踿踿

,可理解为状态性质有明显改变所需要的时间间隔
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,或变化的周
踿踿踿踿

期
踿.式(12灡4灡12)表明,对于任何量子态

踿踿踿踿踿踿踿
,殼t与殼E 的乘积不能都任意小下去

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,而要
踿踿

受到一定的制约
踿踿踿踿踿踿踿.此即能量 时间不确定度关系的物理含义

踿踿踿踿 踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
关于能量 时间不确定度关系,往往容易为初学者误解.应该提到,在非相对论

踿踿踿踿
情况下
踿踿踿

,时间
踿踿t只是一个参量

踿踿踿踿踿踿
,而不是属于某一特定体系的力学量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栙.因此,既不能
踿踿踿

套用不确定度关系的普遍论证方法
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(见4灡3灡1节),而且物理含义也不尽相同
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.在不

确定度关系殼x·殼px燁淈/2中,殼x与 殼px 都是指同一时刻而言
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.因此,如果把x

或px 之一换为t,试问“同一时刻暠的殼t表示何意? 这是很难理解的.此外,如要套

用4灡3灡1节中不确定度关系的论证方法,就必须计算[H,t].但与 H 不同,t并非

该体系的力学量.有人令 H=i淈灥
灥t

,因而得出

[H,t]= i淈灥
灥t

,[ ]t =i淈

但此做法是不妥当的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.应该强调

踿踿踿踿
,H 是表征体系随时间演化特性的力学量

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,例如,
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由它可以判定哪些力学量是守恒量.例如,中心力场V(r)中的粒子

H =p2/2m+V(r)
由于 H 的各向同性,才有角动量l=r暳p守恒,

[l,H]=0

如我们随便地令 H=i淈灥
灥t

,则不管是否中心力场,均可得出

[l,H]= l,i淈灥
灥[ ]t =0

即l都是守恒量,这显然是不妥当的.以上做法系来自对Schr昳dinger方程的不确

切的理解.事实上Schr昳dinger方程

i淈灥
灥t氉

(t)=H氉(t)

只是表明:在自然界中真正能实现的氉(t)的演化,必须满足上述方程.它绝不表

明,对于任意函数氉(t),上式都成立.因此,随便让 H=i淈灥
灥t

,往往会引起误解.

12灡5暋光的吸收与辐射

当原子处于某能级Ek[图12灡6(a)]时,在具有适当频率的入射光的照射下,原
子可能激发到其它较高能级Ek曚去,条件是要求入射光的频率为毻=毻k曚k=(Ek曚-
Ek)/淈.此过程称为光的吸收,或受激吸收(stimulatedabsorption).人们还发现,如
果原子处于激发能级Ek曚,它有可能自发地跃迁到较低能级Ek 去,并发射出光子,
频率为毻k曚k,此过程称为自发发射(spontaneousemission)[图12灡6(b)].另一种现

象是Einstein(1916)发现的栙,当原子处于激发能级Ek曚,如用频率为毻=(Ek曚-
Ek)/淈的入射光去照射,则原子也可能受激而跃迁到较低能级Ek[与过程(a)相
反],同时发射出一个受激光子,称为受激发射(stimulatedemission).

Einstein这个发现,在很长时间内并未引起人们重视,人们并未认识到它的重

要应用价值.原因是人们未能认识到下列重要特性:受激辐射的光子与诱导它产生

的入射光子具有严格相同的能量
踿踿踿踿踿踿踿

、相位和出射方向
踿踿踿踿踿踿踿

,而且是相干的
踿踿踿

(coherent)栚.直
到20世纪50年代后,才有人根据 Einstein的思想,先后制备出微波激射(maser)
和激光(laser).laser是“lightamplificationbystimulatedemissionofradiation暠的
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栚

参阅 T.HeyandP.Walters,TheNewQuantumUniverse,(CambridgeUniversityPress,2003),p.
134.

两个波动如具有确定的相位差(phasedifference),则称它们是相干的(coherent),它们叠加起来,就会产

生干涉效应.平常的光,例如从灯泡发出的光,是来自大量不同的原子发出来的,这些原子在不同时刻沿不同方

向发出的光,并无确切的相位差,是非相干光(incoherentlight).与此不同,受激辐射的光子与诱导它发生的入射

光子具有相同的相位,是相干的,因为入射光的电场导致Ek曚能级上原子的电荷分布随之同相振动.



图12灡6暋光的受激吸收(a),自发辐射(b)与受激辐射(c).
毻k曚k=(Ek曚-Ek)/淈.

第一个字母拼写而成.激光的应用极为广泛,是人类现代文明生活中不可缺少的高

科技技术.
对原子吸收或放出的光进行光谱分析,可获得关于原子能级及有关性质的丰

富知识.光谱分析中有两个重要的观测量———谱线频率
踿踿踿踿

(或波数)与谱线相对强度
踿踿踿踿踿踿

,
前者取决于初末态的能量差殼E(毻=殼E/淈,频率条件),后者则与跃迁速率(快慢)
成比例.光的吸收与辐射现象

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,涉及光子的产生与湮没
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,其严格处理需要用量子电
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

动力学
踿踿踿

,即需要把电磁场量子化
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(光子即电磁场量子
踿踿踿踿踿踿踿踿

).但对于光的吸收和受激辐射
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

现象
踿踿

,可以在非相对论量子力学框架中采用半经典方法来处理
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即把光子产生和湮
踿踿踿踿踿踿踿踿

没的问题
踿踿踿踿

,转化为在含时电磁场的作用下原子在不同能级之间跃迁的问题
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.在半经

踿踿踿
典处理中
踿踿踿踿

,原子已作为一个量子力学体系来对待
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,但辐射场仍然用一个连续变化
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

的

经典电磁场来描述,并未进行量子化,即把光辐射场当作一个与时间有关的外界微

扰,用微扰论来近似计算原子的跃迁速率
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.但对于处理自发辐射

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,这个办法就无能
踿踿踿踿踿踿踿

为力了
踿踿踿.有趣的是,早在量子力学和量子电动力学建立之前,Einstein(1917)基于热

力学和统计物理中平衡态概念的考虑,回避了光子的产生和湮没,巧妙地说明了原

子自发辐射现象.

12灡5灡1暋光的吸收与受激辐射的半经典处理

为简单起见,先假设入射光为理想的平面单色光,其电磁场强度为

E=E0cos(氊t-k·r)

B=k暳E/{ k
(12灡5灡1)

其中k为波矢,其方向即光传播方向,氊为角频率.在原子中,电子的速度v烆c(光
速),磁场对电子的作用远小于电场作用,

e
cv暳B eE ~ v

c 烆1

因此只需要考虑电场的作用.此外,对于可见光
踿踿踿

,波长毸为(4000~7000)暳10-10m
烅a(Bohr半径).在原子大小范围内,k·r曋a/毸烆1,电场变化极微,可以看成均匀

踿踿
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电场
踿踿

,所以

E=E0cos氊t (12灡5灡2)
它相应的电势为

毤=-E·r+常数项(不依赖于电子的坐标) (12灡5灡3)
常数项对于跃迁无贡献,不妨略去.因此,入射可见光对于原子中电子的作用可表

示为

H曚=-e毤=-D·E0cos氊t=Wcos氊t (12灡5灡4)
其中

W =-D·E0,暋暋D =-er(电偶极矩)
将 H曚代入跃迁波幅的一级微扰公式[12灡2节,式(12灡2灡13)]

C(1)
k曚k (t)=1

i淈曇
t

0
ei氊k曚ktH曚k曚kdt=Wk曚k

2i淈曇
t

0
ei氊k曚kt(ei氊t+e-i氊t)dt

=-Wk曚k

2淈
ei(氊k曚k+氊)t-1
氊k曚k +氊 +ei(氊k曚k-氊)t-1

氊k曚k -[ ]氊
(12灡5灡5)

对于可见光,氊很大(例如毸曋5000暳10-10m的光,氊曋4暳1015/s).对于原子的光跃

迁,|氊k曚k|的大小也与此相同,所以式(12灡5灡5)中的两项,只当氊曋|氊k曚k|时,才有显

著的贡献.为确切起见,下面先讨论原子吸收光
踿踿踿

的跃迁,Ek曚>Ek,此时,只当入射光

氊曋氊k曚k=(Ek曚-Ek)/淈的情况,才会引起Ek曻Ek曚的跃迁.此时

C(1)
k曚k (t)=-Wk曚k

2淈
ei(氊k曚k-氊)t-1
氊k曚k -氊

(12灡5灡6)

因此从k曻k曚(曎k)的跃迁概率

Pk曚k(t)= C(1)
k曚k (t)2 = Wk曚k

2

4淈2
sin2[(氊k曚k -氊)t/2]

[(氊k曚k -氊)/2]2 (12灡5灡7)

当时间t充分长以后,只有氊曋氊k曚k的入射光才对Ek曻Ek曚的跃迁有明显贡献(共振

吸收).此时[利用附录二,式(A2灡7)]

Pk曚k(t)= 毿t
4淈2 Wk曚k

2毮((氊k曚k -氊)/2) (12灡5灡8)

而跃迁速率为

暋wk曚k = d
dtPk曚k = 毿

2淈2 Wk曚k
2毮(氊k曚k -氊)

= 毿
2淈2 Dk曚k·E0

2毮(氊k曚k -氊)= 毿
2淈 Dk曚k

2E2
0cos2毴毮(氊k曚k -氊) (12灡5灡9)

其中毴是Dk曚k与E0 的夹角.如入射光为非偏振光
踿踿踿踿

,光偏振(E0)的方向是完全无规

的,因此把cos2毴换为它对空间各方向的平均值,即

cos2毴=1
4毿曇d毟cos2毴= 1

4毿曇
2毿

0
d氄曇

毿

0
sin毴cos2毴d毴=1/3

所以
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wk曚k = 毿
6淈2 Dk曚k

2E2
0毮(氊k曚k -氊) (12灡5灡10)

这里E0 是角频率为氊的单色光的电场强度.以上讨论的是理想的单色光
踿踿踿踿踿踿.自然界

踿踿踿
中不存在严格的单色光
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(只不过有的光的单色性较好
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,例如激光
踿踿

).对于自然光引起

的跃迁,需要对式
踿踿踿踿

(12灡5灡10)中各种频率的成分的贡献求和
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.令氀(氊)表示角频率为

氊的电磁场的能量密度.利用

氀(氊)=1
8毿

(E2+B2)暋 对时间求平均,周期T =2毿æ

è
ç

ö

ø
÷

氊

=1
4毿E2 =E2

0(氊)
4毿

1
T曇

T

0
dtcos2氊t= 1

8毿E
2
0(氊) (12灡5灡11)

上式把E2
0(氊)与氀(氊)联系起来,我们可把式(12灡5灡10)中E2

0 换为8毿曇d氊氀(氊),就

可得出非偏振自然光引起的跃迁速率

wk曚k =4毿2

3淈2 Dk曚k
2氀(氊k曚k)=4毿2e2

3淈2 rk曚k
2氀(氊k曚k) (12灡5灡12)

可以看出,跃迁速率与入射光中角频率为
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿氊k曚k的光强度

踿踿踿踿氀(氊k曚k)成比例.如入射

光中不含有氊k曚k这种频率成分,则不能引起Ek曻Ek曚两能级之间的跃迁.此外,跃迁

速率还与|rk曚k|2 成比例,这就涉及初态与末态的性质.
设原子初态为 旤k暤=旤nlm暤, 宇称毎= (-)l

原子末态为 旤k曚暤=旤n曚l曚m曚暤, 宇称毎曚= (-)l曚
(12灡5灡13)

考虑到r为奇宇称算符,只当宇称毎曚=-毎时,矩阵元rk曚k才可能不为零.由此得出

电偶极辐射的宇称选择规则
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(parityselectionrule):
宇称,暋暋 改变. (12灡5灡14)

其次,考虑角动量的选择规则.利用[见附录四,式(A4灡37)]

x=rsin毴cos氄= r
2sin毴(ei氄 +e-i氄)

y=rsin毴sin氄= r
2isin毴

(ei氄 -e-i氄)

z=rcos

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 毴

cos毴Ym
l =

(l+1)2-m2

(2l+1)(2l+3)Y
m
l+1+ l2-m2

(2l-1)(2l+1)Y
m
l-1

(12灡5灡15)

e暲i氄sin毴Ym
l =暲

(l暲m+1)(l暲m+2)
(2l+1)(2l+3) Ym+1

l+1 +
(l熀m)(l熀m+1)
(2l-1)(2l+1) Ym暲1

l-1

再根据球谐函数的正交性[附录四,式(A4灡41)],可以看出,只当

l曚=l暲1,暋暋m曚=m,m暲1
时rk曚k才可能不为0.由此可以得出电偶极辐射的角动量选择规则

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
:
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殼l=l曚-l=暲1,暋暋殼m =m曚-m =0,暲1 (12灡5灡16)
以上尚未考虑电子自旋.计及电子自旋及自旋 轨道耦合作用后,电子状态应

该用好量子数nljmj 来描述(见9灡2节).按照暣n曚l曚j曚m曚j|r|nljmj暤的分析,可以证

明栙,电偶极辐射的选择规则为
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

栚

宇称,改变

殼l=暲1 (12灡5灡17)

殼j=0,暲1;暋殼mj =0,暲1

12灡5灡2暋自发辐射的Einstein理论

前已提及,原子自发辐射现象,在非相对论量子力学理论框架内是无法严格处

理的.因为按照非相对论量子力学,如无外界作用,原子的 Hamilton量是守恒量,
如果初始时刻原子处于某定态(Hamilton量的本征态),则原子将保持在该定态,
不会跃迁到较低能级去.栛

Einstein(1917)曾经提出一个很巧妙的半唯象理论来说明原子自发辐射现

象栜.他借助于物体与辐射场达到平衡时的热力学关系
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,指出自发辐射现象必然存
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

在
踿

,并建立起自发辐射与吸收和受激辐射之间的关系
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
按前面讨论,在强度为氀(氊)的光的照射下,原子吸收光从k态到k曚态(设Ek曚

>Ek)的跃迁速率可表示为

wk曚k =Bk曚k氀(氊k曚k) (12灡5灡18)
其中

Bk曚k =4毿2e2

3淈2 rk曚k
2 (12灡5灡19)

称为吸收系数.与此类似,对于从k曚曻k态的受激辐射,跃迁速率也可以表示成

wkk曚 =Bkk曚氀(氊k曚k) (12灡5灡20)
其中

Bkk曚 =4毿2e2

3淈2 rkk曚
2 (12灡5灡21)

称为受激辐射系数.由于电子坐标r为厄米算符,所以

Bkk曚 =Bk曚k (12灡5灡22)
即受激辐射系数等于吸收系数

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.注意,它们都与入射光强度无关
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

设处于平衡态下的体系的绝对温度为T,nk 和nk曚分别为处于能级Ek 和Ek曚上

的原子数目.按Boltzmann分布律

nk/nk曚 =e(Ek曚-Ek)1/kT =e淈氊k曚k1/kT (12灡5灡23)
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栚
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栜

参阅钱伯初,曾谨言:《量子力学习题精选与剖析》,第三版(科学出版社,2008),p.387,13.7题

关于多极辐射的理论,见卷栻,第12章.
参见Cohen灢Tannoudji,etal.,QuantumMechanics,Vol灡1,p.337.
A.Einstein,Z.Physik18(1917)121.



式中k为Boltzmann常量.显然,对于Ek曚曎Ek,粒子数nk曚曎nk(正常情况下,如
Ek曚>Ek,则nk曚<nk),因此

nkBk曚k氀(氊k曚k)曎nk曚Bkk曚氀(氊k曚k) (12灡5灡24)
因此,如只有受激辐射

踿踿踿踿踿踿踿
,就无法与吸收过程达到平衡
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.出自平衡的要求,就必须考虑

自发辐射,即在式(12灡5灡24)右边再加上一项,使体系能达到平衡

nkBk曚k氀(氊k曚k)=nk曚[Bkk曚氀(氊k曚k)+Ak曚k] (12灡5灡25)

Ak曚k称为自发辐射系数.它表示在没有外界光的照射情况下,单位时间内原子从k曚
态曻k态的自发辐射跃迁概率(Ek曚>Ek).式(12灡5灡25)左边表示单位时间内从Ek

到Ek曚跃迁的原子数目(通过吸收),右边则是单位时间内从Ek曚曻Ek 跃迁的原子数

目(通过受激辐射与自发辐射).
利用式(12灡5灡22)、(12灡5灡23)与(12灡5灡24),得

氀(氊k曚k)=Akk曚

Bkk曚

1
nk/nk曚 -1=Akk曚

Bkk曚

1
e淈wk曚k/kT -1

(12灡5灡26)

在极高温(kT烅淈氊k曚k)情况下,

氀(氊k曚k)曻Akk曚

Bkk曚

kT
淈氊k曚k

(12灡5灡27)

而在温度极高情况下,有大量原子处于激发能级,物体可以吸收和发射各种频率的

辐射,接近于完全黑体.在此情况下(kT烅淈氊k曚k),可以用 Rayleigh灢Jeans公式来描

述与黑体达到平衡的辐射场的强度分布,即

氀(氊)= 氊2

毿2c3kT (12灡5灡28)

比较式(12灡5灡27)与(12灡5灡28),得
Akk曚

Bkk曚
=淈氊3

k曚k

毿2c3 (12灡5灡29)

再利用式(12灡5灡21),就求出了自发辐射系数

Akk曚 =4e2氊3
k曚k

3淈c3 rkk曚
2 (12灡5灡30)

自发辐射的宇称与角动量的选择规则,与受激辐射和吸收完全相同.

例1暋计算氢原子第一激发态的自发辐射系数.
氢原子第一激发能级(n=2)有2p和2s态.对于偶极辐射(殼l=暲1),2s曻1s是禁戒的(见

式12.5.6),只需考虑2p曻1s跃迁.按式(12灡5灡30),

A1s,2p = 4e2

3淈c3氊3
1s,2p 暣1sr 2p暤2

其中

氊1s,2p =毺e4

2淈3 1- 1
2( )2 =3毺e4

8淈3

利用式(12灡5灡15),容易证明,对于l=1,m=0,暲1,矩阵元|暣1s|r|21m暤|的值相同,即从2p能

级的三个态到1s态的偶极辐射跃迁概率相同.因此A1s,2p要对初态(即2p的三个态)求等权平
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均,所以也可以任选一个态(例如m=0)来计算.利用

氉210 =R21(r)Y10(毴,氄)= 1
4 2毿

r
a5/2exp(-r/2a)暋(a=淈2/毺e2)

氉100 =R10(r)Y00(毴,氄)= 1
毿a3/2

exp(-r/a)

容易求出

暣100 x 210暤=暣100 y 210暤=0

暣100z 210暤= 1
4毿 2a4曇

曓

0
r曚exp(-3r/a)dr曇cos毴d毟=27暋2a

35

所以

A1s,2p = ( )2
3

8e14毺3a2

淈10c3 = ( )2
3

8 c
a

e2

淈( )c
4

曋1灡1暳10-10 c( )a 曋6灡27暳108s-1

因而第一激发态的寿命为

氂曋1/A1s,2p 曋1灡6暳10-9s

例2暋计算氢原子光谱Lyman线系的头两条谱线 Ly毩和 Ly毬的强度比.(参阅:S.Fl湽gge,

PracticalQuantum Mechanics,Prob.217.)

Ly毩与Ly毬是分别由2p曻1s和3p曻1s跃迁而产生.设从k曚曻k态自发辐射系数为Akk曚,则
谱线强度I(氊k曚k)曍淈氊k曚kAkk曚.因此,Ly毩与Ly毬谱线强度比为

I毩

I毬
=

(氊毩)4
(氊毬)4

暣1sr 2p暤2

暣1sr 3p暤2

利用氢原子的能级公式,可求出

氊毩/氊毬 =

1
2 - 1

2
·1

22

1
2 - 1

2
·1

32

=27
32

与例1相同,不妨在2p和3p态中选择m=0态来计算矩阵元.可求出

暣100z 210暤=37 2
35 a

暣100 x 210暤= 暣100 y 210暤=0

暣100z 310暤= 1
2

33

26a

暣100 x 310暤= 暣100 y 310暤=0

由此可求出

I毩/I毬 曋3灡18

*12灡5灡3暋激光原理简介

激光是20世纪60年代发展起来的一门新技术.与普通光线相比,激光具有很

好的空间相干性、单色性、很准确的方向性,以及能量密度很大等特点.激光技术在
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生产、科学实验和日常生活的各领域以及军事上都得到了极为广泛的应用.以下就

产生激光的机制作简单介绍.
受激辐射的特点是:受激辐射产生出的光子与入射光子的状态完全相同(包括

相位、能量、传播方向).如果体系中有大量原子都处于某激发能级,则某一原子的

自发辐射放出的光子,可以促使处于激发态的其他原子发生受激辐射而放出光子,
这一过程将以连锁反应方式在很短时间内完成.这样,我们将得到大量的处于同一

踿踿踿踿踿踿踿
状态的光子出射
踿踿踿踿踿踿踿

,因而产生一个相干性和单色性都很好的高强度光束
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

产生上述放大过程的条件是要有大量的原子处于激发态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,并且处于较低能级
踿踿踿踿踿踿踿踿

的原子数很少
踿踿踿踿踿踿.但通常处于平衡态下的体系,在各能级的原子数的分布是 Boltz灢
mann分布

nk曚/nk =exp -Ek曚 -Ekæ

è
ç

ö

ø
÷

kT
(12灡5灡31)

T 为体系的温度.所以,能级愈高,原子数愈少.实际上激发态与基态能量相差一

般>1eV,而1eV相应的温度约为11605K.所以在常温的平衡态下
踿踿踿踿踿踿踿踿

,原子实际上几
踿踿踿踿踿踿

乎全部处于基态
踿踿踿踿踿踿踿.处于激发态的原子是微乎其微

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.要使激发态的原子数目大于较低

能级的原子数目(所谓粒子数反转
踿踿踿踿踿

体系,或称为“负温度
踿踿踿

暠体系),需要特殊的实验装

置.下面简单介绍最常用的四能级体系产生激光的机制.
如图12灡7,设原子有四条能级.当用频率为毻=(E4-E1)/h的光照射时,一部

分原子将迅速跃迁到E4,于是处在E4 能级上的原子数大增[图(a)].但处于E4 能

级的原子将迅速通过无辐射跃迁(通过与其他原子碰撞等)而跳到亚稳态
踿踿踿

(meta灢
stablestate)E3 能级上去.由于E3 能级的寿命较长,E3 能级上将停留有大量原

子,而处于E2 能级上的原子数目极微[图(b)].这样,我们就建立起了一个粒子数

反转体系.此时,从E3曻E2 的自发辐射将引起连锁的受激辐射,发出频率为毻32=
(E3-E2)/h的强度很大并且有很好的相干性的单色光,并且在适当的实验装置

下,可获得具有很准确的方向性的光束.

图12灡7暋四能级体系产生激光机制示意图
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习暋暋题

12灡1暋设体系的能量本征态和本征值分别记为氉n 和En(n=0,1,2,…),初始时刻(t=0)体

系处于基态氉0.t曒0后,体系受到微扰 H曚(x,t)=F(x)e-t/氂作用,试用一级微扰近似计算在足够

长时间后(t/氂烅1),体系激发到氉n 态的概率.

答:Pn= |Fn0|2

(En-E0)2+淈2/氂2,一级微扰近似成立条件,Pn烆1.

12灡2暋具有电荷q的离子,在其平衡位置附近做一维简谐运动,在光的照射下发生跃迁.入

射光能量密度为氀(氊),波长较长.求(1)跃迁选择定则.(2)设离子原来处于基态,求每秒跃迁到

第一激发态的概率.

答:(1)殼n=n曚-n=暲1,n为谐振子量子数.

(2)W10=2毿2q2

3毺淈氊0
氀(氊0),毺为离子的质量,氊0 为自然频率.

12灡3暋设一带电q的粒子,质量为毺,在宽度为a的一维无限深势阱中运动.在入射光照射

下,发生跃迁.光波长毸烅a.(1)求跃迁选择定则.(2)设粒子原来处于基态,求跃迁速率公式.

答:一维无限深势阱中的粒子,En=毿2淈2

2毺a2n2,n=1,2,3,….

(1)殼n=(n曚-n)=2k-1(奇数),k=1,2,3,….

(2)W2k,1=256a2

3毿2淈2暳 4k2

(4k2-1)4氀(氊2k,1),k=1,2,3,…,氊2k,1=毿2淈
2毺a2(4k2-1).

12灡4暋有一个二能级体系,Hamilton量记为 H0,能级记为E1、E2(E1<E2),相应本征态记

为氉1、氉2.设t=0时刻体系处于氉1 态.t曒0后,体系受到微扰 H曚作用.设在 H0 表象中

H曚
æ

è
çç=
毩 毭

毭

ö

ø
÷÷

毬
暋暋(毩,毬,毭实数)

求t>0时,体系处于氉2 态的概率.

答:令氊1=(E1+毩)/淈,氊2=(E2+毬)/淈,毟= 氊2+4毭2/淈2,则

氉(t)= cos毟t
2 +i氊

毟sin毟t( )2 exp - i
2

(氊1 +氊2)[ ]t氉1 -i2毭
淈毟sin毟t

2

exp - i
2

(氊1 +氊2)[ ]t氉2

t时刻体系处于氉2 态的概率= 2毭( )淈毟
2

sin2 毟t( )2 .

12灡5暋同上题.设二能级简并,令E1=E2=E,设毩=毬=0.设氉(t=0)=氉1,求氉(t),并与经

典力学中耦合摆的共振现象对比讨论.

答:

氉(t)= cos 毭t( )淈 氉1 -isin 毭t( )淈 氉[ ]2 exp(-iEt/淈)

体系在两个简并态氉1 和氉2 之间振荡,周期T=毿淈/毭.
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12灡6暋一粒子具有自旋1
2

,磁矩毺,电荷为0,处于磁场B中.t=0时,B=B0=(0,0,B0),粒

子处于氁z

æ

è
çç的本征态

ö

ø
÷÷

0
1

,即氁z=-1.t>0后,再加上沿x方向的较弱磁场B1=(B1,0,0).求

t>0后粒子的自旋态,以及测得粒子自旋“向上暠(氁z=+1)的概率.
答:

氉(t)=i氊1

氊sin氊
æ

è
ççt

ö

ø
÷÷

1
0

+ cos氊t-i氊0

氊sin氊( )
æ

è
ççt

ö

ø
÷÷

0
1

其中氊0 =毺B0/淈,氊1 =毺B1/淈,氊= 氊2
0 +氊2

1

P氁z=+1(t)=氊2
1

氊2sin2氊t= B2
1

B2
0 +B2

1
sin2 毺

淈 B2
0 +B2

1( )t

12灡7暋设把处于基态的氢原子放在平板电容器中.取平板法线方向为z轴方向.电场沿z
轴方向,可视为均匀.设电容器突然充电,然后放电.电场随时间变化如下:

E(t)=
0, t<0
E0exp(-t/氂),t>0(氂常数{ )

求时间充分长以后,氢原子跃迁到2s态及2p态去的概率.

答:P(1s曻2p)=215

310· e2E2
0a2氂2

1+ 3e2氂
8a( )淈[ ]

2

淈2
,暋a=淈2

毺e2

P(1s曻2s)=0
12灡8暋氢原子处于基态,加上交变电场E=E0[exp(i氊t)+exp(-i氊t)],淈氊烅电离能.用微扰

论一级近似计算氢原子的每秒电离的概率.

答:w=46e2E2
0毺ka5

淈3
(12-k2a2)2
(4+k2a2)6 ,a是Bohr半径,k= 2毺Ek,Ek 是末态自由电子的能量.

12灡9暋设不考虑自旋,原子中的电子态表示为

氉nlm (r,毴,氄)=Rnl(r)Ym
l (毴,氄)

对于初态为s态(Enl,l=0),终态为p态(En曚l曚,l曚=1)的电偶极自发跃迁,求终态分别为 m=1,

0,-1的跃迁分支比.
答:m曚=1,0,-1的分支比为1暶1暶1.
12灡10暋同上题.设初态为nlm.(1)末态为n曚l曚m曚.n曚l曚固定,求跃迁到不同 m曚态的分支比.

(2)跃迁到不同l曚能级的分支比(略去末态径向波函数的差异).
答:(1)末态l曚=l+1情况,m曚=m+1,m,m-1的分支比为(l+m+2)(l+m+1)暶2(l+

m+1)(l-m+1)暶(l-m+2)(l-m+1).
末态l曚=l-1情况,分支比为(l-m)(l-m-1)暶2(l+m)(l-m)暶(l+m)(l+m-1).

(2)l曚=l+1,l-1的分支比为(l+1)暶l.
12灡11暋以平面线偏振光射向处于基态的氢原子,电子可以跃迁到2p能级.设初态电子自

旋“向上暠(sz=淈/2).设忽略末态p3/2能级和p1/2能级的能量差.(1)求到p3/2和p1/2能级的分支比

(它与入射光偏振方向无关).(2)设入射光(电场)沿z方向偏振,求到p3/2,能级的 mj=3/2,

1/2,-1/2,-3/2各态的分支比.(3)设光沿x方向入射,但非偏振光,求到p3/2能级 mj=3/2,

1/2,-1/2,-3/2各态的分支比.
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答:(1)2暶1.
(2)到mj=3/2,1/2,-1/2,-3/2态的分支比为0暶1暶0暶0.
(3)3暶4暶1暶0.

12灡12暋用沿z方向传播的右旋圆偏振光照射原子,原子从能级Enl曻En曚l曚,求选择定则.
答:nlm曻n曚l曚m曚(Enl>En曚l曚,放出光)

殼l=暲1,暋暋殼m =m曚-m =-1
nlm曻n曚l曚m曚(Enl<En曚l曚,吸收光)

殼l=暲1,暋暋殼m =m曚-m =+1
12灡13暋一维运动的体系,从|m暤态跃迁到|n暤态所相应的振子强度定义为

fnm =2毺氊nm

淈
暣n x m暤2

毺为粒子质量.求证

暺
n
fnm =1 暺

n
( )指对一切能量本征态求和

(Thomas灢Reich灢Kuhn求和规则)
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第13章暋散 射 理 论

13灡1暋散射现象的一般描述

散射实验在近代物理学的发展中起了很重要的作用.特别是对原子和分子物

理,原子核物理以及粒子物理的建立和发展,起了举足轻重的作用.著名的Ruther灢
ford的毩粒子对原子的散射实验(大角度偏转现象),肯定了原子有一个核心,即
原子核,其半径(<10-12cm)比原子半径(曋10-8cm)小得多,原子的全部正电荷以

及几乎全部的质量都集中在原子核上,从此揭开了人类研究原子结构的新篇章.从

50年代开始,人们利用高能电子散射(波长烆核半径)来研究原子核及核子的电荷

分布,取得了重要的成果栙.散射实验还提供了核力的丰富知识.粒子束在介质中

的穿透和吸收,都与散射现象密切相关,它们对研究介质的各种性质提供了重要的

信息.
从量子力学理论的角度来看,散射态是一种非束缚态

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,涉及体系能谱的连续区
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

部分
踿踿

,人们可以自由地控制入射粒子的能量,这与处理束缚态的着眼点有所不同.
束缚态理论的兴趣主要在于如何求出体系的离散的能量本征值和本征态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,以及在
踿

外界作用下它们之间的量子跃迁概率
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而在实验上则主要是通过光谱线的波长
踿踿踿踿踿踿

(频
踿

率
踿

)及谱线强度的观测
踿踿踿踿踿踿踿踿

,选择定则的分析
踿踿踿踿踿踿踿

等来获取有关的信息.在散射问题中,人们

感兴趣的不是能量本征值(它们可连续变化)而是散射粒子的角分布以及散射过程
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

中粒子各种性质
踿踿踿踿踿踿踿

(例如,极化
踿踿

,角关联等
踿踿踿踿

)的变化
踿踿踿.由于角分布等的实验观测都是在

离开靶子“很远暠的地方(r烅毸,毸是入射粒子的deBroglie波长)进行,因此角分布

依赖于波函数在r曻曓的渐近行为.所以散射理论的兴趣不在于求能量本征值,而
在于研究波函数在

踿踿踿踿r曻曓处的渐近行为
踿踿踿踿踿踿

,它与入射粒子能量
踿踿踿踿踿踿踿踿

,入射粒子与靶粒子的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

相互作用等有关
踿踿踿踿踿踿踿.如入射粒子与靶粒子还有内部结构,并且在散射过程中发生改

变,这也是散射理论感兴趣的课题.在微观物理学中,人们主要是通过各种类型的

散射(弹性,非弹性,反应)实验来研究粒子之间的相互作用以及它们的内部结构.

13灡1灡1暋散射的经典力学描述,截面

从经典力学来看,在散射过程中,每一个入射粒子都以一个确定的碰撞参数

(impactparameter)b和方位角(azimuthangle)氄0 射向靶子(图13灡1).由于靶粒子
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的作用,入射粒子将发生偏转,沿某方向(毴,氄)射出,其运动轨道由 Newton方程确

定.当然,在实际的散射实验中,人们并不对每一个粒子的轨道发生兴趣(既无必

要,也不可能去观测每一个粒子的轨道),而是想了解入射粒子沿不同方向出射的

分布情况.设有一束粒子,以稳定的入射流密度(单位时间穿过单位面积的粒子数)

ji 入射,由于靶粒子的作用,入射粒子将沿不同方向出射.设在单位时间内有dn个

粒子沿(毴,氄)方向的立体角d毟 出射.显然,dn曍jid毟.定义dn=氁jid毟,即

氁= 1
ji

dn
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

毟
(13灡1灡1)

图13灡1

在给定的实验中(入射粒子能量,入射粒子与靶粒子相互作用已确定),一般来说,氁
与(毴,氄)有关.显然,氁的量纲是[面积],所以称为散射截面(scatteringcrosssec灢
tion),它描述散射粒子沿不同角度(毴,氄)的分布.如把沿各方向出射粒子都计及在

内,即

氁t =曇d毟氁(毴,氄)=曇
毿

0
sin毴d毴曇

2毿

0
d氄氁(毴,氄) (13灡1灡2)

氁t 称为总截面(totalcrosssection).
现在来讨论如何用经典力学来计算氁(毴,氄).通常假定,入射粒子与靶子相互

作用只依赖于它们的相对距离r,记为V(r).此时,入射粒子将做平面运动(氄=

氄0),散射角分布氁与方位角氄 无关,只需要分析出射粒子随毴角的分布.显然,偏
转角毴依赖于碰撞参数b.在(毴,氄)方向立体角元d毟=sin毴d毴d氄中射出的粒子,是
来自从(b,b+db;氄,氄+d氄)的环面积元bd氄db中入射的粒子.所以dn=jibd氄db.但
按截面定义dn=ji氁d毟.由此可得出

氁(毴)= bdb
sin毴d毴

(13灡1灡3)

利用b=rsin毴,氁(毴)也可表示成

氁(毴)=r d(rsin毴)
d毴 =r2 cos毴+sin毴dlnr

d毴
(13灡1灡4)
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如已知道b(毴)或r(毴)[通过求解中心场V(r)中粒子运动的 Newton方程],即可求

出截面氁(毴).

例1暋Coulomb场或万有引力场中的散射.设

V(r)= 毷
r 暋暋(毷>0,斥力;毷<0,引力) (13灡1灡5)

以下讨论斥力情况.设入射粒子能量为E(>0),按照经典力学,其轨道为双曲线.采用平面极坐

标系,则轨道可表示为

r= p
1+ecos毴

(13灡1灡6)

式中p是双曲线焦点(力心)到准线的垂直距离,p=L2毷m,L是粒子轨道角动量(守恒量!),e是

偏心率e= 1+2EL2/毷2m>1.设双曲线的两条渐近线的夹角为毜,它与偏转角毴有如下关系

(图13灡2):

毜+毴=毿 (13灡1灡7)

图13灡2

毜可如下求出:当r曻曓时,1+ecos毴=0,由此解出毴的两个解为

毴1 =毿+arccos 1( )e
,暋暋毴2 =毿-arccos 1( )e

所以

毜=毴1 -毴2 =2arccos 1( )e
或

cos(毜/2)= 1
e

按式(13灡1灡7),有

cot(毴/2)=tan(氄/2)= e2 -1= 2E
毷2m

·L=v0

毷mv0b (13灡1灡8)

式中E=1
2mv2

0(入射粒子能量,守恒量),v0 为入射速度,L=mv0b(角动量).由此得出

b= 毷
mv2

0
cot(毴/2) (13灡1灡9)

代入式(13灡1灡3),可得

氁(毴)= 毷2

16E2
1

sin4毴/2
(13灡1灡10)
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此即有名的 Rutherford的Coulomb散射截面公式栙.
可以看出,当毴曻0时,氁(毴)曻曓,这是可以理解的.因为一个理想的(无屏蔽的)Coulomb势

是一种特殊的长程力(力程为无限大),所以无论入射粒子的碰撞参数b多大,总是要受到靶粒

子Coulomb势的作用而偏转(尽管偏转角很小).此外,总截面显然也是发散的.

图13灡3

例2暋考虑图13灡3所示短程作用势
踿踿踿踿踿

(力程曋a)对粒子的

散射.经典力学散射总截面显然为

氁t =毿a2 (13灡1灡11)

因为只要入射粒子能闯入靶粒子的半径为a的势力范围(b<
a),就会发生偏转(散射).反之,若入射粒子碰撞参数b>a,粒
子就不会进入靶粒子作用圈,因而不发生偏转,对散射总截面

无贡献.以后我们会看到,用量子力学来处理这种势散射的结

果,与此很不相同,特别是入射粒子波长毸曋a的情况.
例3暋设有一束粒子流通过某种介质,可能观测到被逐渐

吸收,沿原来入射方向的粒子流密度j(x)会逐渐减弱(图

13灡4).这种吸收现象实际上是由于入射粒子受到介质中的各
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

种原子的散射所导致
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.吸收系数与散射总截面成比例

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
设介质中单位体积内有n0 个散射中心,在单位横截面内入射粒子束经过dx距离 之 后 ,所

碰到的散射中心有n0dx 个.每一个散射中心

的作用将使入射粒子束中有j(x)氁t 个粒子偏

离入射方向而散射出去(不管沿什么方向).因
此,在经历dx距离之后,偏离入射方向而散射

的粒子总数(单位时间内)为j(x)氁tn0dx,因此

沿原来传播方向的粒子流密度的减弱量为
图13灡4

dj=-j(x)氁tn0dx
所以

j(x)=j(0)exp(-氁tn0x)=j(0)exp(-毸x) (13灡1灡12)
式中毸=n0氁t 称为吸收系数

踿踿踿踿
,它正比于散射总截面
踿踿踿踿踿踿踿踿踿氁t 以及介质粒子密度

踿踿踿踿踿踿踿踿n0.

13灡1灡2暋散射的量子力学描述,散射波幅

为简单起见,假设在碰撞过程中入射粒子和靶粒子的内部态不改变(内部激发
踿踿踿踿

自由度被冻结
踿踿踿踿踿踿

),即弹性散射
踿踿踿踿.在此过程中,只有相对运动状态发生改变.设相互作

用用局域势V(r)表示,r是入射粒子与靶粒子的相对坐标.这样的两体问题总可以

化为单体问题来处理(见6灡1灡3节).我们还假定V(r)具有一定的力程
踿踿踿踿踿踿a,即只当

|r|<a时,相互作用才值得考虑(|r|>a区域,V(r)微不足道,不必考虑)栚.
在散射实验中,有一个粒子源,它提供一束稳定的接近于单色的平行入射粒子
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栙

栚

E.Rutherford,Phil.Mag.21(1911)669.
因此,下面的讨论对于Coulomb散射不完全适用(见13灡5节),特别是关于r曻曓时散射波的渐近行

为[见式(13灡1灡14)].



图13灡5

束,从远处射向靶粒子(散射中心).实际的入射粒子束都有一定的宽度
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(曋d)和长
踿踿

度
踿

(曋l).从宏观实验装置来看,入射束是狭而短的,但与入射粒子波长毸和靶粒子

的力程(或大小)a相比,则是很大的,(d,l烅毸,a).在这种情况下,入射波(incom灢
mingwave)可以近似用一束平面波来描述栙,即(为方便,不妨取入射方向为z轴

方向,见图13灡5)

氉i =eikz (13灡1灡13)

k= 2毺E/淈,E 为入射粒子能量,氉i 是动量的本征态(pz=淈k,px=py=0).由于

靶粒子的作用,入射粒子的动量并非守恒量
踿踿踿踿踿踿踿

,即有一定概率改变方向,或者说要

产生散射(scattering)波.设相互作用为一个中心势V(r),则在散射过程中角动

量为守恒量.可以论证栚,当r曻曓时,散射波的形式为1
rf(毴)exp(ikr),即往外出

射的(coutgoing)球面波,f(毴)的量纲为[长度],称为散射波幅(scatteringampli灢
tude),是毴的函数,但不依赖于氄角.概括起来说,在中心势V(r)作用下,波函数在

r曻曓时的渐近行为是

·714·

栙

栚

这是数学处理上的简化,平面波是一种理想情况,实际的入射粒子束都是波包
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.但可以证明

踿踿踿踿踿
,如波包
踿踿踿

宽度
踿踿d和长度

踿踿踿l比入射波波长
踿踿踿踿踿踿毸和靶粒子作用半径

踿踿踿踿踿踿踿踿a大得多
踿踿踿

(d,l烅毸,a),则用波包来严格处理所得结果与用
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

平面波近似的结果相同
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.详见,M.L.GoldbergerandK.M.Watson,CollisionTheory,chap.10,(1964);A.
Messiah,QuantumMechanisc,chap.10,1961;E.Merzbacher,QuantumMechanics,11灡2节,(1970).

中心力场中的粒子,H=p2/2毺+V(r).能量
踿踿 E 和轨道角动量

踿踿踿踿踿踿l均为守恒量
踿踿踿踿踿.由于入射粒子用

exp(ikz)=exp(ikrcos毴)来描述,它是具有一定能量E=淈2k2/2毺和角动量z分量lz=0(或磁量子数m=0)的
态,具有绕z轴的旋转对称性.在散射过程中,这种对称性将保持下去,即波函数保持在能量为E=淈2k2/2毺
和lz=0的本征态.采用(H,l2,lz)为守恒量完全集,则散射波一般形式为 暺

l
ClRkl(r)Y0l,Rkl(r)为径向波函

数,若令Rkl(r)=氈kl(r)/r,则

氈曞kl(r)+ k2-l(l+1)
r2 -2毺V(r)

淈[ ]2 氈kl(r)=0

由于V(r)具有有限力程,当r曻曓时,

氈曞kl(r)+k2氈kl(r)=0

它的两个 解 可 取 为 exp(暲ikr).取 出 射 波 条 件,则 氈曍exp(ikr).因 此,散 射 波 的 渐 近 形 式 为

1
rexp(ikr)暺

l
ClPl(cos毴).考虑到Pl(cos毴)的完备性,此式可表示成 1

rexp(ikr)f(毴),其中f(毴)为毴的任意

规则函数,可以用Pl(cos毴)展开,但f不依赖于氄(因为m=0).



氉
r曻

曻
曓

exp(ikz)+f(毴)exp(ikr)
r

(13灡1灡14)

上式中第一项是入射波,第二项表示出射的球面波
踿踿踿踿踿踿

,描述由于靶粒子作用所出现的

散射现象.
在上述波函数的渐近形式下,入射粒子流密度为ji=淈k/毺,而散射粒子流(径

向)为(注)

js =i淈
2毺

f(毴)exp(ikr)
r

灥
灥rf* (毴)exp(-ikr)

[ ]r -c.c{ }.

=淈k
毺

f(毴)2/r2 (13灡1灡15)

式中,c.c.指复共轭项.因此,在毴方向的立体角元d毟 中单位时间的出射粒子数为

dn=jsr2d毟=淈k
毺

f(毴)2d毟

按截面定义式(13灡1灡1),有

氁(毴)= 1
ji

dn
d毟 = f(毴)2 (13灡1灡16)

这就是散射截面(也称微分截面,或角分布)与散射波幅f(毴)的关系.
在理论分析上,散射波幅f(毴)可以由求解Schr昳dinger方程

-淈2

2毺

殼

2+V(r[ ])氉=E氉 (13灡1灡17)

并要求r曻曓时氉的渐近行为如式(13灡1灡14)所示而定出.f(毴)求出后即可计算出

微分截面氁(毴)=|f(毴)|2,并与实验测出的微分截面[按照式(13灡1灡1),氁(毴)=
(dn/d毟)/ji]比较栙.还可以计算出总截面

氁t =曇氁(毴)d毟=曇
毿

0
f(毴)2sin毴d毴 (13灡1灡18)

当然还应提到,用上述理论来分析散射实验时,还基于下列一些近似考虑.首先,实
际的散射实验中,靶子是由许多散射中心(原子,原子核,或其他粒子)组成.但各个散射

踿踿
中心之间间距可认为很大
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(相对于各散射中心的势力范围),因而从不同散射中心出来
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

的散射波的干涉效应可以忽略
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.其次,从实验技巧上来讲,通常把靶子做得非常薄,使得

入射粒子束中只有很少一部分入射粒子受到一个散射中心的散射(不经受多次散射
踿踿踿踿踿踿踿

).
此外,无论是经典或者量子力学描述中,截面都是一个统计的概念.为了得到较好的统

计性,往往要求入射束流强较大,使单位时间内记录下的散射粒子数较大,但又要求入

射粒子束流不可太强,以保证入射粒子束中的各粒子之间的相互作用可不必考虑
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
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栙 本章是采用定态方法来处理散射问题,即求解不含时间的Schr昳dinger方程,并要求波函数满足一定的

边条件,所以归结为一个边值问题.这个方法适用的条件是 H 不显含t.若H 显含t,则能量非守恒量,体系不能

处于定态.此时要用含时间的Schr昳dinger方程来处理,要求波函数满足一定的初条件.这是一个很普遍的方法.
也可以应用于 H 不显含t的情况.为此,要引用“绝热移引暠概念.详细讨论可参阅 M.L.GoldbergerandK.M.
Watson,CollisionTheory,(1964);C.J.Jaochain,QuantumCollisionTheory,(1975);以及书中所引文献.



(注)彭桓武先生在“忆玻恩,海特勒,薛定谔和我的几段谈话暠[《现代物理知识》(5卷,6期,

1993)]一文中谈到,他在读 Mott的TheTheoryofAtomicCollision一书时,曾经问Born,在用

波动力学计算截面时,为何不考虑入射波与散射波的交叉项
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.Born以光学实验为例指出:在散

射光测量处,入射光受光阑的限制不会到达那里,因而交叉项实际上等于零.在实验观测中,探

测器总是放置在离开靶子较远处,并在偏离毴=0方向有一定角度的方向,而入射粒子是用有一

定宽度的波包描述,尽管在散射过程中有一定扩展,在探测器所在位置只能观测到散射波,而入

射波与散射波的干涉,除毴=0方向附近极小的角度方向外,是观测不到的。向前散射(毴=0)的

截面可根据小角度毴的截面数据进行外插而得出.参见 Cohen灢Tannoudji,etal.,QuantumMe灢

chanics,vol.栻,p.914.
下面证明:在远处(r曻曓),除非常靠近入射方向(毴曋0曘)之外,干涉效应可以忽略.
将式(13灡1灡14)代入粒子流密度公式

j= 淈
2i毺

(氉*

殼

氉-氉

殼

氉* )

在球坐标系中

殼

=er
灥
灥r+e毴

1
r

灥
灥毴+e氄

1
rsin毴

灥
灥氄

由于氉与氄 角无关,所以j氄=0,而

jr =淈
2i毺 氉* 灥

灥r氉-氉
灥
灥r氉( )* = 淈

2i毺
exp(-ikz)+f(毴)* 1

rexp(-ikr[ ]{ )

暳 灥
灥r exp(ikz)+f(毴)1

rexp(ikr[ ])- }c.c. ,(c.c.指复共轭项)

经过仔细计算,可得出

jr =淈k
毺

cos毴+ 1
r2 f( )2 暋暋暋暋暋暋暋暋

+ 淈
2毺

f(毴)[kr(1+cos毴)+i]1
r2exp[ik(r-z)]+{ }c.c. 暋暋暋暋暋 (13灡1灡19)

j毴 =淈
2i毺 氉* 1

r
灥
灥毴氉-氉

1
r

灥
灥毴氉( )*

=-淈k
毺

sin毴+ 淈
2i毺

(f曚-ikr/sin毴)1
r2exp[ik(r-z)]-{ }c.c.

+ 淈
2i毺

(f曚f* -ff*曚)/r3,暋暋(f曚=df/d毴) (13灡1灡20)

在远处(r曻曓),上式右边第三项(曍1/r3)可以忽略.式(13灡1灡19)右边的{…}中,因kr烅1,可

略去i项.同 样,式 (13灡1灡20)可 以 忽 略 f曚项 (只 要 角 度毴不 是 非 常 小).因 此,kr曻 曓 时,

式(13灡1灡19)与(13灡1灡20)可表示为

jr =淈k
毺

cos毴+ f 2

r2 +1+cos毴
2r fexp[ik(r-z)]+f*exp[-ik(r-z{ }( ))]

j毴 =淈k
毺

-sin毴-sin毴
2r fexp[ik(r-z)]+f*exp[-ikr-z{ }( )] (13灡1灡21)

上两式中,右边第一项与r无关,代表入射粒子流密度 淈k
毺

,沿z( )轴方向 的er 与e毴 分量(见图

·914·



图13灡6

13灡6).jr 的第二项|f|2/r2,是散射粒子流密度 曍1
r( )2 .jr 与

j毴 中的其他项是入射波与散射波的干涉项 曍1( )r
,乍看起来,

似乎比散射波贡献的项 曍1
r( )2 还重要.但因为它们包含有一

个随角度迅变的因子exp[ik(r-z)]=exp[ikr(1-cos毴)],当r
很大时(kr烅1),除0曋0曘附近外,在实验观测的立体角 殼毟 中,

此因子将振荡多次而互相抵消,因而实际上对截面没有什么贡

献,完全可以略去.所以,在计算截面时,只需考虑散射波的贡献,散射波与入射波的干涉项可以

忽略.
*暋暋*暋暋*

练习暋考虑到概率守恒条件,在离开散射中心无穷远(r曻曓)的球面上粒子净流出量应

为0,曈jrr2d毟=0.按式(13灡1灡19),利用公式

lim
毩曻曍

exp(i毩x)=2i毮(x)暋暋(x曒0)

可知

lim
kr曻曍

exp[ikr(1-cos毴)]= 2i
kr毮(1-cos毴) (13灡1灡22)

由此证明下列光学定理(opticaltheorem):

氁k =曇f(毴,氄)2d毟=4毿
kImf(0) (13灡1灡23)

13灡2暋Born近 似

下面先介绍处理散射问题的一个重要近似方法,即Born近似.在下面13灡2灡1
节中,把Schr昳dinger方程化为一个积分方程———Lippman灢Schwinger方程,并要

求波函数满足散射态边条件.与Schr昳dinger微分方程的求解一样,在一般情况

下,只能采用近似方法求解此积分方程.13灡2灡2节介绍最重要的一种近似方法,即

Born近似.与束缚态的微扰论近似的精神相似,Born近似把入射粒子与靶子的相
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

互作用
踿踿踿V 视为微扰

踿踿踿踿
,然后逐级近似求解
踿踿踿踿踿踿踿踿.显然,Born近似对于高能入射粒子的散射

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
较为适用
踿踿踿踿.

13灡2灡1暋Green函数,Lippman灢Schwinger方程

在13灡1节中已提到,粒子被势场V(r)的散射,归结为求解Schr昳dinger方程

(

殼

2+k2)氉(r)=2毺
淈2V(r)氉(r) (13灡2灡1)

(E=淈2k2/2毺是入射粒子能量),氉(r)满足下列边条件:

氉(r)r曻
曻
曓

exp(ik·r)+f(毴,氄)exp(ikr)
r

(13灡2灡2)

·024·



定义 Green函数G(r,r曚)栙,它满足

(

殼

2+k2)G(r,r曚)=毮(r-r曚) (13灡2灡3)
可以证明

氉(r)=2毺
淈2曇d3r曚G(r,r曚)V(r曚)氉(r曚) (13灡2灡4)

满足方程(13灡2灡1).因为,利用式(13灡2灡3),

(

殼

2+k2)氉(r)=2毺
淈2曇d3r曚(

殼

2+k2)G(r,r曚)V(r曚)氉(r曚)=2毺
淈2V(r)氉(r)

但式(13灡2灡4)解不是唯一的,因为

氉(r)=氉
(0)(r)+2毺

淈2曇d3r曚G(r,r曚)V(r曚)氉(r曚) (13灡2灡5)

也满足方程(13灡2灡1),只要氉
(0)(r)满足下列齐次方程即可

(

殼

2+k2)氉
(0)(r)=0 (13灡2灡6)

这种不确定性可由入射波和出射波的边条件来确定.例如,对于有限力程作用
踿踿踿踿踿踿

[当

r>a(力程),V=0],要求氉i(r)r曻
曻
曓
exp(ik·r)(入射粒子具有确定动量淈k,用平面

波描述),而

暋氉(r)=exp(ik·r)+氉sc(r)=exp(ik·r)+2毺
淈2曇d3r曚G(r,r曚)V(r曚)氉(r曚)

(13灡2灡7)
此即Lippman灢Schwinger方程,并要求氉sc(r)满足出射波

踿踿踿
边条件

暋暋氉sc(r)=2毺
淈2曇d3r曚G(r,r曚)V(r曚)氉(r曚)r曻

曻
曓

f(毴,氄)exp(ikr)
r

(13灡2灡8)

下面来讨论 Green 函数的求解.根据方程 (13灡2灡3)的空间平移不变性,
G(r,r曚)应表示成下列形式:

G(r,r曚)=G(r-r曚) (13灡2灡9)
其Fourier变换为

G(r-r曚)=曇d3qexp[iq·(r-r曚)]煄G(q) (13灡2灡10)

代入式(13灡2灡3),利用

毮(r-r曚)= 1
(2毿)3曇d3qexp[iq·(r-r曚)]

·124·

栙 静电学中求解Poisson方程

殼

2毤=-4毿氀时,已用过此方法,即引进 Green函数G(r),它满足

殼

2G(r)=-4毿毮(r)
众所周知,它的解为

G(r)= 1
r 暋暋

殼

21
r =-4毿毮(r( ))

这样,Poisson方程的解毤(r)可表示成

毤(r)=曇d3r曚G(r-r曚)氀(r曚)=曇d3r曚 氀(r曚)
r-r曚

即对整个电荷分布的贡献进行积分,而 Green函数表示单位点电荷对静电势的贡献.



殼

2exp[iq·(r-r曚)]=-q2exp[iq·(r-r曚)]
可得

(-q2+k2)煄G(q)= 1
(2毿)3

即 Green函数的Fourier变换为

煄G(q)=- 1
(2毿)3

1
(q2-k2) (13灡2灡11)

因此 Green函数为

G(r-r曚)=- 1
(2毿)3曇d3q 1

q2-k2exp[iq·(r-r曚)] (13灡2灡12)

令R=r-r曚,则

G(R)=- 1
(2毿)3曇d3qexp(iq·R)

q2-k2

=- 1
(2毿)3曇

曓

0
q2dq曇

毿

0
sin毴d毴曇

毿

0
d氄

exp(iqRcos毴)
q2-k2

=- 1
(2毿)2iR曇

+曓

-曓
dq·qexp(iqR)

q2-k2

图13灡7暋q空间围道

q=暲k点是被积函数的一级极点,容易用残数

(residue)定理计算出积分值.积分值与积分围道
踿踿踿踿踿踿踿踿

(contour)选取有关
踿踿踿踿

,这相当于不同的散射波边条
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

件
踿.通常感兴趣的是要求给出出射波

踿踿踿
,此时,q空

间积分围道应选取如图13灡7.此时,

G(R)=- 1
4毿Rexp(ikR)

即

G(r-r曚)=-exp(ikr-r曚 )
4毿r-r曚

(13灡2灡13)

代入式(13灡2灡7),得

暋暋氉(r)=exp(ik·r)- 毺
2毿淈2曇d3r曚exp(ikr-r曚 )

r-r曚 V(r曚)氉(r曚) (13灡2灡14)

这就是方程(13灡2灡1)的解,它满足边条件(13灡2灡2).由于积分内含有待求解的未知

函数氉(r曚),(13灡2灡14)是一个积分方程
踿踿踿踿.具体计算时,往往只能采用逐级近似法求解.

13灡2灡2暋Born近似栙

如把入射粒子与靶的相互作用V 看成微扰,按微扰论的精神:作为一级近似,
式(13灡2灡14)右侧的V(r曚)氉(r曚)用其零级近似V(r曚)exp(ik·r曚)代替.此时

·224·
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暋氉(r)曋exp(ik·r)- 毺
2毿淈2曇d3r曚暳exp(ik旤r-r曚旤)

旤r-r曚旤
V(r曚)exp(ik·r曚)

(13灡2灡15)
此即势散射问题的 Born一级近似解.根据它在r曻曓的渐近行为,与边条件式

(13灡2灡2)比较,即可求出散射波幅f的一级近似解.
我们已假设V(r曚)具有有限力程

踿踿踿踿
,式(13灡2灡15)中对r曚的积分实际上局限于空

间中一个有限区域.当r曻曓时,
r-r曚 = (r2-2r·r曚+r曚2)1/2 曋r(1-r·r曚/r2)

式(13灡2灡15)的被积函数中,分母|r-r曚|是一个光滑的缓变化函数,当r曻曓时,可
径直用r代替,但分子是一个随r曚迅速振荡的函数

exp(ikr-r曚 )曋exp[ikr(1-r·r曚/r2)]

=exp(ikr-ikf·r曚) (13灡2灡16)

其中kf =kr
r

,淈kf 是 出 射 粒 子 动 量,对 于 弹 性 散 射,|kf|=k.这 样,由 式

(13灡2灡15)、(13灡2灡16)可得出

暋暋氉sc(r)r曻
曻
曓

-毺exp(ikr)
2毿淈2r曇d3r曚exp[-i(kf -k)·r曚]V(r曚) (13灡2灡17)

与边条件式(13灡2灡2)比较,得

f(毴,氄)=f(k,kf)=- 毺
2毿淈2曇d3r曚exp(iq·r曚)V(r曚) (13灡2灡18)

式中

q=kf -k (13灡2灡19)
淈q是散射过程中粒子的动量转移

踿踿踿踿
(见图13灡8),毴是kf 与k 的夹角,即散射角.由

图13灡8可看出

q=2ksin毴
2

(13灡2灡20)

k与毴愈大,则动量转移淈q愈大.除一个常数因子外,
散射波幅(13灡2灡18)即相互作用V(r)的Fourier变换.若V
是中心力场(或对于入射方向具有轴对称性),则f与氄 角

无关.计算式(13灡2灡18)的积分时,可选择q方向为z曚轴方

向,采用球坐标系,可得出
图13灡8

f(毴)=-2毺
淈2q曇

曓

0
r曚V(r曚)sinqr曚dr曚 (13灡2灡21)

f还与入射粒子能量有关系,在式(13灡2灡18)和(13灡2灡21)中未明显标记出.散射截

面为

氁(毴)= f(毴)2 =4毺2

淈4q2曇
曓

0
r曚V(r曚)sinqr曚dr曚

2

q2 =4k2sin2 毴
2

(13灡2灡22)
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可以看出,q愈大,则氁(毴)愈小,即入射粒子受到势场V(r)的影响愈小.由此可以

看出,对于高能入射粒子(k很大),氁(毴)主要集中在小角度范围内.

Born近似的适用条件

在Born近似下

暋氉(r)=exp(ik·r)+氉sc(r)

曋exp(ik·r)- 毺
2毿淈2曇d3r曚exp

(ik· r-r曚 )
r-r曚 V(r曚)exp(ik·r曚) (13灡2灡23)

如Born近似为一个好的近似,就要求

氉sc(r)烆 exp (ik·r)=1 (13灡2灡24)
势场V 对散射波的影响,在靶子邻域(r~0)内最强,因此上述条件可换成

旤氉sc(0)旤烆1 (13灡2灡25)
设V 为中心场,则

氉sc(0)= 毺
2毿淈2曇d3r曚exp(ikr曚)

r V(r曚)exp(ik·r曚)

=2毺
淈2k曇

曓

0
dr曚exp(ikr曚)V(r曚)sinkr曚 烆1 (13灡2灡26)

此即Born近似成立的条件.
若入射粒子能量很低,sinkr曚曋kr曚,exp(ikr曚)曋1,则式(13灡2灡26)化为

2毺
淈2曇

曓

0
r曚V(r曚)dr曚 烆1 (13灡2灡27)

假设V(r)具有有限力程曋r0,强度曋V0,则上式化为

毺
淈2 V0 r2

0 烆1 (13灡2灡28)

反之,若入射粒子能量很高,exp(ikr曚)将随r曚迅速振荡,式(13灡2灡26)中
exp(ikr曚)sinkr曚=coskr曚sinkr曚+isin2kr曚

上式右侧第一项1
2sin2kr曚随r曚迅速振荡,对积分无贡献,第二项主要局限在kr曚燂毿

区域中对积分有贡献,其值约为

曇
毿/k

0
sin2kr曚dr曚= 1

2k
所以式(13灡2灡26)化为

2毺
淈2k

V0

2k 烆1,暋 或 暋毺V0

淈2 r2
0 烆k2r2

0 (13灡2灡29)

可以看出,若
踿Born近似在低能区成立

踿踿踿踿踿踿踿踿
,则在高能区也成立
踿踿踿踿踿踿踿踿

(因为k2r2
0烅1).反之,则

不一定.

13灡2灡3暋Coulomb散射的Born近似

在13灡1灡2节的散射的量子力学理论描述中,以及13灡2灡2节的散射振幅的
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Born近似公式的推导中,都假定V 具有有限力程.点电荷的Coulomb势是一个长

程势(力程为曓).严格说来,点电荷的Coulomb散射不能用Born近似来处理.但
我们不妨把点电荷的Coulomb势V(r)=毷/r看成 Yukawa势

V(r)=毷exp(-毩r)
r

(13灡2灡30)

的长程极限(毩-1曻曓).对于 Yukawa势,Born近似适用条件[见式(13灡2灡27)]可
表示成

2毺
淈2曇

曓

0
rV(r)dr =2毺毷

淈2毩烆1 (13灡2灡31)

当毩足够大时,上条件成立.(当然,对于Coulomb势,毩曻0,严格说来,上条件不成

立.)对于 Yukawa势,可计算出(习题13灡1)

f(毴)=-2毺毷
淈2

1
毩2+q2 (13灡2灡32)

氁(毴)= f(毴)2 =4毺2毷2

淈4
1

(毩2+q2)2
毩曻

曻
04毺2毷2

淈4q4

所以Coulomb散射截面(Born近似)为

暋氁(毴)= 4毺2毷2

16淈4k4sin4(毴/2)= 毷2

4毺2v4sin4(毴/2)= 毷2

16E2sin4(毴/2) (13灡2灡33)

这结果与经典力学得出的Coulomb散射截面公式,即有名的 Rutherford公式,完
全相同[见13灡1节,式(13灡1灡10)].

Coulomb散射有两个特点:(a)主要集中在小角度
踿踿踿踿踿踿踿踿

(毴曋0附近
踿踿

).(b)截面与入
踿踿踿踿

射粒子能量平方成反比
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

对于两个点电荷q1 和q2 的Coulomb势V(r)=q1q2/r2,(毷=q1q2),Coulomb

势散射的Born近似波幅fB(毴)见式(13灡2灡32),毩=0,并利用q=2ksin毴[ ]2
为

fB(毴)=-2毺毷
淈2q2 =- 毺q1q2

2淈2k2sin2(毴/2) (13灡2灡34)

Coulomb势 散 射 还 可 以 严 格 求 解,散 射 波 幅 的 解 析 解 [见 13灡5 节,式

(13灡5灡28),(13灡5灡17),毭=q1q2毺/淈2k]fC(毴)为

fC(毴)=-毭
2k sin2 毴æ

è
ç

ö

ø
÷

2
-1-i毭

e2i毮0 = -
暋

暋毺q1q2
暋

暋

2淈2k2sin2(毴/2[ ]) sin2 毴æ

è
ç

ö

ø
÷

2
-i毭

e2i毮0

=fB(毴)e-i毭lnsin2毴
2+2i毮0 (13灡2灡35)

所以fC(毴)与fB(毴)只相差一个相因子,因而

氁(毴)= fC(毴)2 = fB(毴)2 (13灡2灡36)
即Coulomb散射截面的Born近似计算值与严格计算结果相同

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,并与经典计算结
踿踿踿踿踿踿踿

果一致
踿踿踿

[见13灡1节,式(13灡1灡10)].从式(13灡2灡33)还可以看出,当 Coulomb散射
踿踿
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截面用能量
踿踿踿踿踿E· 这个可观测量来表示时

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,它不显含
踿踿踿踿Planck常量

踿踿淈,(这种情况,只在
踿踿

Coulomb散射中出现
踿踿踿踿踿

).所以散射截面的量子计算结果与经典计算结果完全一致

是可以理解的.

电子对原子的散射,形状因子

电子与原子碰撞时,一方面受到原子核的 Coulomb引力作用,另外还受到核

外诸电子的Coulomb斥力.为避免多体问题的复杂性,诸电子的作用近似用一个

电荷分布-e氀(r)的作用来代替,即取

V(r)=-Ze2

r +e2曇氀(r曚)
旤r-r曚旤

d3r曚 (13灡2灡37)

Z为原子序数.代入式(13灡2灡18),则

f(毴)=- 毺e2

2毿淈2曇exp(iq·r)-Z
r +曇氀(r曚)

旤r-r曚旤
d3[ ]r曚 d3r (13灡2灡38)

利用积分公式

曇exp(iq·r)
r-r曚 d3r=4毿

q2exp(iq·r曚),暋曇exp(iq·r)
r d3r=4毿

q2

(13灡2灡39)
可求出

f(毴)=2毺e2

淈2q2[Z-F(毴)] (13灡2灡40)

其中

F(毴)=曇exp(iq·r曚)氀(r曚)d3r曚 (13灡2灡41)

是氀(r)的Fourier变换,F(毴)称为与分布氀(r)相应的形状因子
踿踿踿踿

(formfactor),F(毴)
反映核外电子的屏蔽效应.

微分截面为

氁(毴)= f(毴)2 = 毺2e4

4淈4k4
旤Z-F(毴)旤2

sin4(毴/2) (13灡2灡42)

例如,取氀(r)=氀0exp(-r/a)(指数分布,a表征分布半径,氀0=Z/8毿a3),满足

曇
曓

0
氀(r)4毿r2dr=Z

此时,

F(毴)=氀0曇exp(iq·r曚-r曚/a)d3r曚

= Z
(1+a2q2)2 = Z

[1+4a2k2sin2(毴/2)]2 (13灡2灡43)

可以看出,F(0)=Z.一般情况下,[Z-F(毴)]<Z.可把Z-F(毴)视为有效核电荷.
对于小角度散射,毴烆1/ak,a2q2烆1,
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F(毴)曋Z(1-2a2q2)

Z-F(毴)曋2Za2q2

由式(13灡2灡40),

f(毴)曋4Z毺e2a2

淈2 (13灡2灡44)

为有限值,此时总截面氁t 并不发散.上述公式也可用来讨论毩粒子对原子的散射,
只需把入射粒子的电荷及质量作相应的改变.

13灡3暋全同粒子的碰撞

全同粒子的碰撞,由于波函数的交换对称性,将出现一些很有趣的特征.这完

全是一种量子效应.为突出全同粒子散射的特点,先讨论一下无自旋的不相同的粒

子的碰撞.然后讨论无自旋的两个全同粒子的碰撞.最后讨论自旋为淈/2的粒子的

碰撞.

13灡3灡1暋无自旋不同粒子的碰撞

下面以毩粒子与氧原子核 O(指16O)的碰撞为例,它们的自旋都为零.图13灡9
是在质心系中的图像.用探测器D1 与D2 来测量它们的角分布.图13灡9(a)是在毴
方向D1 测量到一个毩粒子,相应的毩粒子散射振幅为f(毴),微分截面为|f(毴)|2.
而在相反的(毿-毴)方向D2 测到一个 O核,相应的散射振幅为f(毿-毴).

图13灡9(b)与(a)相比,毩粒子与O核正好互相交换.O核在毴方向的散射振幅

f(毴)与毩粒子在(毿-毴)方向的散射振幅f(毿-毴)相同,截面为|f(毿-毴)|2.因此,
在毴方向测得粒子(无论是毩,或是 O)的散射微分截面为

氁(毴)= f(毴)2+ f(毿-毴)2 (13灡3灡1)

图13灡9暋不同类粒子的碰撞
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13灡3灡2暋无自旋全同粒子的碰撞

下面以两个毩粒子(自旋为0)的碰撞为例.当探测器 D1 中测得一个毩粒子时

(D2 中测得另外一个毩粒子),但无法判明它是两个毩粒子中的哪一个,图13灡9(a)
和(b)两种情况不能分辨,不问其来源如何,都对散射振幅有贡献.因此,毩粒子沿毴
方向的散射振幅为f(毴)+f(毿-毴).(这样构成的出射波函数对于两个毩粒子交换

是对称的.栙)
因此,微分截面为

氁(毴)= f(毴)+f(毿-毴)2

= f(毴)2+ f(毿-毴)2+f* (毴)f(毿-毴)+f(毴)f* (毿-毴)

= f(毴)2+ f(毿-毴)2+2Re[f* (毴)f(毿-毴)] (13灡3灡2)
最后一项是干涉项.由于这一项的存在,全同粒子与不同粒子的散射角分布有不同

的特点.例如,在毴=毿/2处,
全同粒子散射 暋暋氁(毴)=4f(毿/2)2

不同粒子散射 暋暋氁(毴)=2f(毿/2)2
(13灡3灡3)

两者很不相同.
还可以看出,全同粒子散射截面

踿踿踿踿踿踿踿踿
(在质心系
踿踿踿踿

中)对于
踿踿毴=毿/2角总是对称的

踿踿踿踿踿踿
,因为

暋氁 毿
2-æ

è
ç

ö

ø
÷毭 = f 毿

2-æ

è
ç

ö

ø
÷毭 +f 毿

2+æ

è
ç

ö

ø
÷毭

2

=氁 毿
2+æ

è
ç

ö

ø
÷毭 ,(毭为任意角) (13灡3灡4)

13灡3灡3暋自旋为1/2全同粒子的碰撞

以两电子碰撞为例.电子具有自旋淈/2,对于两个电子交换,波函数应反对称.
两个电子组成的体系,自旋态有两种:即单态(S=0)与三重态(S=1).前者是反对

称自旋态,后者是对称自旋态.因此,若两个电子处于S=0态,空间波函数必为交
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栙 在质心系中,两个全同粒子的碰撞是对撞.对于两个毩粒子,考虑到波函数交换对称性,入射波为

氉i =exp(ikz)+exp(-ikz)

z=(z1-z2)是两个粒子相对坐标的z分量.描述相对运动的Schr昳dinger方程为

H氉(r)= -淈2

2毺

殼

2+V(r[ ])氉(r)=E氉(r)

H 对于两个毩粒子交换是对称的.(当两个全同粒子交换时,相当于r曻-r,即r曻r,毴曻毿-毴).所以,散射后

的波函数

氉 曻
散射

氉i+氉sc

而

氉sc
r曻

曻
曓 [f(毴)+f(毿-毴)]exp(ikr)

r
即散射振幅为f(毴)+f(毿-毴).
暋暋对于e灢e散射,当它们总自旋S=0时,空间波函数应为交换对称,入射波为氉i=exp(ikz)+exp(-ikz),散射

振幅为f(毴)+f(毿-毴).当它们总自旋S=1,空间波函数应为交换反对称,入射波氉i=exp(ikz)-exp(-ikz),散
射振幅为f(毴)-f(毿-毴).



换对称,散射振幅表示为[f(毴)+f(毿-毴)].反之,对于S=1态,散射振幅为[f(毴)

-f(毿-毴)].所以微分截面分别为

氁s(毴)= f(毴)+f(毿-毴)2 (对于S=0态)

氁a(毴)= f(毴)-f(毿-毴)2 (对于S=1态)
(13灡3灡5)

假设入射电子束及靶电子均未极化,即自旋取向是无规分布的.统计说来,有

1
4

的概率处于单态,3
4

的概率处于三重态,因此,截面为

暋氁(毴)=1
4氁s(毴)+3

4氁a(毴)

=1
4 f(毴)+f(毿-毴)2+3

4 f(毴)-f(毿-毴)2

= f(毴)2+ f(毿-毴)2-1
2

[f* (毴)f(毿-毴)+f(毴)f* (毿-毴)] (13灡3灡6)

式中最后一项是干涉项.利用上式,同样可以证明散射截面对于毴=毿/2是对称的,
即式(13灡3灡4).

可以看出

氁(毿/2)= f(毿/2)2 (13灡3灡7)
与毩灢毩散射以及不同粒子的散射,都不相同[见式(13灡3灡3)].

极化电子对极化靶电子的散射(图13灡10).按照波函数反对称要求,可以写出

四种散射情况下的截面公式,见表13灡1.

图13灡10暋
图中箭头表示电子自旋取向.电子态是sz 本征态,本征值为淈/2的态记为朁,-淈/2的态记为朂.

本图中只画了两种极化状态下的散射.
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表13灡1暋极化电子的碰撞a)

入射电子(1)
(自旋取向)

靶电子(2)
自旋取向

D1 测得电子

自旋取向
D2 测得电子

自旋取向
微分截面

朁 朁 朁 朁 |f(毴)-f(毿-毴)|2

朂 朂 朂 朂 |f(毴)-f(毿-毴)|2

朁 朂 {
朁
朂 {

朂
朁

|f(毴)|2

|f(毿-毴)|2

朂 朁 {
朁
朂 {

朂
朁

|f(毿-毴)|2

|f(毴)|2

暋暋a)关于极化粒子的散射理论,可参阅L.Wolfenstein,Ann.Rev.Nucl.Sci.6(1956)43.

对于非极化的电子 电子散射,每一种情况出现的概率都是1/4,因此,

氁(毴)=1
4

{f(毴)-f(毿-毴)2+ f(毴)-f(毿-毴)2

+ f(毴)2+ f(毿-毴)2+ f(毿-毴)2+ f(毴)2}

= f(毴)2+ f(毿-毴)2-1
2

[f* (毴)f(毿-毴)+f(毴)f* (毿-毴)]

(13灡3灡8)
与式(13灡3灡6)完全相同.

例暋低能np(中子质子)散射,只需考虑s波.设np相互作用表示为

V =V0(r)+V氁(r)sn·sp (13灡3灡9)
设入射粒子和靶粒子处于极化状态,入射中子自旋向前(正z轴方向),质子(靶)自旋向后,即

氉i

æ

è
çç=

ö

ø
÷÷

1
0

æ

è
çç

n

ö

ø
÷÷

0
1

p

exp(ikz) (13灡3灡10)

容易看出,S=sn+sp 是守恒量.但初态只是守恒量Sz 的本征态(MS=0),而不是守恒量S2 的本

征态,所以应按(S2,Sz)的共同本征态展开,

氉i = 1
2

(氈
00 +氈10)exp(ikz) (13灡3灡11)

其中

氈00 = 1 æ

è
çç

2

ö

ø
÷÷

1
0

æ

è
çç

n

ö

ø
÷÷

0
1

p

æ

è
çç-

ö

ø
÷÷

1
0

æ

è
çç

p

ö

ø
÷÷

0
1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

n

暋(S=0,MS =0)

氈10 = 1 æ

è
çç

2

ö

ø
÷÷

1
0

æ

è
çç

n

ö

ø
÷÷

0
1

p

æ

è
çç+

ö

ø
÷÷

1
0

æ

è
çç

p

ö

ø
÷÷

0
1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

n

暋(S=1,MS =0)

由于S2 为守恒量,S=0和S=1两部分分波各自独立进行散射,即

S=0(MS =0),暋暋氈00exp(ikz)r曻
曻

曓
f1氈00

exp(ikr)
r

S=1(MS =0),暋暋氈10exp(ikz)r曻
曻

曓
f3氈10

exp(ikr)
r

(13灡3灡12)

f1 和f3 分别表示自旋单态和三重态的s波的散射波幅,而散射波表示为

氉sc
r曻

曻
曓 1

2
(f1氈00 +f3氈10

)exp(ikr)
r

(13灡3灡13)
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所以s波的微分散射截面(各向同性)是

氁=1
2

(f1氈00 +f3氈10
)+ (f1氈00 +f3氈10

)= 1
2

(f1
2 + f3

2) (13灡3灡14)

而总截面为

氁t =2毿(f1
2 + f3

2)

13灡4暋分暋波暋法

本节将给出在中心力场作用下,粒子的散射截面的一个普遍计算方法———分

波法(partialwavemethod).从原则上讲,分波法是一个严格的处理方法.但在实

际应用时,并不能把一切分波都考虑在内,而是根据具体情况,只考虑一些重要的

分波,实际上也是一种近似的处理.特别是对于低能散射,分波法是一个极为方便

的近似处理方法.

13灡4灡1暋守恒量的分析

与处理能量本征值问题(特别是有简并的情况)相似,守恒量的分析对于处理

散射问题也是至关重要的.对于无自旋粒子在中心力场V(r)中的散射,轨道角动

量l是守恒量,
[l,H]=0 (13灡4灡1)

在处理能量本征值问题
踿踿踿踿踿踿踿

时,通常选择波函数是(H,l2,lz)的共同本征态.在散射问

题中,入射粒子通常用平面波来描述,如取入射方向为z轴,则入射波可取为

氉i =exp(ikz) (13灡4灡2)
它是动量和能量的本征态,相应的本征值为

px =py =0,暋pz =淈k,暋E=淈2k2/2毺 (13灡4灡3)
但注意动量并非守恒量

踿踿踿踿踿踿踿
,因为

[p,H]= [p,V(r)]曎0 (13灡4灡4)
我们注意到入射波氉i 还是守恒量

踿踿踿踿lz 的本征态
踿踿踿踿

(本征值为0),但不是守恒量
踿踿踿踿踿踿l2 的

踿
本征态
踿踿踿

,而是l2 本征态的叠加(注意:[p,l2]曎0).这表现在exp(ikz)的下列展开式中

暋exp(ikz)

=exp(ikrcos毴)= 暺
曓

l=0

(2l+1)il·jl(kr)Pl(cos毴)= 暺
曓

l=0
4毿(2l+1)il·jl(kr)Y0

l(毴)

r曻
曻
曓

暺
曓

l=0
4毿(2l+1)il 1

2ikr
{exp[i(kr-l毿/2)]-exp[-i(kr-l毿/2)]}Y0

l(毴)

(13灡4灡5)
实质上这就是动量本征态按照能量和角动量

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
(H,l2,lz)的共同本征态展开

踿踿踿踿踿踿踿踿
,只不过

因为eikz已经是能量(E=淈2k2/2毺)和lz(lz=0,即m=0)的本征态,所以展开式中

只需对l2 的本征态求和(保持k和m=0不变).
在散射问题中把入射波按守恒量的本征态进行展开

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
(分波
踿踿

)是一个十分重要的
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概念.由于l2 是守恒量,在散射过程中各l分波可以分开来一个一个处理,使问题

化简.这在处理更复杂的散射问题中尤为明显.

13灡4灡2暋分波的散射波幅和相移

入射粒子在中心力场V(r)的作用下,波函数可以表示为

氉= 暺
曓

l=0
Rl(kr)Y0

l(毴) (13灡4灡6)

[显然,若V(r)=0,则Rl(kr)曍jl(kr),见6灡2灡1节,式(6灡2灡27)].把式(13灡4灡6)代
入Schr昳dinger方程

-淈2

2毺

殼

2+V(r[ ])氉=E氉 (13灡4灡7)

可得出径向方程

1
r2

d
drr

2 d
dr+k2-l(l+1)

r2 -U(r[ ])Rl =0 (13灡4灡8)

U(r)=2毺V(r)
淈2

可以看出,不同l的分波已经分离,各自满足一定的径向方程和边条件[见下面

式(13灡4灡15)].

氉满足的边条件是

入射波eikz 曻
散射

氉=eikz +氉sc(散射波)

氉sc
r曻

曻
曓

f(毴)e
ikr

r
(13灡4灡9)

下面讨论在分波法中如何表达此边条件.
按分波法的精神,散射波幅f(毴)可表示为各分波散射波幅fl(毴)的叠加

f(毴)= 暺
l
fl(毴) (13灡4灡10)

其中fl(毴)来自入射波中的l分波,即[见式(13灡4灡5)]

4毿(2l+1)iljl(kr)Y0
l(毴) 曻

散射
fl(毴)e

ikr

r
(13灡4灡11)

暋暋(入射波的l分波)暋暋暋暋暋(散射波的l分波)

入射波的l分波经散射后,要产生外行波(outgoingwave),所以Rl(kr)可表示成栙

·234·

栙 这里考虑了球Bessel函数的渐近行为,

jl(kr)r曻
曻

曓 1
krsin(kr-l毿/2)

nl(kr)r曻
曻

曓
- 1
krcos(kr-l毿/2)

hl(kr)=jl(kr)+inl(kr)r曻
曻

曓 1
ikrexp

[i(kr-l毿/2)]



Rl(kr 曻) 4毿(2l+1)il jl(kr)+al

2hl(kr[ ])

暋暋暋暋暋暋暋(散射外行波) (入射波)

r曻
曻
曓

4毿(2l+1)il
(1+al)exp[i(kr-l毿/2)]-exp[-i(kr-l毿/2)]

2ikr
(13灡4灡12)

式中al 待定,它反映散射势场的影响(al=0表示无散射).对于弹性散射
踿踿踿踿

,各分波
踿踿踿

的幅度不会改变
踿踿踿踿踿踿踿

(即只有相位改变
踿踿踿踿踿踿

,反映粒子数守恒),即

1+al =1 (13灡4灡13)
所以,可以令

1+al =exp(2i毮l)暋(毮l,实) (13灡4灡14)
即

al =exp(2i毮l)-1=2iexp(i毮l)sin毮l

毮l 称为l分波的相移(phaseshift).此时式(13灡4灡12)化为栙

暋暋栙暋有时把式(13灡4灡12)中的jl(kr)+al

2hl(kr)换为cos毮ljl(kr)-sin毮lnl(kr),于是(相差一个不关紧要的常

数因子)

Rl(kr)r曻
曻

曓 1
2ikr

(cos毮l{exp[i(kr-l毿/2)]-exp[-i(kr-l毿/2)]}

+isin毮l{exp[i(kr-l毿/2)]+exp[-i(kr-l毿/2)]})

= 1
2ikr exp ikr-l毿

2 +毮( )[ ]l -exp -ikr-l毿
2 +毮( )[ ]{ }l

= 1
krsin kr-l毿

2 +毮( )l (13灡4灡15曚)

暋暋除了一个无关紧要的常数因子(相移毮l 与它无关)外,其结果与式(13灡4灡15)相同.

暋暋Rl(kr)r曻
曻
曓

4毿(2l+1)ilexp(i毮l)1
krsinkr-l毿

2+毮æ

è
ç

ö

ø
÷l (13灡4灡15)

l分波的散射波为

暋 4毿(2l+1)ilal

2hl(kr)Y0
l(毴)

r曻
曻
曓

4毿(2l+1)il al

2ikrexp[i(kr-l毿/2)]Y0
l(毴)

= 4毿(2l+1)exp(i毮l)sin毮l

kr exp(ikr)Y0
l(毴)

=
(2l+1)

k exp(i毮l)sin毮lPl(cos毴)exp(ikr)
r

(13灡4灡16)

与式(13灡4灡11)相比,得

fl(毴)=2l+1
k exp(i毮l)sin毮lPl(cos毴) (13灡4灡17)

由此求得散射波幅

·334·



f(毴)=暺
曓

l=0
fl(毴)

=1
k暺

曓

l=0

(2l+1)exp(i毮l)sin毮lPl(cos毴)

= 1
2ik暺

曓

l=0

(2l+1)[exp(2i毮l)-1]Pl(cos毴) (13灡4灡18)

而微分截面表示为

氁(毴)= f(毴)2

=1
k2 暺

曓

l=0

(2l+1)exp(i毮l)sin毮lPl(cos毴)2

=4毿
k2 暺

曓

l=0
2l+1exp(i毮l)sin毮lY0

l(毴)2 (13灡4灡19)

再利用球谐函数的正交归一性,可求出总截面

氁t =曇f(毴)2d毟=4毿
k2暺

曓

l=0

(2l+1)sin2毮l (13灡4灡20)

以上两式就是微分截面及总截面用各分波的相移毮l 来表达的一般公式.计算截面
踿踿踿踿

归结为计算各分波的相移
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿毮l.

* 对于全同粒子的散射(见13灡3节)

利用

Pl[cos(毿-毴)]=Pl(-cos毴)= (-1)lPl(cos毴)

f(毿-毴)= 1
2ik暺

曓

l=0

(2l+1)[exp(2i毮l)-1](-1)lPl(cos毴)

可求得[见13灡3节,式(13灡3灡5)]

氁s(毴)= f(毴)+f(毿-毴)2 = 1
k2 暺

l(偶)
(2l+1)[exp(2i毮l)-1]Pl(cos毴)2

氁a(毴)= f(毴)-f(毿-毴)2 = 1
k2 暺

l(奇)
(2l+1)[exp(2i毮l)-1]Pl(cos毴)2

根据边条件(13灡4灡15)或(13灡4灡15曚),解径向方程(13灡4灡8),可求出毮l,即求解

1
r2

d
drr2 d

drR
æ

è
ç

ö

ø
÷l + k2-l(l+1)

r2 -U(r[ ])Rl =0 (13灡4灡21)

并满足边条件

Rl
kr曻

曻
曓 1

krsinkr-l毿
2+毮æ

è
ç

ö

ø
÷l (13灡4灡22)

应当注意,径向方程(13灡4灡8)中出现了入射粒子能量(k= 2毺E/淈),所以相移还
踿踿踿

与能量有关
踿踿踿踿踿

,即应理解为毮l(E)或毮l(k).
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* 相移的Born近似计算公式栙

利用展开公式栚(注意:q=2ksin毴/2)

sinqr
qr = 暺

曓

l=0

(2l+1)j2
l(kr)Pl(cos毴) (13灡4灡23)

代入13灡2节公式(13灡2灡21),得

f(毴)=-2毺
淈2暺

曓

l=0

(2l+1)Pl(cos毴)曇
曓

0
V(r)j2

l(kr)r2dr (13灡4灡24)

与分波法计算公式(13灡4灡18)

f(毴)= 1
k暺

曓

l=0

(2l+1)exp(i毮l)sin毮lPl(cos毴)

比较,当毮l 很小时,exp(i毮l)曋1,sin毮l曋毮l,可得到

毮l 曋-2毺k
淈2曇

曓

0
V(r)j2

l(kr)r2dr (13灡4灡25)

所以

毮l =
+,暋暋V(r)<0(引力)

-,暋暋V(r)>0(斥力{ )
(13灡4灡26)

设V(r)具有有限力程,只在r曑r0 范围中不显著为零,并且入射粒子能量较低,kr0烆1,利用

jl(kr)kr曻
曻
0 klrl

(2l+1)!!

于是

毮l 曋-2毺k
淈2曇

r0

0

k2lr2l

[(2l+1)!!]2V(r)r2dr曍k2l+1 (13灡4灡27)

随l增加,毮l 下降很快,所以通常只需计算l较小的几个分波.特别是能量很低时
踿踿踿踿踿

,只需考虑
踿踿踿踿

s波
踿.

讨论

(1)相移毮l 的正负号.

图13灡11
图中实线表示无散射势情况(毮l=0).毮1>0

相应于吸引势,毮l<0相应于排斥势.

U(r)的作用是改变l分波的径向波

函数的渐近行为

sin(kr-l毿/2)
kr 曻

sinkr-l毿
2+毮æ

è
ç

ö

ø
÷l

kr
即产生一个相移毮l.若U(r)=0,显然毮l

=0.从物理图像来看,若U(r)>0(斥
力),粒子将被推向外,即径向波函数将

往外推,这相当于毮l<0,见图13灡11.反
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之,若U(r)<0(引力),则毮l>0,径向波函数将向内移.概括起来

暋暋暋暋暋暋暋暋暋毮l=
+,暋暋暋(引力)

-,暋暋暋(斥力{ )
(13灡4灡28)

(2)要计算多少分波?
一般说来,l愈大的分波所描述的粒子,距力心的平均距离就愈大,因而受到

图13灡12

中心力场的影响就愈小,即|毮l|愈小.我们

可以用半经典图像大致估计一下需要计

算多少分波的相移.如图13灡12.设相互作

用力的力程为a,即只当相互距离r曑a
时,作用力才较显著.设入射粒子的速度

为v,描准距为b,则角动量曋lh曋mvb.能
够受 到 作 用 力 影 响 的 粒 子,b曑a,即

lmax淈曑mva,所以

lmax 曑mva
淈 = a

毸- (13灡4灡29)

毸- 为入射粒子的deBroglie波长.例如,对于核子,

毸- = 淈
p = 淈

2mE
曋4灡5

E
fm (13灡4灡30)

上式中E 用 MeV 为单位.核子之间作用力的力程a曋10-13cm,因此,当 E曑
20MeV(低能核子 核子散射),只要考虑l=0和1分波(s波与p波)就可以了.能
量愈高,毸- 愈短,要考虑的分波就愈多.在只考虑

踿踿踿s波的情况下
踿踿踿踿踿

,角分布是球对称
踿踿踿踿踿踿踿

的
踿

,或者说是各向同性的.这是能量很低情况下散射截面的共同特征.
实验工作者往往对实验所得的角分布曲线进行所谓“相移分析

踿踿踿踿
暠,即根据公式

(13灡4灡19),找一组参数毮l(l=0,1,2,…),要求根据它们计算出的截面氁(毴)与实验

值的偏离最小(用最小二乘法).这种从实验截面分析得出的相移毮l,是研究粒子之

间相互作用的不可缺少的资料.

练习1暋当只考虑s波与p波时,角分布有何特点?
答:氁(毴)/毸-2=A0+A1cos毴+A2cos2毴.

A0=sin2毮0,A1=6sin毮0sin毮1cos(毮0-毮1),A2=9sin2毮1.
练习2暋能量为1keV的电子,对原子(a曋10-8cm)散射,大致要计算多少分波?

13灡4灡3暋光学定理

按式(13灡4灡18),

Imf(毴)= 1
k暺

曓

i=0

(2l+1)sin2毮lPl(cos毴)

对于毴=0,利用Pl(1)=1,得
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Imf(0)= 1
k暺

曓

l=0

(2l+1)sin2毮l

与式(13灡4灡20)比较,可得

Imf(0)= k
4毿氁t

即

氁t =4毿
kImf(0) (13灡4灡31)

此即光学定理(opticaltheorem).它给出向前散射(毴=0)的波幅与总截面之间的

关系.从物理上讲,这是容易理解的.因为发生散射过程中,入射束中的粒子必然有

一部分沿不同方向传播开去,即有一部分粒子从入射波中转移出去,使入射波方向

(毴=0,即向前散射方向)的散射波幅减弱,因而Imf(0)曎0.
上述证明方法是很局限的,即用弹性散射的分波法来证明的.实际上还可以非

常普遍地证明此光学定理[包括有非弹性散射的情况,光学定理也是成立的,见式

(13灡4灡93)].

例1暋刚球散射

刚球散射是一个典型的散射问题,它是球方势垒的极限情况,数学上处理较为简单,较易得

出相移的解析表示式.刚球的作用可如下表示:

V(r)=
曓, r<a
0, r>{ a

(13灡4灡32)

l分波的径向波函数取为(见433页的脚注)

Rl(kr)=
0, r<a

cos毮ljl(kr)-sin毮lnl(kr), r>{ 0
(13灡4灡33)

可得

Rl(kr)r曻
曻

曓 1
krsinkr-l毿

2 +毮( )l (13灡4灡34)

毮l 由边条件(r=a处波函数的连续条件)确定.令ka=x,由式(13灡4灡22)可知

Rl(x)=cos毮ljl(x)-sin毮lnl(x)=0
即

tan毮l =jl(x)
nl(x) (13灡4灡35)

我们分两种情况讨论.
(1)低能极限(x曻0).利用

jl(x)x曻
曻
0 xl

(2l+1)!!

nl(x)x曻
曻
0

-
(2l-1)!!

xl+1

可求出
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tan毮l =jl(x)
nl(x)

x曻
曻
0

- x2l+1

[(2l-1)!!]2·(2l+1) (13灡4灡36)

上式中,当x曋0时,只有l=0分波的相移毮0 重要,所以在求截面时,只考虑l=0分波,即s

波.由于

tan毮0 =-x

又x烆1,所以

毮0 曋-x=-ka<0 (13灡4灡37)

因而总截面为

氁t 曋4毿
k2sin2毮0 曋4毿

k2毮2
0 曋4毿a2 (13灡4灡38)

角分布是各向同性的.总截面
踿踿踿

是经典刚球截面毿a2 的4倍,与刚球面积相等
踿踿踿踿踿踿踿.在物理上可以理解

如下:在低能极限(波长曻曓),入射波可以发生绕射,s波是各向同性的,因此,刚球表面各处对

粒子散射都有同等贡献.
(2)高能极限(x曻曓).利用式(13灡4灡20)与(13灡4灡35),

氁t =4毿
k2暺

[x]

l=0

(2l+1)sin2氁l =4毿
k2暺

[x]

l=0

(2l+1)[jl(x)]2
[jl(x)]2 +[nl(x)]2

式中[x]是指与不大于x的最大正整数.当x曻曓时,

氁l 曋4毿
k2暺

[x]

l=0

(2l+1)sin2(x-l毿/2)
sin2(x-l毿/2)+cos2(x-l毿/2)=4毿

k2暺
[x]

l=0

(2l+1)sin2(x-l毿/2)

考虑到,当l=偶,sin2(x-l毿/2)=sin2x;当l=奇,sin2(x-l毿/2)=cos2x.可得

氁t =4毿
k2 暺

[x]

l=0,2,…
(2l+1)sin2x+ 暺

[x]

l=1,3,5,…
(2l+1)cos2{ }x

=4毿
k2

x(x+1)
2 sin2x+

(x-1)(x+2)
2 cos2[ ]x

当x曻曓时,

氁t 曋4毿
k2

x2

2
(sin2x+cos2x)=4毿

k2
x2

2 =2毿a2 (13灡4灡39)

是经典刚球截面的2倍,也是刚球面积的一半.
例2暋球方势的散射

先考虑球方势阱

V(r)=
-V0, r<0暋暋(V0 >0)

0, r>{ a
(13灡4灡40)

只考虑s波,令径向波函数R(r)=u(r)/r,则在r<a区域中

d2u
dr2 +(k2 +k2

0)u=0暋暋暋暋 (13灡4灡41)

k= 2毺E/淈,暋k0 = 2毺V0/淈
满足边条件u(0)=0的解可表示为

u(r)=sink1r

k1 = k2 +k2
0 = 2毺(E+V0)/淈 (13灡4灡42)

在r>a区域中
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d2u
dr2 +k2u=0

其解可表示为

u(r)=Asin(kr+毮0) (13灡4灡43)

根据r=a处波函数及其导数连续(或波函数的对数导数连续)的条件,可得出

1
ktan(ka+毮0)= 1

k1
tank1a (13灡4灡44)

即

1
k

tanka+tan毮0

1-tankatan毮0
= 1

k1
tank1a

解出,得

tan毮0 =ktank1a-k1tanka
k1 +ktankatank1a

因ka烆1,tanka曋ka,所以

tan毮0 曋
ka tank1a

k1a -( )1

1+k2a2

k1atank1a
(13灡4灡45)

此外,k1a曋k0a,上式右侧分母曋1,因而

tan毮0 曋ka tank0a
k0a -( )1 (13灡4灡46)

因此,总截面

氁t =4毿
k2sin2毮0 曋4毿

k2tan2毮0 曋4毿a2 tank0a-k0a
k0

( )a
2

(13灡4灡47)

注意:k0= 2毺V0/h,由此可以看出,在低能极限下,氁t 与能量无关.
练习暋读者可以验证,当V0曻曓,(无限深球方势阱),低能粒子的散射截面,与半径为a的

刚球的散射截面相同.
对于球方势垒

V(r)=
V0, r<a暋暋(V0 >0)

0, r>{ a
(13灡4灡48)

只需在以上公式中,把k0曻i毷0,

毷0 = 2毺V0/淈 (13灡4灡49)

利用tani毷0=itanh毷0,并假设ka烆毷0a,则

tan毮0 曋ka tanh毷0a
毷0a -( )1 (13灡4灡50)

而

氁t =4毿a2 tanh毷0a
毷0a -( )1

2
(13灡4灡51)

对于刚球散射(V0曻曓,即k0曻曓),上式化为

氁t =4毿a2 (13灡4灡52)

正好是刚球表面积.
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13灡4灡4暋低能共振散射,Breit灢Wigner公式

以下分析截面与能量的依赖关系.以方势阱为例,对于低能散射(ka烆1,

tanka曋ka),由(13灡4灡45)式可以得出

tan毮0 曋
ka tank1a

k1a -æ

è
ç

ö

ø
÷1

1+k2a2tank1a
k1a

(13灡4灡53)

其中

k1 = k2
0+k2 = 2毺(V0+E)/淈

经计算,得(利用ka烆1)

sin2毮0 = tan2毮0

1+tan2毮0

=
k2a2 tank1a

k1a -æ

è
ç

ö

ø
÷1
2

(1+k2a2)1+k2a2tan2k1a
k2

1a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

曋
k2a2 tank1a

k1a -æ

è
ç

ö

ø
÷1
2

1+k2a2tan2k1a
k2

1a2

(13灡4灡54)

所以散射总截面为

氁t =4毿
k2sin2毮0 =4毿a2

1-tank1a
k1

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

1+ k
k
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

tan2k1a
(13灡4灡55)

以下讨论它随k1(或能量E)的变化.考虑到

k1 = 2毺V0

淈 1+E
V

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

1/2

曋 2毺V0

淈 1+ E
2V

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
(13灡4灡56)

当k1a值偏离(n+1/2)毿(n=0,1,2,…)较远时,tank1a值不大,sin2毮0曋k2a2,因此,

氁t曋4毿a2.而当k1a曋(n+1/2)毿时,tan2k1a烅1,此时sin2毮0曋1[或毮0曋(n+1/2)毿],

氁t曋4毿
k2=4毿a2

k2a2烅4毿a2,即出现共振峰,入射粒子将受到势阱强烈影响.

在相反情况下,若k1a曋n毿(n=1,2,3,…),则sin2毮0曋k2a2烆1,毮0曋n毿.因而氁t

变得很小,即势阱对入射粒子几乎无散射,似乎是完全透明.例如,能量很低
踿踿踿踿

(E曋
1eV)的电子对惰性气体原子的散射

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,电子几乎不受任何阻拦而完全穿透
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,这称为

Ramsauer灢Townsend效应
踿踿.从物理上可如下理解:当势阱深度与宽度合适的情况

下,粒子在势阱内的波长毸1=2毿
k1

=2a
n

,即n(毸1/2)=a,半波长的整数倍等于势阱宽
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

度
踿

,此时将发生完全穿透的现象.
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Breit灢Wigner公式

在一般情况下,

氁t =4毿
k2暺

曓

l=0

(2l+1)sin2毮l (13灡4灡57)

毮l(E)依赖于入射粒子能量.当能量E 合适时,

毮l 曋 (n+1/2)毿,暋n=0,1,2,…

sin2毮l 曋1 (13灡4灡58)

l分波对截面贡献达到极大值,此时散射截面将出现共振峰.下面分析一下在共振

峰附近截面随能量变化的行为.为简单起见,假设在某能量附近只出现一个共振峰

(与其他共振峰离开较远).例如,设 E曻E0 时,毮l(E)曻毿/2,即毮l(E0)=毿/2,

sin毮l(E0)=1,cos毮l(E0)=0.在E曋E0 邻域做 Taylor展开,

sin毮l(E)=sin毮l(E0)+ cos毮l(E)·d毮l

d[ ]E E0

(E-E0)+… 曋1

cos毮l(E)=cos毮l(E0)- sin毮l(E)·d毮l

d[ ]E E0

(E-E0)+… 曋-d毮l

dE E0

·(E-E0)

令

cos毮l(E)=-2
殻l

(E-E0) (13灡4灡59)

这里殻l 定义为

殻l =2 d毮l

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

E E0

(13灡4灡60)

是一个实数值,称为共振宽度(理由见后).
l分波的波幅为

fl(毴,E)=2l+1
k exp(i毮l)sin毮l·Pl(cos毴) (13灡4灡61)

上式中与能量依赖敏感的部分为

fl(E)=exp[i毮l(E)]sin毮l(E)= sin毮l(E)
cos毮l(E)-isin毮l(E) (13灡4灡62)

在共振峰附近(E曋E0)

fl(E)曋 1

-2
殻l

(E-E0)-i
= 殻l/2

(E-E0)+i殻l/2

旤fl(E)旤2 = 殻2
l/4

(E-E0)2+殻2
l/4

(13灡4灡63)

如在E曋E0,只有l分波对截面的贡献重要,则
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氁t 曋氁l =4毿
k2(2l+1)fl(E)2

=4毿
k2(2l+1) 殻2

l/4
(E-E0)2+殻2

l/4
(13灡4灡64)

此即Breit灢Wigner公式.

例3暋低能np散射

实验发现,低能中子对质子散射出现的共振现象,与np体系存在结合能很小的一个束缚定

态(即氘核基态)有关.下面来分析此现象.
设入射中子能量E燂10MeV,由于核力力程a曋1灡2fm,需要考虑的最大l分波为

lmax 曋ka= 2毺E/淈2a= 2毺c2E
(淈c)2a曋0灡6

这里利用了毺c2=1
2mpc2曋0灡5暳103MeV,淈c曋200MeVfm.所以只需考虑s波(l=0)即可.

作为粗略估算,设np作用为一个球方势阱,在势阱内(r<a),束缚态(l=0)径向方程为

d2

dr2ub+2毺
淈2(E+V0)ub =0暋暋(E<0) (13灡4灡65)

由于束缚态能量E曋0(|E|烆V0)

d2

dr2 +k( )2
0 ub 曋0,暋k0 = 2毺V0/淈 (13灡4灡66)

满足ub(0)=0的解可表示为

ub(r)=sink0r暋暋(r<a) (13灡4灡67)

当r>a,满足r曻曓处波函数有界的解为

ub(r)=Ae-毬r,暋毬= 2毺 E /h (13灡4灡68)

利用r=a处ub 及其微商连续的条件,得

k0cotk0a=k0tan 毿
2 -k0( )a =-毬 (13灡4灡69)

此即近似估算低激发能级(|E|曋0)的式子.如k0a曋毿/2,则上式化为

k0(毿/2-k0a)曋-毬暋暋暋暋
即

k0a曋 毿
2 + 毬

k0
暋(毬烆k0) (13灡4灡70)

现在来分析低能散射与此低激发能级的关系.按例2式(13灡4灡44)

1
ktan(ka+毮0)= 1

k1
tank1a

式中k1= k2
0+k2曋k0(k烆k0),所以

ktank0a曋k0tan(ka+毮0) (13灡4灡71)
利用式(13灡4灡70),得
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ktan 毿
2+毬

k
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
曋k0

tanka+tan毮0

1-tankatan毮0

利用ka烆1,可得

-kcot(毬/k0)曋k0
ka+tan毮0

1-katan毮0
(13灡4灡72)

再利用毬/k0烆1(|E|烆V0),cot(毬/k0)曋k0/毬,上式化为

-k
毬

= ka+tan毮0

1-katan毮0

解出tan毮0,得

cot毮0 = 1
tan毮0

= 毬-k2a
k(毬a+1)暋暋 (13灡4灡73)

即

kcot毮0=- 毬
毬a+1+ a

毬a+1k
2

k曻
曻
0
- 毬
毬a+1= 1

毩+1/毬
(13灡4灡74)

还可以普遍证明,对于任意势场,kcot毮0 可以展开为

kcot毮0 = 1
a0

+1
2r0k2+O(k4) (13灡4灡75)

a0 称为散射长度(scatteringlength),r0 称为有效力程(effectiverange).
对于方势阱(吸引势),设ka烆1,毬a烆1,相应的a0=-1/毬<0,散射长度a0 取

负值.低能散射截面

氁t =4毿
k2sin2毮0 =4毿

k2
1

cot2毮0+1
(13灡4灡76)

在k曻0时,可以用散射长度表示如下

氁t 曋4毿
k2

1
(ka0)-2+1= 4毿a2

0

1+k2a2
0

曋4毿a2
0 (13灡4灡77)

对于np散射,这是一个不小的量.根据 np束缚系统(氘核)的基态能量

E=-2灡237MeV,可求出毬= 2毺|E|淈2曋1/4灡305fm.若取a曋1灡2fm,则可求出

a0=-(毬a+1)/毬=-5灡5fm.由此计算出

氁t(k曻0)=4毿a2
0 =3灡8暳10-24cm2 (13灡4灡78)

确系一个不小的量,但实验观测值为

氁t(k曻0)旤exp =20灡36暳10-24cm2 (13灡4灡79)
与计算值相差甚远,这是由于核子还有自旋.对于氘核

踿踿
,体系处于自旋三重态
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(S=
1),而在np散射中(非束缚态),还可以出现自旋单态(S=0).因此氁t 平均值为

氁平均 = 1
4氁t(S=0)+3

4氁t(S=1) (13灡4灡80)

如用氁t(S=1)=3灡8暳10-24cm2 代入上式,并要求氁平均 =氁t|exp,则可求出
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氁t(S=0)=70暳10-24cm2 =4毿a2
0(S=0)

即单态(S=0)下,散射长度|a0|曋2灡36fm.
从极化实验,还可进一步肯定在单态下a0>0取正值(排斥势),所以a0(S=0)

曋2灡36fm>0.这说明处于自旋单态
踿踿踿踿

(S=0)下的np体系
踿踿

,不存在束缚态
踿踿踿踿踿踿.

*13灡4灡5暋非弹性散射的分波描述

按式(13灡4灡2),(13灡4灡5),(13灡4灡6)和(13灡4灡12),可以把波函数表示为

氉(r)=eikz +氉sc(r)

r曻
曻
曓

暺
曓

l=0

2l+1
2ikri{l Slexp[i(kr-l毿/2)]-exp[-i(kr-l毿/2 })]Pl(cos毴)

暋暋暋 = 暺
曓

l=0

2l+1
2ikr

[Sleikr +(-1)l+1e-ikr]Pl(cos毴)

(13灡4灡81)

上式中Sl=1+al.对于弹射散射|Sl|=1,令Sl=exp(2i毮l),(毮l 实).若|Sl|曎1,则
出现非弹性散射(inelasticscattering).其物理意义如下:试计算径向粒子流密度

jr =-i淈
2毺氉* 灥

灥r氉-æ

è
ç

ö

ø
÷复共轭项

用式(13灡4灡81)代入,经计算可得

jr
r曻

曻
曓 淈k

毺暺
l,l曚

(2l+1)
2ikr

(2l曚+1)
2ikr 暳[S*

lSl曚 +(-1)l+l曚+1]Pl(cos毴)Pl曚(cos毴)

(13灡4灡82)
因此,通过一个封闭面S(包围散射靶的半径为R 的大球)的径向流为

曈S
j·ds=R2曇

2毿

0
d氄曇

毿

0
sin毴d毴jr旤r=R =2毿R2曇

毿

0
jr

r=R
sin毴d毴

利用Legendre多项式的正交性公式[附录四,式(A4灡20)],得

曈S
j·ds=毿淈

毺k暺
曓

l=0

(2l+1)(Sl
2-1) (13灡4灡83)

对于弹性散射,|Sl|=1时,上式积分为0,即没有粒子流出此封闭面,或者说外行

和内行粒子流互相抵消.如果在碰撞过程中,靶子或入射粒子的内部结构(状态)有
改变,则会出现非弹性散射.例如,中子对原子核碰撞,既可能出现弹性散射,也可

能使原子核激发,中子可能从另外的道出射,中子也可能被吸收等.此时对于某一

个l分波来讲,粒子数是可以改变的,因此|Sl|<1.此时,散射波幅的一般表示

式为

f(毴)= 1
2ik暺

曓

l=0

(2l+1)(Sl-1)Pl(cos毴) (13灡4灡84)

弹性散射总截面表示为
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氁e = 毿
k2暺

曓

l=0

(2l+1)1-Sl
2 (13灡4灡85)

非弹性散射(反应)总截面表示为

氁r = 毿
k2暺

曓

l=0

(2l+1)(1- Sl
2) (13灡4灡86)

总截面为

氁t =氁e+氁r =2毿
k2暺

曓

l=0

(2l+1)(1-ReSl) (13灡4灡87)

如从各分波来看,

氁e = 暺
l
氁e,l,暋氁e,l = 毿

k2(2l+1)1-Sl
2 (13灡4灡88)

氁r = 暺
l
氁r,l,暋氁r,l = 毿

k2(2l+1)(1-旤Sl旤2) (13灡4灡89)

氁t = 暺
l
氁l,暋 氁l =2毿

k2(2l+1)(1-ReSl) (13灡4灡90)

特例,
如Sl =1,则f(毴)=0,氁e、氁r、氁t 均为0,表示无散射.

如Sl =0,则氁e,l =氁r,l = 毿
k2(2l+1),表示完全吸收.

例如,考虑散射势有一明显力程a,在高能极限下,lmax=ka,由此可求出

氁e =氁r =毿a2,暋暋氁t =2毿a2 (13灡4灡91)
一个经典粒子碰到一个半径为a的完全吸收的“黑盘暠(blackdisc),截面为氁e=
毿a2.考虑粒子的波动性,还会发生弹性散射,氁e=毿a2,这是波动绕射现象(衍射波)
的贡献,称为影散射(shadowscattering)栙.

按上面分析还可以看出,只要出现非弹性散射,则一定相伴有弹性散射出现,
反之则不然.例如,当|Sl|=1时,氁r=0,但氁e=氁t曎0

由式(13灡4灡84)还可看出

Imf(0)=暺
曓

l=0

2l+1
2k Im[(1-Sl)i]

=暺
曓

l=0

2l+1
2k

(1-ReSl) (13灡4灡92)

与式(13灡4灡87)比较,可得

Imf(0)= k
4毿氁t
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即光学定理

氁t =4毿
kImf(0) (13灡4灡93)

它对于非弹性散射也是成立的.

13灡5暋Coulomb散射

在前几节中,我们假定了散射势V(r)具有有限力程a,即在力程外(r>a),

V(r)=0,粒子之间无相互作用,是自由的.因此,散射粒子的径向波函数在r曻曓
处的渐近行为,除了在力程内V(r)的影响所产生的一个相移外,与自由粒子相同.
与此不同,Coulomb势为长程势

踿踿踿.无论两个点电荷相距多远,总会感受到相互的

Coulomb作用.可以想到,在Coulomb散射中,径向波函数的渐近行为与自由粒子
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

有所不同
踿踿踿踿.

在氢原子的束缚态中,已可以看出这种差异.氢原子 Coulomb势V(r)=

-e2

r
,束缚能级为En=- 毺e4

2淈2n2,如把En 记为En=-淈2毬2/2毺,即毬=1/na,则当r曻

曓时相应的径向波函数(见6灡4节)(未计及归一化常数)

Rnl(r)曻rn-1e-毬r,暋暋n=1,2,… (13灡5灡1)
而对于有限力程的中心势V(r)中的粒子束缚态(能量为-淈2毬2/2毺)的径向波函

数,在r曻曓处,

R毬l(r)曻 1
re

-毬r (13灡5灡2)

可见两者并不相同.
对于散射态(E=淈2k2/2毺>0),相当于把上面的毬换为暲ik(k实).对于有限力

程作用,径向波函数在r曻曓处为

Rkl(r)曻 1
re

暲ikr (13灡5灡3)

而对于Coulomb势V(r)=-e2/r,n=1/毬a换为n=暲i毭,毭=-1/ka,径向波函数

在r曻曓处,

Rkl(r)曻 1
re

暲i(kr-毭lnkr) (13灡5灡4)

可见两者并不相同.在Coulomb势散射中,出现了一个额外的相移
踿踿踿踿踿-毭lnkr,它依

踿踿
赖于
踿踿r和粒子能量

踿踿踿踿踿
(但不依赖于粒子角动量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿l).

值得庆幸的是,对于这个非常重要 Coulomb势散射,如果采用抛物线坐标系

或球坐标系,Schr昳dinger方程都有严格的解析解.这与Coulomb势的动力学对称

性有密切关系.
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13灡5灡1暋抛物线坐标解法

抛物线坐标(毼,毲,氄)与直角坐标的关系如下栙:

毼=r+z,暋毲=r-z,暋氄=arctan(y/x) (13灡5灡5)

式中r= x2+y2+z2.这些变量的变化范围是:0曑毼和毲曑曓,0曑氄曑2毿.式
(13灡5灡5)之逆为

x= 毼毲cos氄,暋y= 毼毲sin氄,暋z= 1
2

(毼-毲) (13灡5灡6)

可看出

毼毲=r2-z2 =r2sin2毴,暋暋 1
2

(毼+毲)=r (13灡5灡7)

设入射粒子与靶粒子荷电分别为q1 和q2,则Coulomb势表示为栚

V =q1q2

r =2q1q2

毼+毲
(13灡5灡8)

不含时间的Schr昳dinger方程为

暋暋暋-淈2

2 {毺
4

毼+毲
灥
灥毼毼

灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

毼
+灥
灥毲毲

灥
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]毲

+1
毼毲

灥2

灥氄 }2 氉+2q1q2

毼+毲氉
=E氉 (13灡5灡9)

式中E=淈2k2

2毺
>0为入射粒子能量.方程(13灡5灡9)的解可分离变量,令

氉=f1(毼)f2(毲)eim氄 (13灡5灡10)
式中已取氉为角动量l(守恒量!)的z分量lz 的本征态(曍eim氄),本征值为m淈,(但
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栙

栚

参阅P.M.MorseandH.Feshbach,MethodsofTheoreticalPhysics,(McGrawHill,1953).在抛物

线坐标系中,线段元ds和体积元d氂为ds2=h2
1d毼2+h2

2d毲2+h2
3d氄2,d氂=h1h2h3d毼d毲d氄,其中

h1 = 灥x
灥( )毼

2
+ 灥y

灥( )毼

2
+ 灥z

灥( )毼

2
= 1

2
毲
毼

+1

h2 = 灥x
灥( )毲

2
+ 灥y

灥( )毲

2
+ 灥z

灥( )毲

2
= 1

2
毼
毲

+1

h3 = 灥x
灥( )氄

2
+ 灥y

灥( )氄

2
+ 灥z

灥( )氄

2
= 毼毲

所以

ds2 =毼+毲
4毼

d毼2+毼+毲
4毲

d毲2+毼毲d氄2

d氂= 1
4

(毼+毲)d毼d毲d氄

Laplace算符表示为

殼

2= 1
h1h2h3

灥
灥毼

h1h2h3

h2
1

灥
灥( )毼

+ 灥
灥毲

h1h2h3

h2
2

灥
灥( )毲

+ 灥
灥氄

h1h2h3

h2
3

灥
灥( )[ ]氄

= 4
毼+毲

灥
灥毼 毼

灥
灥( )毼

+ 灥
灥毲 毲

灥
灥( )[ ]毲

+ 1
毼毲

灥2

灥氄2

对于Coulomb势,毼与毲所处地位完全等当.毼=常数是以z轴为对称轴的旋转抛物面(线),焦点在

坐标原点,开口向下.毲=常数的形状与此相似,但开口向上.



并非l2 的本征态).设粒子沿z 轴方向入射(入射波~eikz),则lz=0.所以在式

(13灡5灡10)中应取m=0,并在散射过程中保持不变.此时,f1 与f2 满足

d
d毼毼

d
d毼
fæ

è
ç

ö

ø
÷1 +k2

4毼f1-c1f1 =0

d
d毲毲

d
d毲
fæ

è
ç

ö

ø
÷2 +k2

4毲f2-c2f2 =0
(13灡5灡11)

式中

c1+c2 =q1q2毺/淈2 (13灡5灡12)
考虑到波函数中应该有一项入射波(~eikz =eik(毼-毲)/2)以及一项出射波(~eikr=
eik(毼+毲)/2),我们应采用下列形式的f1(毼)解,

f1(毼)曍eik毼/2 (13灡5灡13)
用式(13灡5灡13)代入式(13灡5灡11),得c1=ik/2.考虑到式(13灡5灡12),f2(毲)应满足

d
d毲毲

d
d毲
fæ

è
ç

ö

ø
÷2 +k2

4毲f2- q1q2毺
淈2 -ikæ

è
ç

ö

ø
÷

2 f2 =0 (13灡5灡14)

再考虑到边条件,不妨令

f2(毲)=e-ik毲/2W(毲) (13灡5灡15)
上式中W (毲)反映 Coulomb场的影响,如 Coulomb场不存在,则 W =1.用式

(13灡5灡15)代入式(13灡5灡14),得

毲
d2W
d毲2 +(1-ik毲)dW

d毲
-k毭W =0 (13灡5灡16)

式中栙

毭=q1q2毺
淈2k

(13灡5灡17)

为方便,令

毲1 =ik毲 (13灡5灡18)
则

毲1
d2W
d毲2

1
+(1-毲1)dWd毲1

+i毭W =0 (13灡5灡19)

这正是合流超几何方程,它在原点(毲1=0)邻域解析的解为合流超几何函数

W =F(-i毭,1,ik毲) (13灡5灡20)
于是整个波函数[式(13灡5灡10)]可表示为

氉曍f1(毼)f2(毲)曍expik
2

(毼-毲[ ])W(毲)=eikzF[-i毭,1,ik(r-z)]

(13灡5灡21)
为求出截面,要知道波函数在无穷远处的渐近行为.为此,利用 F(a,c,z)在
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|z|曻曓处的渐近表示式栙.当毲曻曓时,[利用殻(1)=1]

F(-i毭,1,ik毲)曻 1
殻(1+i毭)(k毲)i毭e毭毿/2+ 1

殻(-i毭)(k毲)-i毭-1ei(-i毭-1)毿/2eik毲

= e毭毿/2

殻(1+i毭 [)exp(i毭lnk毲)+殻(1+i毭)
殻(-i毭)

1
ik毲

exp(-i毭lnk毲+ik毲 ])

(13灡5灡22)
习惯上取

氉(r)=殻(1+i毭)e-毭毿/2eikzF[-i毭,1,ik(r-z)] (13灡5灡23)
则其渐近式表示为

氉(r)曻ei [kz exp(i毭lnk毲)+殻(1+i毭)
殻(-i毭)

eik毲

ik毲
exp(-i毭lnk毲 ])

=氉i+氉sc (13灡5灡24)
其中

氉i(r)=exp[ikz+i毭lnk(r-z)] (13灡5灡25)
是入射波,入射流密度(略去1/r项)为ji=淈k/毺,exp[i毭lnk(r-z)]反映 Cou灢
lomb长程力的影响.氉sc代表散射波,利用毲=r-z=r(1-cos毴)=2rsin2毴/2,有

氉sc(r)=殻(1+i毭)
殻(-i毭)

eikr

ik(r-z)exp[-i毭'lnk(r-z)]

=殻(1+i毭)
殻(-i毭)

exp(-i毭lnsin2毴/2)
2iksin2毴/

掯 掲掱梺梺梺梺梺梺梺 梺梺梺梺梺梺梺
2

fC(毴)

exp[i(kr-毭ln2kr)]

掯 掲掱梺梺梺梺梺 梺梺梺梺梺
r

出射球面波

(13灡5灡26)

由此得出Coulomb散射波幅

fC(毴)=殻(1+i毭)
殻(-i毭)

exp(-i毭lnsin2毴/2)
2iksin2毴/2

(13灡5灡27)

利用殻(1-i毭)=(-i毭)殻(-i毭),殻(z* )=殻(z)* ,可知

殻(1+i毭)
殻(-i毭) =殻(1+i毭)

殻(1-i毭)(-i毭)= 殻(1+i毭)
殻(1+i毭)* (-i毭)

因|殻(1+i毭)/殻(1+i毭)*|=1,上式可记为e2i毮0 (-i毭),毮0 为实.因此fC(毴)可改

写成

fC(毴)=-毭
2k

(sin2毴/2)-i毭-1e2i毮0 (13灡5灡28)
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栙 P.M.Morse,H.Feshbach,Methodsof TheoreticalPhysics,McGraw Hill,1953,p.611,式

(5灡3灡51).
当z为纯虚数z=|z|ei毿/2,|z|曻曓时,

F(a,c,z)曻 殻(c)
殻(c-a)旤z旤-aeia毿/2+殻(c)

殻(a)旤z旤a-cei(a-c)毿/2ez

当z为纯虚数z=|z|e-i毿/2,|z|曻曓时,

F(a,c,z)曻殻(c)
殻(a)旤z旤a-cexp -i毿

2
(a-c[ ])ez+ 殻(c)

殻(c-a)旤z旤-aexp -i毿
2( )a



当毭曻曓时,散射流密度为

jsc =淈k
毺 氉sc

2 =淈k
毺

1
r2 fC(毴)2 (13灡5灡29)

由此可求出微分截面

d氁=jscr2d毟/ji = fC(毴)2d毟
即

d氁
d毟 = fC(毴)2 = 毭2

4k2
1

sin4毴/2
用式(13灡5灡17)所示毭值代入上式,得

d氁
d毟 =q2

1q2
2毺2

4淈4k4
1

sin4毴/2=q2
1q2

2

16E2
1

sin4毴/2
(13灡5灡30)

此即Rutherford公式.
以下讨论散射振幅的解析性.
作为能量的函数,Coulomb散射振幅fC(毴)[见式(13灡5灡28)]的解析性如下:

考虑到殻(z)在整个复z平面上不为0,所以殻(-i毭)曎0.利用

殻(z)=殻(z+1)
z =殻(z+2)

z(z+1)= 殻(z+3)
z(z+1)(z+2)= … (13灡5灡31)

可见z=0,-1,-2,-3,…是殻(z)的一级极点.在这些极点处,殻(z)的留数(resi灢
due)分别为1,-1,1/2,….因此,fC(毴)[见式(13灡5灡27)]有下列一级极点:

1+i毭=0,-1,-2,-3,…
即

i毭=-1,-2,-3,…

毭=in,暋暋n=1,2,3,… (13灡5灡32)
特别是,对于q1=-q2=e(氢原子即此情况),毭=-毺e2/淈2k=-1/ka(其中a=淈2/

毺e2 是Bohr半径),极点位置毭=in相应的k=-1/毭a=i/na,而相应的能量为

E=淈2k2

2毺
=- 淈2

2毺a2
1
n2 =-毺e4

2淈2
1
n2,暋n=1,2,3,… (13灡5灡33)

这正是氢原子束缚态的能级公式.

由以上分析可以看出,把散射振幅作为能量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿E =淈2k2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

毺
的函数
踿踿踿

,解析延拓到整

个复k平面上,就会发现,氢原子的束缚能级正好对应于
踿踿踿踿踿踿踿踿踿 Coulomb散射振幅的极

踿踿踿踿踿踿
点所在
踿踿踿

,极点在
踿踿踿k正虚轴上

踿踿踿踿
(k=i/na).

13灡5灡2暋球坐标解法

除了抛物线坐标之外,Coulomb势中的Schr昳dinger方程的解析解也可以在

球坐标系中求出.在处理氢原子的束缚态时,我们已经这样做了.下面采用球坐标
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系来处理散射态.此时,不含时Schr昳dinger方程的解,可选为轨道角动量(l2,lz)
的本征态,即氉=Rl(r)Ym

l (毴,氄),Rl(r)为径向波函数.入射波则按l分波来展开

(见13灡4节),这对于分析各分波的散射振幅及其解析性是方便的.
按中心力场的一般分析,Coulomb势V=q1q2/r中的l分波的径向波函数Rl 满足

1
r2

d
drr

2 d
dr+k2-l(l+1)

r2 -2毭k[ ]r Rl(r)=0 (13灡5灡34)

式中

k2 =2毺E
淈2 >0,暋毭=毺q1q2

淈2k
(13灡5灡35)

考虑到r=0邻域的边条件,可以作下列替换,令

Rl =rleikrfl (13灡5灡36)
代入式(13灡5灡34),得

rd2

dr2fl+[2ikr+(2l+1)]dfl

dr +[2ik(l+1)-2毭k]fl =0

(13灡5灡37)
引进无量纲变量

z=-2ikr (13灡5灡38)
则

zd2

dz2fl+[2(l+1)-z]d
dzfl-[(l+1)+i毭]fl =0 (13灡5灡39)

这正是合流超几何方程.它在原点邻域解析的解为合流超几何函数,

fl 曍F(l+1+i毭,2l+2,-2ikr) (13灡5灡40)
利用合流超几何函数F(毩,毭,z)在z=|z|e-i毿/2,|z|曻曓处的渐近行为(见p灡444
脚注),可求出

F(l+1+i毭,2l+2,-2i毭)

曻 殻(2l+2)
殻(l+1+i毭)(2kr)i毭-l-1exp -i毿

2
(i毭-l-1[ ])exp(-2ikr)

+ 殻(2l+2)
殻(l+1-i毭)(2kr)-(l+1+i毭)exp -i毿

2
(l+1+i毭[ ]) (13灡5灡41)

令

殻(l+1+i毭)=旤殻(l+1+i毭)旤exp(i毮l),(毮l,实) (13灡5灡42)
则

殻(l+1-i毭)=殻(l+1+i毭)*

=旤殻(l+1+i毭)旤exp(-i毮l)
即

殻(l+1+i毭)
殻(l+1-i毭)=exp(2i毮l) (13灡5灡43)
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式(13灡5灡41)可化为

F(l+1+i毭,2l+2,-2ikr)曻 殻(2l+2)
旤殻(l+1+i毭)旤

·
exp 毿

2
æ

è
ç

ö

ø
÷毭

(2kr)l+1

暳 iexp -2ikr+i毭ln2kr+i毿
2l-i毮æ

è
ç

ö

ø
÷l -iexp -i毭ln2kr-i毿

2l+i毮æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]l

(13灡5灡44)
由此可得[见式(13灡5灡36),(13灡5灡40),(13灡5灡44)],当r曻曓时

Rl 曍rleikrfl 曻 殻(2l+2)
殻(l+1+i毭)

exp 毿
2毭+i毮æ

è
ç

ö

ø
÷l

(2k)l
1
krsinkr-l毿

2-毭ln2kr+毮æ

è
ç

ö

ø
÷l

(13灡5灡45)
上式的sin(…)中,(kr-l毿/2)是自由粒子的渐近式中的相位,-毭ln2kr则是除相

移毮l 之外Coulomb长程力额外贡献的相移,与l无关.
现在分析l分波散射波幅及其解析性.按分波法一般理论[见13灡4节式

(13灡4灡18)],散射波幅f(毴)可表示成

f(毴)=暺
l

(2l+1)exp(2i毮l)-1
2i[ ]k Pl(cos毴)

=
令

暺
l

(2l+1)alPl(cos毴) (13灡5灡46)

式中每一项代表l分波的散射波幅.试把它作为能量E 的函数,延拓到整个复k平

面上去,并研究其解析性.为此,只需研究式(13灡5灡46)右侧中

al =exp(2i毮l)-1
2ik

(13灡5灡47)

的解析性,或exp(2i毮l)的解析性.对于Coulomb散射,按式(13灡5灡42),即研究殻(l
+1+i毭)的解析性.殻(l+1+i毭)的极点出现在

l+1+i毭=0,-1,-2,… (13灡5灡48)
处,即

i毭=-(l+1),-(l+1)-1,-(l+1)-2,…
亦即

毭=in,暋暋n=nr+l+1
nr =0,1,2,…暋暋n=1,2,3,…

(13灡5灡49)

对于氢原子,

毭=-毺e2/淈2k (13灡5灡50)
在散射波幅的极点所在处,毭=in=-毺e2/淈2k,相应的能量本征值E=En

暋En=淈2k2

2毺
=淈2

2毺
毺e2

淈2
æ

è
ç

ö

ø
÷

毭
2

=-淈2

2毺
毺e2

淈
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2 1
n2=-毺e4

2淈2
1
n2,暋n=1,2,3,… (13灡5灡51)
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这正是氢原子的束缚能级公式.我们再一次看到,束缚能级所在,正好对应于散射

波幅在复k平面的正虚轴上的极点.

*以上结果也可以从抛物线坐标法所求出的Coulomb散射波幅fC(毴)[见式(13灡5灡28)]得

出.与式(13灡5灡46)相似,令

fC(毴)= 暺
l

(2l+1)alPl(cos毴) (13灡5灡52)

利用Legendre多项式的正交性,可得

al = 1
2曇

+1

-1
dxPl(x)fC(毴)暋(x=cos毴) (13灡5灡53)

式中[见式(13灡5灡28)]

fC(毴)=- 毭
2k

(sin2毴/2)-i毭-1e2i毮0 (13灡5灡54)

利用sin2毴=1
2

(1-cos毴)=1
2

(1-x),得

al =- 毭
2ke2i毮02i毭曇

+1

-1
dxPl(x)(1-x)-i毭-1 (13灡5灡55)

再利用 Rodrigues公式

Pl(x)= 1
2l·l!

dl

dxl(x2 -1)l

代入式(13灡5灡55),分部积分,

al =- 毭e2i毮02i毭

2k·2l·l!曇
+1

-1
dx dl

dxl(x2 -1)[ ]l (1-x)-i毭-1

其中

曇
+1

-1
d dl-1

dxl-1(x2 -1)[ ]l ·(1-x)-i毭-1

=-曇dx dl-1

dxl-1(x2 -1)[ ]l (i毭+1)(1-x)-i毭-2

=……

=(1+i毭)(2+i毭)…(l+i毭)(-1)l曇
+1

-1
(x2 -1)l(1-x)-i毭-l-1dx

=(1+i毭)(2+i毭)…(l+i毭)·曇
+1

-1
(1+x)l(1-x)-i毭-1dx

=(1+i毭)(2+i毭)…(l+i毭)·2l+1-i毭-1B(l+1,-i毭)

其中特殊函数

B(p,q)=殻(p)殻(q)/殻(p+q)

于是

al =- 毭e2i毮02i毭

2k·2l·l!(1+i毭)(2+i毭)…(l+i毭)殻(l+1)殻(-i毭)
殻(l+1-i毭)2l-i毭

=-毭e2i毮0

2k
(1+i毭)(2+i毭)…(l+i毭) 殻(-i毭)

殻(l+1-i毭)

利用
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殻(l+1-i毭)=(l-i毭)殻(l-i毭)

=(l-i毭)(l-1-i毭)殻(l-1-i毭)= …

=(l-i毭)(l-1-i毭)…(1-i毭)(-i毭)殻(-i毭)

于是[参见式(13灡5灡28),(13灡5灡43)]

al = 1
2ik

(l+i毭)(l-1+i毭)…(l+i毭)
(l-i毭)(l-1-i毭)…(1-i毭)e

2i毮0

= 1
2ik

(l+i毭)(l-1+i毭)…(1+i毭)殻(1+i毭)
(l-i毭)(l-1-i毭)…(1-i毭)殻(1-i毭)

= 1
2ik

殻(l+1+i毭)
殻(1+1-i毭)= 1

2ike
2i毮l (13灡5灡56)

代入式(13灡5灡52),得

fC(毴)= 暺
l

(2l+1)exp(2i毮l)
2ik Pl(cos毴) (13灡5灡57)

还可以证明,此式可改写成

fC(毴)= 暺
l

(2l+1)exp(2i毮l)-1
2ik Pl(cos毴) (13灡5灡58)

这与式(13灡5灡46)相同.这里利用了下列公式:

毮(1-cos毴)= 1
2暺

l

(2l+1)Pl(cos毴) (13灡5灡59)

所以,除毴=0(向前散射)之外,上式为0.而毴=0时,fC(毴)是发散的,因此把式(13灡5灡57)改写成

式(13灡5灡58)是可以的.

13灡5灡3暋Regge极点

前面已提到,如把散射波幅看成能量E[=淈2k2/(2毺)]的函数,解析延拓到复k
平面上,人们发现,体系的束缚能级所在,正是散射波幅在复k平面的正虚轴上的

极点.下面从另一个方面来讨论,即把分波散射波幅
踿踿踿踿踿踿踿al[见式(13灡5灡46)]看成

踿踿l的
踿

函数
踿踿

,并解析延拓到复
踿踿踿踿踿踿踿l平面上去

踿踿踿踿
,探讨al 是否有极点? al 在复

踿踿l平面上的极点
踿踿踿踿踿踿

,
称为
踿踿Regge极点

踿踿.在复l平面上,al 的极点组成的轨迹,称为 Regge轨迹.当然,

Regge极点还对应一定的能量.
对于 Coulomb 散 射,其 分 波 振 幅 [见 式 (13灡5灡46),(13灡5灡57)]中,al =

exp(2i毮l)/(2ik)而[见式(13灡5灡43)]

exp(2i毮l)=殻(l+1+i毭)/殻(l+1-i毭) (13灡5灡60)
式中

毭=q1q2毺/(淈2k),暋暋k= 2毺E/淈2

分波振幅的极点在复l平面上的位置是

l+1+i毭=0,-1,-2,…暋暋暋暋
即

l=-(nr+1)-i毭,暋nr =0,1,2,… (13灡5灡61)
对于nr=0情况,吸引 Coulomb势[q1=-q2=e,毭=-毺e2/(淈2k)]的散射振幅的
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Regge轨迹,如图13灡13.此时

l=-1-i毭=-1+i毺e2/(淈2k) (13灡5灡62)
其中Iml=0(正实轴),Rel=0,1,2,…所相应的点

-i毭=1,2,3,…暋暋暋暋
即

毭=in,暋暋n=1,2,3,… (13灡5灡63)
所相应的能量为

E=淈2k2

2毺
=淈2

2毺
-毺e2

淈2
æ

è
ç

ö

ø
÷

毭
2

=-毺e4

2淈2
1
n2 =-Ry/n2 (13灡5灡64)

式中

Ry =-毺e4

2淈2

对于Coulomb排斥势(q1=q2=e,毭=毺e2/淈2k)

l=-(nr+1)-i毺e2/淈2k,暋nr =0,1,2,… (13灡5灡65)
对于nr=0,

l=-1-i毺e2/淈2k (13灡5灡66)
当E>0时,Iml<0.
E<0时,

k=i -E,暋暋l=-1-毺e2/淈2 -E,暋暋Rel<-1
所以在排斥Coulomb势的情况下,Regge轨迹并不经过

踿踿踿踿踿踿l平面内的非负实轴
踿踿踿踿踿踿踿踿

,不存
踿踿

在对应的束缚能级
踿踿踿踿踿踿踿踿.见图13灡14.

图13灡13
吸引Coulomb势情况下,在复l平面中的 Regge轨迹(nr=0),l=0,1,2,…相应的能量为束缚态能级.

(参见 G.Baym,LecturesonQuantum Mechanics(1978),p.220.)
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图13灡14暋排斥Coulomb势情况下,在复l平面上的 Regge转迹(nr=0)

*13灡5灡4暋二维Coulomb散射的 m 分波与Regge极点栙

二维Coulomb势V(氀)=k/氀中粒子的Schr昳dinger方程为(参见6灡6灡4节)

H氉= -淈2

2毺
殼

2+毸æ

è
ç

ö

ø
÷

氀 氉=E氉 (13灡5灡67)
殼

2= 灥2

灥氀2 +1
氀

灥
灥氀

-1
氀2

灥2

灥氄2

由于二维空间旋转对称性,lz=-i淈 灥
灥氀

为守恒量,能级一般有简并.通常选用

(H,lz)为一组守恒量完全集,其共同本征函数的形式如下

氉(氀,毴)= 1
2毿

eim毴R(氀),暋m =0,暲1,暲2,… (13灡5灡68)

径向方程为

d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

-m2

氀2 -2毭k
氀

+kæ

è
ç

ö

ø
÷

2 R(氀)=0,

k= 2毺E/淈,暋毭=毺毸/淈2k (13灡5灡69)
考虑到氀曻0处R(氀)的渐近行为,R(氀)可表示为

R(氀)=氀旤m旤eik氀u(氀) (13灡5灡70)
引进无量纲变量毼=-2ik氀,则u满足下列合流超几何方程

毼
d2u
d毼2 +(2 m +1-毼)du

d毼
- m +æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 +i[ ]毭u=0 (13灡5灡71)
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在毼~0邻域方程(13灡5灡71)的解析解可表示为合流超几何函数

u曍F(m +1/2+i毭,2 m +1,-2ik氀) (13灡5灡72)
对于氢原子(毸=-e2)束缚态(E<0,k纯虚,毼正实数),要求在氀曻曓处R(氀)曻0.
我们注意到,当F(毩,毭,毼)为无穷级数时,在毼曻曓处,F(毩,毭,毼)的发散行为与指数

函数e毼 相同.在此情况下,所得解式(13灡5灡70)不满足束缚态边条件.因此,对于束

缚态,毩必为零,或负整数,毩=-n氀,即n氀=0,1,2,…,此时F(毩=-n氀,毭,毼)中断为

一个多项式.考虑到式(13灡5灡72),毩=|m|+1/2+i毭=-n氀 意味着

E=-毺e4

2淈2
1
n2,暋n=n氀+ m +1/2 (13灡5灡73)

n氀,m =0,1,2,…,暋n=1/2,3/2,5/2,…
这正是二维氢原子能级的Bohr公式(见6灡6灡4节).

对于二维Coulomb势中粒子的弹性散射(E>0,k实,毼为纯虚数),F(毩,毭,毼)
为毼的振荡函数.利用在纯虚毼轴上毼=|毼|ei毿/2,|毼|曻曓时F(毩,毭,毼)的渐近公式

(p.449脚注)

F(毩,毭,毼)曻 殻(毭)
殻(毭-毩)毼 -毩ei毩毿/2+殻(毭)

殻(毩)z 毩-毭ei(毩-毭)毿/2e毼 (13灡5灡74)

在氀曻曓处

F m +1
2+i毭,2 m +1,-2ikæ

è
ç

ö

ø
÷氀

曻 殻(2 m +1)

殻 m +1
2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭
(2k氀)i毭- m -1

2exp -i毿
2

i毭- m -æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]1

2 e-2ik氀

+ 殻(2 m +1)

殻 m +1
2-iæ

è
ç

ö

ø
÷毭
(2k氀)-旤m旤-1

2-i毭exp -i毿
2

m +1
2+iæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]毭

令

暋暋暋暋殻 m +1
2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭 = 殻 m +1

2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭 ei毮 m ,暋(毮 m 实)

(13灡5灡75)
我们得

殻 m +1
2-iæ

è
ç

ö

ø
÷毭 =殻 m +1

2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭

*

= 殻 m +1
2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭 e-i毮 m

即

殻 m +1
2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭

殻 m +1
2-iæ

è
ç

ö

ø
÷毭
=e2i毮 m (13灡5灡76)

因而径向波函数R(氀)=氀 m eik氀u(氀)中u(氀)的渐近表达式为

·754·



u(氀)曍F m +1
2+i毭,2 m +1,-2ikæ

è
ç

ö

ø
÷氀

氀曻
曻
曓 殻(2 m +1)

殻 m +1
2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭

· e
毿
2毭

(2k氀)m +1
2

{暳 expi毭ln(2k氀)+i毿
2 m +i毿

4-i毮 m -2ik[ ]氀

+exp -i毭ln(2k氀)-i毿
2 m -i毿

4+i毮[ ] }m

= 殻(2 m +1)

殻 m +1
2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭
e

毿
2毭+i毮 m

(2k氀)1
2

1
(2k)m

暳2cos -毭ln(2k氀)-毿
2 m -毿

4+毮 m +k[ ]氀 (13灡5灡77)

下面考虑能量为E 的粒子沿x 轴方向入射,E=淈2k2/2毺,动量px=淈k,py=0,

入射波表示为

氉i =eikx =eik氀cos毴 (13灡5灡78)

对于弹性散射,能量守恒,但动量不守恒,此外[px,lz]曎0.我们注意到氉i 是镜像

反射算符毎的本征态(毎=+),毎为平面内对x轴的镜像反射

毎:(x曻x,y曻-y)或(氀曻氀,毴曻-毴) (13灡5灡79)

对于二维中心势中的粒子,(H,l2
z,毎),与(H,lz)一样,都可以选为一组守恒量完

踿踿踿踿
全集
踿踿.因此,作为H(=E)和毎(=+)的本征态,式(13灡5灡78)所示氉i 可以很方便地

用(H,l2
z,毎)的共同本征态来展开,在展开式中保持E 和 毎=+不变.在数学上表

现为如下展开式

exp(ikx)=exp(ik氀cos毴)=J0(k氀)+2 暺
曓

m =1
i旤m旤J旤m旤(k氀)cos(旤m旤毴)

(13灡5灡80)

式(13灡5灡80)中只对l2
z(即|m|)求和.由于l2

z 为守恒量,不同的|m|分波可以彼此

分开来处理.事实上,具有E=淈2k2/2毺和毎=+的粒子的波函数可以表示成

氉= 暺
曓

旤m旤=0
R旤m旤(k氀)cos(m毴) (13灡5灡81)

把式(13灡5灡81)代入式(13灡5灡67),可以得出|m|分波的径向方程

1
氀

d
d氀氀

灥
d氀

-m2

氀2 -U(氀)+k[ ]2 R旤m旤 =0 (13灡5灡82)

U(氀)=2毺V(氀)/淈2

在散射问题中,氉满足如下渐近边条件

·854·



氉曻eikx +
eik氀æ

è
ç

ö

ø
÷

氀
f(毴) (13灡5灡83)

这里f(毴)即散射波幅.在|m|分波展开中

f(毴)= 暺
曓

旤m旤=0
f旤m旤(毴) (13灡5灡84)

f|m|(毴)即|m|分波散射波幅,待定.
利用式(13灡5灡80)及当|x|曻曓时Bessel函数的渐近式

暋J毻(x)曻 2
毿xcosx-毻毿2-毿æ

è
ç

ö

ø
÷

4

= 1
2毿x expix-毻毿2-毿æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]4 +exp -ix-毻毿2-毿æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]{ }2

(13灡5灡85)

可得出

2i旤m旤J旤m旤(k氀)cos(m毴)曻f旤m旤(毴)e
ik氀

氀
(13灡5灡86)

在粒子处于二维Coulomb势的情况下,R|m|(k氀)既含有入射波,又含有出射波,

R旤m旤(k氀)曻2i旤m旤 J旤m旤(k氀)+1
2a旤m旤H旤m旤(k氀[ ])

氀曻
曻
曓 2

k毿氀
i旤m {旤 (1+a旤m旤)expik氀- m 毿

2 -毿æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]4

暋暋暋+exp -ik氀- m 毿
2 -毿æ

è
ç

ö

ø
÷[ ] }4

(13灡5灡87)

式中a|m|待定.对于弹性散射,|1+a|m||=1,所以

1+a旤m旤 =e2i毮旤m旤暋(毮旤m旤 实) (13灡5灡88)

毮|m|称为|m|分波的相移,而

a旤m旤 =e2i毮旤m旤 -1=2iei毮旤m旤sin毮旤m旤 (13灡5灡89)
对于|m|分波的散射波

2i旤m旤a旤m旤

2 H旤m旤(k氀)cos(m毴)曻 暋暋暋暋

2暋2
k毿

iexp(i毮旤m旤)sin毮旤m旤exp -i毿æ

è
ç

ö

ø
÷

4 cos(m毴)exp(ik氀)

氀
(13灡5灡90)

联合式(13灡5灡90)与(13灡5灡86),可以得出|m|分波的散射波幅

f旤m旤(毴)=i2暋 2
k毿e

i(毮旤m旤-毿/4)sin毮旤m旤cos(m毴) (13灡5灡91)

特别是对于m=0,

f0(毴)= 1
2k毿e

-i毿
4 (e2i毮0 -1) (13灡5灡92)
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这样,我们得出散射波幅f(毴)的|m|分波表达式

f(毴)= 1
2k毿e

-i毿
4 (e2i毮0 -1)+ 2

k毿e
-i毿

4 暺
曓

旤m旤=1

(e2i毮旤m旤 -1)cos(m毴)

(13灡5灡93)
为研究散射态(E>0)和束缚态(E<0)的关系,可以把f(毴)解析延拓到复

k(E<0)平 面.考 虑 到 式 (13灡5灡87)与 (13灡5灡90),可 研 究 a|m| (或 e2i毮|m| ),或

殻 |m|+1
2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭 [见式(13灡5灡75)]的解析性.殻 |m|+1

2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭 的极点位于

旤m旤+1
2+i毭=0,-1,-2,…

即

毭=in,暋n=n氀+ m +1/2 (13灡5灡94)
n氀,m =0,1,2,…,暋n=1/2,3/2,5/2,…

对于吸引Coulomb势,例如氢原子,毸=-e2,毭=-毺e2/淈2k.在这些极点处,能量为

En =淈2k2

2毺
=-毺e4

2淈2
1
n2,暋n=1/2,3/2,5/2,… (13灡5灡95)

这正是二维氢原子束缚态的能量本征值[参见式(13灡5灡73)],即束缚态能量正好处

在散射波幅在正虚k轴上的极点.
下面把分波散射波幅f|m|(毴)(或a|m|)作为|m|的函数,将其解析延拓到复

|m|平面上,并研究a|m|的极点位置所在.对于二维Coulomb散射.a m =e2i毮|m|-1
[见式(13灡5灡89),考虑到式(13灡5灡76)]

e2i毮旤m旤 =
殻 m +1

2+iæ

è
ç

ö

ø
÷毭

殻 m +1
2-iæ

è
ç

ö

ø
÷毭

对于荷电为q1 和q2 的两个粒子的散射,毭=q1q2毺/淈2k,k= 2毺E/淈.因此,
a|m|在复|m|平面的极点位于

m +1
2+i毭=0,-1,-2,…

即

m =-1
2-n氀-i毭,暋n氀 =0,1,2,… (13灡5灡96)

对于吸 引 Coulomb 势 (q1 = -q2 =e,毭= -毺e2/淈2k)和 n氀 =0 的 情 况,

|m|=-1
2-i毭=-1

2+i毺e2/淈2k,Regge轨迹如图13灡15所示.在实|m|轴(Im

|m|=0)上的极点处,Re|m|=n氀=0,1,…,毭=in,n=n氀+|m|+1/2=1/2,3/2,
…,正好对应束缚态的能量本征值所在,其能量为[见式(13灡5灡95)]

En =淈2k2

2毺
=-毺e4

2淈2
1
n2 =-Ry

n2 ,Ry =毺e4

2淈2(Rydberg常量) (13灡5灡97)
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图13灡15暋二维吸引Coulomb势的在复|m|平面上的 Regge轨迹和极点

对于排斥Coulomb势(q1=q2=e,毭=毺e2/淈2k),|m|=-1/2-n氀-i毺e2/淈2k.对于

n氀=0的情况,|m|=-1
2-i毺e2/淈2k.对于散射态(E>0),Im|m|<0.但对于E<0情

况,k=i -E,|m|=-1
2-毺e2/淈2 -E,Re|m|<-1/2.因此,对于排斥Coulomb

势,Regge极点不在非负的实|m|轴上(见图13灡16),因而不存在束缚能级.

图13灡16暋二维排斥Coulomb势的在复|m|平面上的 Regge轨迹和极点
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附录:质心坐标系与实验室坐标系的关系

散射问题的理论计算,以使用质心坐标系为宜,但实际观测是在实验室中进行.为进行比

较,有必要给出各观测量在质心系与实验室坐标系的关系.

图13灡17

1灡 散射角的关系

在实验室坐标系中[图13灡17(a)],质量为m1 的粒子,以速度v沿z轴方向入射,靶粒子(质

量为m2)不动,质心运动速度为

vc = m1v
m1 +m2

(1)

碰撞以后,入射粒子以速度v1 沿毴1 方向出射,靶粒子则以速度v2 沿毴2 方向出射.

在质心系[图13灡17(b)]中,碰撞以前,m1 以(v-vc)速度运动 v-vc=
m2v

m1+m( )
2

,m2 以-

vc 速度运动.碰撞之后,粒子m1 沿毴角方向出射,速度为u1.对于弹性碰撞,速度方向改变,但数

值不变,即

u1 =v-vc = m2v
m1 +m2

(2)

u2 =vc = m1v
m1 +m2

粒子m2 必然沿(毿-毴)方向出射(由于动量守恒!)

利用速度合成律

v1cos毴1 =vc+u1cos毴 (3a)

v1sin毴1 =u1sin毴 (3b)

v2cos毴2 =vc+u2cos(毿-毴) (4a)

v2sin毴2 =u2sin(毿-毴) (4b)

(3b)/(3a),利用式(2),得
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tan毴1 = sin毴
cos毴+vc/u1

= sin毴
cos毴+m1/m2

(4b)/(4a),得

tan毴2 = sin(毿-毴)
1+cos(毿-毴)=tan 毿-毴( )2

令

毭=m1/m2 (5)

则(图13灡18)

tan毴1 = sin毴
cos毴+毭

,暋毴2 = (毿-毴)/2 (6)

特例

(1)设m1=m2,(毭=1)

tan毴2 = sin毴
cos毴+1=tan毴/2

所以

毴1 =毴/2 (7)

从而

毴1 +毴2 =毿/2 (8)

即两个粒子成直角而出射,而且毴1曑毿/2,毴2曑毿/2.
由于(毴1)max=毿/2(此时毴2=0),其碰撞图像如下:

质心坐标系中,碰前· m1暋v
曻
c

·
vc暋m

曻
2 ·

碰后
v
曽

c ··· v
曻
c

vc=1
2v暋暋暋u1=u2=vc

实验室坐标系中,碰前·m1
曻
v·

m2
(静止)

碰后·
m1

(静止)·
m2

v2=2vc=
曻
v

(2)m1<m2,(毭<1)

毴=0曋毴1 =0

毴=arccos(-毭)曋毴1 =毿/2

毴=毿曋毴1 =毿
(3)m1>m2,(毭>1)

毴=0曋毴1 =0
随毴增加,毴1 也增加.与毴1 的极大值相应的毴=arccos(-1/毭)>毿/2.因

d
d毴

sin毴
毭+cos( )毴 =0炤毭cos毴+1=0

此时,毴1=arcsin 1( )毭 <毿/2

当毴曻毿时,sin毴曻0+ ,cos毴曻1- ,毴1曻0+ .
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图13灡18

2灡 截面的关系

利用式(6)

tan毴1 = sin毴
毭+cos毴暋暋暋

可求出

cos毴1 = 毭+cos毴
(毭2 +2毭cos毴+1)1/2

求微分得

-sin毴1d毴1 =- sin毴d毴
(毭2 +2毭cos毴+1)3/2(1+毭cos毴)

由于氄1=氄,d氄1=d氄,所以

d毟1 =sin毴1d毴1d氄1 = sin毴d毴d氄
(毭2 +2毭cos毴+1)3/2旤(1+毭cos毴)旤

= d毟
(毭2 +2毭cos毴+1)3/2旤(1+毭cos毴)旤 (9)

但注意

氁(毴1,氄1)d毟1 =氁(毴,氄)d毟 (10)

所以

氁(毴1,氄1)=
(毭2 +2毭cos毴+1)3/2

旤1+毭cos毴旤 氁(毴,氄) (11)

这就是实验室坐标系中的截面氁(毴1,氄1)与质心系中的截面氁(毴,氄)的关系式.
对于m1=m2(毭=1)的特殊情况,

氁(毴1,氄1)=4cos(毴/2)·氁(毴,氄)

(毴1 =毴/2,氄1 =氄) (12)

3灡 能量的关系

实验室坐标系中,入射粒子的能量为

E0 = 1
2m1v2

质心坐标系中,两粒子的总能量(即相对运动能量)为

E=1
2m1u2

1 + 1
2m2u2

2

=1
2m1

m2v
m1 +m( )

2
+ 1

2m2
m1v

m1 +m( )
2

2

=1
2毺v2 (13)

其中

毺=m1m2/(m1 +m2)暋暋(约化质量)

所以

E= m2

m1 +m2
E0 = 1

1+毭E0 <E0 (14)
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对于m1=m2(毭=1)情况,

E= 1
2E0 (15)

习暋暋题

13灡1暋用Born一级近似,求在下列势场中的散射微分截面:

(1)V(r)=
-V0, r<a
0, r>{ a

(2)V(r)=V0exp(-毩r2)暋(毩>0)

(3)V(r)=氈exp(-毩r)/r暋(毩>0)

(4)V(r)=V0exp(-毩r)暋 (毩>0)

(5)V(r)=毩/r2

答:

(1)氁(毴)=4毺2V2
0

淈4q6 (sinqa-qacosqa)2,暋q=2ksin毴/2

(2)氁(毴)=毿毺2V2
0

4毩3淈4exp(-q2/2毩)

(3)氁(毴)=4毺2氈2

淈4

1
(毩2+q2)2

(4)氁(毴)=16毺2V2
0

淈4
毩2

(毩2+q2)4

(5)氁(毴)=毿2毺2毩2

淈4q2

13灡2暋证明散射波幅的Born二级修正表示式为

f(2)(毴)= 2m
淈( )2

2 1
4毿

· 1
(2毿)3曇V(k-k曚)V(k曚-k0)

k曚2 -k2 d3k曚

其中

V(q)=曇exp(-iq·r)V(r)d3r

13灡3暋用Born近似处理快速电子对氢原子(处于基态)的散射,证明:(1)氢原子的形状因

子为F(毴)= 1+q2a2

( )4
-2

,其中q=2ksin(毴/2),k= 2毺E/淈,a=淈2/毺e2(Bohr半径).(2)微分截

面为

氁(毴)=4a2(8+q2a2)2
(4+q2a2)4

(3)总截面为

氁t =毿a2

3
7k4a4 +18k2a2 +12

(k2a2 +1)3

(4)在高能极限下,

氁t 曋 7毿
3k2

13灡4暋质量为毺的粒子被球壳势场V(r)=毭毮(r-a)散射,在高能散射情况下,可用Born近
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似计算其散射波幅和截面,给出计算结果.
答:

f(毴)=-2毺毭a2

淈2
sin(2aksin(毴/2))

2aksin(毴/2) 暋暋暋暋暋

氁(毴)= f(毴)2 曋 1
2

毺毭a
淈2ksin(毴/2( ))

2

暋(当ka毴烅1时)

13灡5暋用Born近似法计算粒子对毮势V(r)=V0毮(r)的散射截面.截面有何特点? 并与低

能粒子的散射截面及Coulomb势的散射截面的特点比较.
答:氁(毴)=毺2V2

0/4毿2淈2.向各同性,氁t=毺2V2
0/毿淈2.

13灡6暋质量为m,自旋为1
2

,能量为E的两个全同粒子,从相反方向入射(质心系即实验室

坐标系),发生弹性散射.设粒子之间作用势为 Yukawa势V(r)=毬
rexp(-毩r)(毩>0).两个粒子

均未极化.(1)设入射能很大(ka烅1),用Born近似求散射截面.(2)设在毴和毿-毴方向同时测两

个出射粒子,求它们处于自旋三重态(S=1)的概率,以及两个粒子自旋都向上的概率.如E曻0,

两个粒子自旋都向上的概率又如何? (3)讨论Born近似对能量E的要求.

答:(1)f(毴)=-2毺毬毩2

淈2
1

4k2毩2sin2(毴/2)+1

曋- 2毺毬
4淈2k2sin2(毴/2)暋(当ka烅1,毴曋0邻域除外)

=-毬
8E

1
sin2(毴/2)

(2)二粒子处于自旋单态(S=0),

氁s(毴)= f(毴)+f(毿-毴)2 = 毬2

4E2sin4毴
二粒子处于自旋三重态(S=1),

氁a(毴)= f(毴)-f(毿-毴)2 = 毬2cos2毴
4E2sin4毴

二粒子均未极化,

氁(毴)= 3
4氁a(毴)+ 1

4氁s(毴)=毬2(1+3cos2毴)
16E2sin4毴

P(S=0)=

1
4氁s(毴)

氁(毴) = 1
1+3cos2毴

P(S=1)=

3
4氁a(毴)

氁(毴) = 3cos2毴
1+3cos2毴

P(朁朁)= 1
3P(S=1)= cos2毴

1+3cos2毴

但当E曻0时,只有l=0分波有贡献,此时f(毴)=常量,氁a(毴)=0,即只有自旋单态(S=0)有贡

献.所以散射后必处于S=0态,S=1概率为0,P(朁朁)=0,此结论并不依赖于Born近似.
(3)E烅m毬2/2淈2.
13灡7暋设中性原子的电荷分布为球对称,密度氀(r)具有如下性质:r曻曓,氀(r)迅速趋于0,
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且曇氀(r)d3x=0,但曇氀(r)r2d3x=A曎0(正负电荷分布不均匀).今有质量为m,荷电e粒子沿z

轴方向入射,受到此电荷分布所产生静电场的散射.试用Born近似计算向前散射(毴=0)的微分

截面.

答:氁(0)=|f(0)|2=m2e2A2

9淈4 .

13灡8暋考虑中子束对双原子分子 H2 的散射.中子束沿z轴方向入射,两个氢原子核位于

x=暲a处,中子与电子无相互作用,中子与氢原子核(即质子)之间的短程作用取为

V(r)=-V0[毮(x-a)毮(y)毮(z)+毮(x+a)毮(y)毮(z)]

为简单起见,不考虑反冲.试用Born一级近似公式计算散射波幅及微分截面.

答:氁(毴,氄)=毺2V2
0

2毿2淈4[1+cos(2kasin毴cos氄)].

13灡9暋质量为毺的粒子被中心势V(r)=毩
r2 (毩>0)散射,(1)求各分波的相移毮l.(2)设作用

势较弱8毺毩/淈2烆1,求相移、散射波幅和截面的表达式.(3)用Born近似计算散射波幅和截面,并
与(2)结果比较.

答:(1)毮l=毿
2

(毻-l)=- 毿
2 (l+1/2)2+2毺毩

淈2 -(l+1/2[ ]) ,毻是方程l(l+1)+2毺毩
淈2 =

毻(毻+1)的根,即毻+1
2= (l+1/2)2+2毺毩

淈[ ]2

1/2

.

(2)毮l曋- 毿毺毩
(2l+1)淈2,f(毴)曋- 毿毺毩

2淈2ksin(毴/2) 利用了2暺
曓

l=0
Pl(cos毴)= 1

sin(毴/2[ ]) ,氁(毴)=

毿2毺2毩2

4淈4k2sin2(毴/2).

(3)与(2)相同.
13灡10暋质量为毺的粒子被球壳势场V(r)=r毮(r-a)散射,求各分波的相移毮l.并和刚球散

射的结果比较.

答:引进无量纲参数毟,令毭=淈2

2毺a
毟,则

tan毮l = ka毟[jl(ka)]2
ka毟jl(ka)nl(ka)-1

当毟烅1,则

tan毮l 曋jl(ka)
nl(ka)

与刚球(半径a)的散射相移公式相同.对于低能散射,ka烆1,

毮l 曋tan毮l 曋-ka毟[jl(ka)]2 曋-毟
(ka)2l+1

[(2l+1)!!]2

与球方势垒(阱)低能散射结果类似.
13灡11暋粒子被势场V(r)=毩/r4(毩>0)散射,求低能极限下(只考虑s波)散射的散射长度、

相移、散射波幅和截面.

提示:引进无量纲变量毼=淈r/ 2毺毩.

答:散射长度a0= 2毺毩/淈,毮0=-ka0=-2毺
淈2 毩E,f=-a0,总截面氁t=4毿|f|2=8毿毺毩/淈2.
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13灡12暋粒子被势场V(r)=-淈2

毺
毸

cosh(毸r[ ])
2

散射,求低能散射(只考虑s波)的截面.

答:氁t=2毿淈2/毺E.
13灡13暋计及s波、p波及d波情况下,给出截面与散射角毴的依赖关系的一般表示式.

氁(毴)= (A0 +A1cos毴+A2cos2毴+A3cos3毴+A4cos4毴)/k2

A0 =sin2毮0 +25
4sin2毮2 -5cos(毮0 -毮2)sin毮0sin毮2

A1 =6cos(毮0 -毮1)sin毮0sin毮1 -15cos(毮1 -毮2)sin毮1sin毮2

A2 =9sin2毮1 -75
2sin2毮2 +15cos(毮0 -毮2)sin毮0sin毮2

A3 =45cos(毮1 -毮2)sin毮1sin毮2

A4 =225
4sin2毮2

13灡14暋求中子 中子低能(E曻0)s波的散射截面.设中子 中子作用势为

V =
氁1·氁2V0, r<a(V0 >0)

0, r>{ a
设入射中子及靶中子均未极化.

答:自旋单态(S=0)下,总截面氁t=16毿a2
0,其中a0(散射长度)=-a tank0a

k0a( )-1 ,k0=

6毺V0/淈= 3mnV0/淈,毺=mn/2(约化质量).自旋三重态(S=1)对s波无贡献.对于

非极化中子 中子散射,氁(非极化)=1
4氁t=4毿a2

0.

13灡15暋慢中子对氢分子散射.设散射波幅近似等于中子被两个质子散射的波幅之和,即散

射波幅算符可表示成

f=f1 +3f3

2 +f3 -f1

4
[氁n·(氁p1 +氁p2)]

令S=1
2

(氁p1+氁p2)(取淈=1),表示两个质子总自旋.(1)证明(氁n·S)2=S2-氁n·S.(2)证明.

f
暷

=1
4

[(3f3+f1)2+(5f2
3-3f2

1-2f1f3)(氁n·S)+(f3-f1)2S2].(3)对于正氢分子(S=1),

总截面氁正 =毿(11f2
3 +3f2

1 +2f3f1).对于仲氢分 子 (S=0),氁仲 =毿(3f3 +f1)2.从 而 证 明

氁正/氁仲 =1+2(f3-f1)2
(3f3+f1)2

.(4)常温下,氢气中约3
4

为正氢,1
4

为仲氢.求总截面平均值.

答:氁平均 =3
4氁正 +1

4氁仲 =毿(3f3+f1)2+3毿
2

(f3-f1)2.

13灡16暋质量为m 的粒子被一个很重的靶粒子散射,两粒子的自旋均为1/2.设相互作用势

为V=As1·s2毮(r),r=r1-r2,A 是很小的常量,因此可以用 Born一级近似来处理.设入射粒子

的自旋“向上暠,靶粒子的自旋取向为无规分布,求散射总截面以及散射后粒子自旋仍然保持“向
上暠的概率.

答:氁t= 3
16毿m

2A2.散射粒子保持自旋“向上暠概率为1/3.

13灡17暋考虑np低能s波散射.相移与自旋态有关.三重态和单态下的s波相移分别记为毮t

和毮s.设入射中子自旋指向前进方向(z轴).靶质子则未极化.试求(1)中子自旋取向不变的散射
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截面.(2)中子自旋反向的散射截面.(3)总截面.

答:令f1=1
kexp(i毮s)sin毮s,f3=1

kexp(i毮t)sin毮t(散射波幅),则

(1)氁朁朁 =2毿|f3|2+毿
2|f3+f1|2

(2)氁朁朂 =毿
2|f3-f1|2

(3)氁t=氁朁朁 +氁朁朂 =毿(|f1|2+3|f3|2)=1
4氁1+3

4氁3

(氁1=4毿暳|f1|2,氁3=4毿|f3|2)

13灡18暋能量为E=淈2k2/2毺的粒子被一个非定域势V(r,r曚)散射,波函数满足方程

(

殼

2+k2)氉(r)=2毺
淈2曇V(r,r曚)氉(r曚)d3r曚 (1)

设V 可分离变量如下:

2毺
淈2V(r,r曚)=-毸U(r)U(r曚) (2)

证明暋只有s波对散射有贡献,并证明在Born近似下散射波幅可表示为(注意,与角度无关!)

f(k)=4毿毸旤U(k)旤2 1-2毸
毿曇旤U(k曚)旤2

k2 -k曚2 +i毰d3[ ]k曚 ,毰曻0+

其中

U(k)=曇
曓

0
U(r)sinkr

krr2dr

提示:势 场 是 轴 对 称 的.不 仅 入 射 波 为 轴 对 称,散 射 波 也 是 轴 对 称.令 氉(r,毴)=

暺
l
Rl(r)Y0

l(毴)代入式(1),利用式(2),由于曇Y0
l(毴)d毟=0(对l曎0),只有s波对式

(1)右边积分有贡献.

·964·



第14章暋其他近似方法

在自然界中我们广泛碰到有相互作用的多粒子体系.例如,研究分子、原子、原
子核和粒子结构,研究固体中电子运动以及电子与晶格的相互作用等,碰到的都是

有相互作用的多粒子体系.与经典力学中的情况相似,有相互作用的多粒子体系问

题是很难严格求解的,实际上是不能严格求解,而只能近似处理.这里包含两种含

义.一是采用适当的模型
踿踿踿踿踿踿踿

,把物理问题简化
踿踿踿踿踿踿踿.其次,即使对于已简化了的模型,往往

也只能用近似计算方法求解
踿踿踿踿踿踿踿踿.这些近似方法中用得最广泛的是微扰论和变分法.本

章将对一些最简单的多粒子体系的常见的近似方法和模型做初步的介绍.多粒子

体系(特别是由同类粒子组成的多粒子体系)的更一般的近似理论方法将在本书卷

栻第3章中介绍.在那里,将采用更为方便的二次量子化理论形式.

14灡1暋变分原理及其应用

14灡1灡1暋变分原理与Schr昳dinger方程

暋暋设量子力学体系的 Hamilton量为 H,则体系的束缚态能量本征值可以在一

定的边条件下解Schr昳dinger方程

H氉=E氉 (14灡1灡1)
并要求氉满足归一化条件(平方可积)

曇氉*氉d氂=1 (14灡1灡2)

而得出.可以证明,上述原则与变分原理等价.变分原理说:设体系的能量平均值表

示为

煍H =曇氉*H氉d氂 (14灡1灡3)

则体系的能量本征值及本征函数,可以在条件(14灡1灡2)下,让 煍H 取极值而得到,即

毮煍H -毸毮曇氉*氉d氂=0 (14灡1灡4)

式中毸为Lagrange乘子.
将式(14灡1灡3)代入式(14灡1灡4),并利用 H 的厄米性(H* =煒H,见4灡2节),上

式可以化为

曇d [氂 (毮氉*H氉+氉*H毮氉)-毸(毮氉*氉+氉*毮氉 ])

=曇d [氂毮氉* (H氉-毸氉)+毮氉(H*氉* -毸氉* ]) =0 (14灡1灡5)
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氉一般为复函数,毮氉与毮氉* 是彼此独立,并且是任意的,因此从上式可得出

H氉=毸氉,暋暋H*氉* =毸氉* (14灡1灡6)
此即Schr昳dinger方程,这里的Lagrange乘子毸(实)就是体系的能量本征值.

我们也可以反过来证明,凡满足
踿踿踿Schr昳dinger方程的本征函数

踿踿踿踿踿踿踿
,必定使能量取
踿踿踿踿踿踿

极值
踿踿.设

H氉毸 =E毸氉毸 (14灡1灡7)

H 为厄米算符,本征值E毸 取实数,氉毸 是相应的本征函数.假定波函数已归一化,

曇氉*
毸氉毸d氂=1 (14灡1灡8)

暋暋显然

E毸 =曇氉*
毸 H氉毸d氂 (14灡1灡9)

现在让氉毸 与氉*
毸 作微小变化,即

氉毸 曻氉毸+毮氉毸,暋暋氉*
毸 曻氉*

毸 +毮氉*
毸 (14灡1灡10)

为保证归一化条件(14灡1灡8),氉的变化要受到下列限制:

曇d (氂氉*
毸毮氉毸+氉毸毮氉*

毸 +毮氉*
毸毮氉 )毸 =0

即

曇d氂(氉*
毸毮氉毸+氉毸毮氉*

毸 )=-曇毮氉毸
2d氂 (14灡1灡11)

能量E毸 相应地变化如下:

E毸 曻E毸+毮E毸 =曇(氉*
毸 +毮氉*

毸 )H(氉毸+毮氉毸)d氂

所以

毮E毸=曇d氂(氉*
毸 H毮氉毸+毮氉*

毸 H氉毸+毮氉*
毸 H毮氉毸)

=曇d氂(毮氉毸H *氉*
毸 +毮氉*

毸 H氉毸+毮氉*
毸 H毮氉毸)

=E毸曇d氂(氉*
毸毮氉毸+氉毸毮氉*

毸 )+曇d氂毮氉*
毸 H毮氉毸

利用式(14灡1灡11)可得

毮E毸 =-E毸曇d氂毮氉毸
2+曇d氂毮氉*

毸 H毮氉毸 (14灡1灡12)

试用包含 H 在内的一组力学量完全集的共同本征态氉毻 展开毮氉毸,毮氉毸= 暺
毻
毮a毻氉毻,

毮a毻 为无穷小量,于是式(14灡1灡12)可以化为

毮E毸 =-E毸暺
毻

毮a毻
2+暺

毻
E毻 毮a毻

2 (14灡1灡12曚)

由于式(14灡1灡12)或(14灡1灡12曚)中不含变分的线性项,当变分为零时,E毸 一定取极

值.这就是说,从Schr昳dinger方程求出的氉毸 与氉*
毸 一定使能量取极值.
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以上说明,从原理上讲,变分原理与Schr昳dinger方程等价.从应用上讲,变分

原理的价值在于:根据具体问题的特点
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,先对波函数作一定的限制
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(例如选择某种

在数学形式上比较简单
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,在物理上也较合理的试探波函数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

),然后给出在该试探波

函数形式下的能量平均值 煍H,并让 煍H 取极值,从而定出在所取的试探形式下的最

佳波函数.它可以作为严格解的最佳近似.
按上述变分原理所求出的 煍H曒体系的基态能量的严格值

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.证明如下:
设体系的包括 H 在内的一组力学量完全集的共同本征态为氉0、氉1、氉2,…,相

应的能量本征值为E0<E1<E2<….展开试探波函数

毜= 暺
n
an氉n (14灡1灡13)

于是

煍H=曇毜*H毜d氂/曇毜*毜dq= 暺
nn曚

a*
na曚n曇氉*

nH氉曚nd氂/暺
nn曚

a*
na曚n毮nn曚

= 暺
n

an
2En/暺

n
an

2 曒E0暺
n

an
2/暺

n
an

2 =E0 (14灡1灡14)

即

煍H 曒E0

上式说明,用变分法求出的能量极值
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,煍H 给出了体系基态能量的一个上限
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

用变分法求激发态的波函数,要麻烦一点.例如,求第一激发态的波函数,试取

为毜1.先要求此波函数与已求出的基态波函数毜0 正交.若毜1 与毜0 不正交,(毜1,

毜0)曎0,则可以把毜1 换成毜曚1=毜1-毜0(毜1,毜0),则毜曚与毜0 正交,(毜曚1,毜0)=0.然
后再用与处理基态相似的办法来处理.若要找第二激发态,则要求试探波函数与已

求出的基态和第一激发态波函数都正交.可以看出,用变分法求基态波函数和能量

是比较方便的,而处理激发态则比较麻烦,而且一般说来,近似性也逐渐变差.但有
踿

时基于对称性的考虑
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,这些正交性条件
踿踿踿踿踿踿踿

,是自动满足的
踿踿踿踿踿踿.例如,角动量守恒的体系,

如果第一激发态的角动量与基态不同,则它们的正交性可自动得到满足.

练习暋设体系的 Hamilton量为 H,毤为基态的试探波函数.令

Kn = (毤Hn 毤),暋暋n=1,2,… (14灡1灡15)

设E0 为体系的基态能量.证明

K1 - K2 -K2
1 曑E0 曑K1 (14灡1灡16)

上式给出了基态能级的上限和下限
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

例暋设荷电多粒子体系处于定态,证明体系的动能平均值T和 Coulomb相互作用的平均值

V 满足下列关系(位力定理)

2T+V =0 (14灡1灡17)

暋暋证明暋设ei 与mi 分别代表第i个粒子的电荷与质量,则体系的Schr昳dinger方程为

-暺
i

淈2

2mi

殼

2
i毞+ 1

2 暺暺
i曎k

eiek

rik
毞 =E毞 (14灡1灡18)
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毞 满足归一化条件

曇…曇d氂1…d氂N 毞(r1,…,rN)2 =1 (14灡1灡19)

体系的动能平均值煀T 及Coulomb相互作用的平均值煀V 分别为

煀T =-h暋2
2暺

i

1
mi曇…曇d氂1…d氂N毞*

殼

2
i毞 (14灡1灡20)

煀V = 1
2 暺暺

i曎k
eiek曇…曇d氂1…d氂N毞*毞/rik (14灡1灡21)

而

E=煀T+煀V (14灡1灡22)

试作尺度变换(scaletransformation)

r曚i =毸ri暋暋(毸实,待定) (14灡1灡23)

为保证归一化条件仍然成立,要求毞 相应地变为

毞毸 =毸3N/2毞(毸r1,…,毸rN) (14灡1灡24)

这样

曇…曇d氂曚1…d氂曚N 毞毸
2 =1 (14灡1灡25)

然而在变换(14灡1灡23)下有

殼

2
i =毸2

殼

曚2
i,暋 1

rik
=毸1

r曚ik
(14灡1灡26)

而式(14灡1灡22)化为

E(毸)=毸2T+毸V (14灡1灡27)

把式(14灡1灡27)中的毸看成变分参数,[当毸=1时,波函数(14灡1灡24)是正确的波函数],相应的能

量取极值,即

灥E(毸)
灥毸 毸=1

=0 (14灡1灡28)

用式(14灡1灡27)代入,即得

2煀T+煀V =0暋暋(定理证毕)

暋暋练习暋设粒子的势能函数V(x,y,z)是坐标的n次齐次函数,即

V(毸x,毸y,毸z)=毸nV(x,y,z) (14灡1灡29)

试用变分法证明:在束缚态下,动能T 及势能V 的平均值满足下列关系:

2T=nV (14灡1灡30)

暋暋运用变分原理的具体形式有多种,以下介绍常用的两种.

14灡1灡2暋Ritz变分法

设已选定试探波函数的具体形式,函数中含有待定参数.例如,体系的基态波

函数选取为

毜(q,c1,c2,…) (14灡1灡31)

q代表体系的全部坐标,c1、c2、…是待定参数.此时
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煍H =曇毜*H毜dq曇毜*毜dq= 煍H(c1,c2,…) (14灡1灡32)

煍H 依赖于参数c1,c2,….按变分原理,波函数应使 煍H 取极值,即毮煍H=0,亦即

暺
i

灥煍H
灥ci

毮ci =0 (14灡1灡33)

但毮ci 是任意的,所以要求

灥煍H
灥ci

=0,暋(i=1,2,…) (14灡1灡34)

这就是ci 满 足 的 方 程 组.解 出 上 列 方 程 组,可 求 得ci,代 入 式 (14灡1灡32)与

(14灡1灡31),分别求得基态能量及基态波函数,这就是波函数限制在式(14灡1灡31)形
式下的最佳结果.

例暋类氦离子的基态波函数

在11灡2节中用微扰论处理类氦离子的基态时,零级近似波函数的空间部分取为

Z3

毿exp[-Z(r1 +r2)] (14灡1灡35)

考虑到两个电子同时处于1s轨道,每个电子感受到的原子核的 Coulomb引力会受到另一个电

子的屏蔽,我们不妨取试探波函数

毜(r1,r2,毸)=u(r1)u(r2)=毸3

毿exp[-毸(r1 +r2)] (14灡1灡36)

其中毸=Z-氁,氁是刻画屏蔽效应大小的量(0<氁<1).毸(或氁)作为变分参数.当氁=0,即毸=Z,表
示无屏蔽(screening).单电子波函数u(r)满足

- 1
2

殼

2- 毸( )r u(r)=-毸2

2u(r) (14灡1灡37)

利用式(14灡1灡36)、(14灡1灡37),可得

煍H=犽毜* - 1
2

殼

2
1- Z

r1
- 1

2

殼

2
2- Z

r2
+ 1
r( )12

毜d氂1d氂2

=犽毜* - 1
2

殼

2
1+ 毸

r( )1
- 1

2

殼

2
2+ 毸

r( )2
- 氁
r1

- 氁
r2

+ 1
r[ ]12

毜d氂1d氂2

=犽毜* -毸2 - 氁
r1

- 氁
r2

+ 1
r( )12

毜d氂1d氂2

=-毸2 -2氁毸3

毿曇1
r1

exp(-2毸r1)d氂1 +毸6

毿2犽1
r12

exp[-2毸(r1 +r2)]d氂1d氂2

利用11灡2节,式(11灡2灡64)积分公式

曇1
r1

exp(-2毸r1)d氂1 =4毿曇
曓

0
exp(-2毸r1)r1dr1 =毿/毸2

犽d氂2d氂1
1
r12

exp[-2毸(r1 +r2)]=5毿2/8毸5

可求出

煍H =-毸2 -2(Z-毸)毸+ 5
8毸 (14灡1灡38)

按照灥煍H
灥毸=0,可得
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毸=Z-5/16 (14灡1灡39)
因此,基态能量

E=-毸2 -2· Z-Z+ 5( )16 毸+ 5
8毸

=-毸2 =- Z- 5( )16
2
,暋(原子单位) (14灡1灡40)

而离化能为

I=- 1
2Z2 -E= Z- 5( )16

2

- 1
2Z2 (14灡1灡41)

计算结果与实验的比较,见11灡2节表11灡1.
在11灡2节例4中,用微扰论一级近似计算过氦原子的基态能量,其结果为(原

子单位)

E(微扰论)=-Z2+5
8Z=E(变分法)+ 25

256
(14灡1灡42)

I(微扰论)= Z
2

Z-æ

è
ç

ö

ø
÷

5
4 =I(变分法)+ 25

256
(14灡1灡43)

从表11灡1可以看出,变分法的计算结果更接近实验值.其原因在于变分法的试探

波函数式(14灡1灡36)考虑了另一电子的屏蔽效应,优于微扰论的零级波函数式

(14灡1灡35).

14灡1灡3暋Hartree自洽场,独立粒子模型

用变分原理来处理实际问题时,另一种常用办法是只对波函数的一般形式作

某种近似,然后用变分原理求出相应的能量本征方程.这个方程比原来严格的

Schr昳dinger方程解起来要容易一些.例如,处理原子中的多电子问题时提出的

Hartree自洽场(self灢consistentfield)方法栙,以及处理金属的超导现象提出的

BCS方法都是根据这精神来处理的.下面以自洽场方法为例,讲述其主要精神.
Hartree自洽场方法的物理图像是:在原子中,电子受到原子核及其他电子的

作用,可以近似地用一个平均场来代替(单电子近似
踿踿踿踿踿

,或独立粒子模型
踿踿踿踿踿踿踿

).假设原子

的基态波函数可以近似表示为各单电子波函数之积

氉(r1,…,rz)=毤k1
(r1)毤k2

(r2)…毤kz
(rz) (14灡1灡44)

在此状态下,Hamilton量(采用原子单位)

H = 暺
Z

i=1
Hi+1

2 暺暺
Z

i曎j

1
rij

(14灡1灡45)

Hi =-1
2

殼

2
i-Z

ri
(14灡1灡46)

其平均值为
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煍H =暺
i曇毤ki

(ri)Hi毤ki
(ri)d3xi

+1
2 暺暺

i曎j犽毤ki
(ri)2 1

rij
毤kj

(rj)2d3xid3xj (14灡1灡47)

在归一化条件

曇毤ki
(ri)2d3xi =1,暋暋i=1,2,…,Z (14灡1灡48)

下,求 煍H 的极值,即

毮煍H -暺
i
毰i毮曇毤ki

(ri)2d3xi =0 (14灡1灡49)

其中毰i(实,i=1,2,…,Z)是Lagrange乘子.按式(14灡1灡47),有

毮煍H =暺
i曇毮毤*

kiHi毤ki +毤*
kiHi毮毤k( )

i d3xi

+1
2 暺暺

i曎j犽毮毤*
ki毤ki +毤*

ki毮毤k( )
i

1
rij

毤ki
(ri)2d3xid3xj

+1
2 暺暺

i曎j犽毤ki
(ri)2 1

rij
毮毤*

kj毤kj +毤*
kj毮毤k( )

j d3xid3xj

=暺
i曇毮毤*

kjHi毤kj +毤*
kiHi毮毤k( )

i d3xi

+暺暺
i曎j犽毮毤*

ki毤ki +毤*
ki毮毤k( )

i
1
rij

毤kj
(rj)2d3xid3xj

代入式(14灡1灡49),并注意毮毤*
ki

和毮毤ki
都是任意的,因此得到

Hi+暺
j(曎i)曇毤kj

(rj)2 1
rij

d3x[ ]j 毤ki =毰i毤ki
(14灡1灡50)

i=1,2,…,Z

及其复 共 轭 方 程.此 即 Hartree方 程,它 是 单 电 子 波 函 数 满 足 的 方 程.方 程

(14灡1灡50)中左边方括号内的第二项代表其余电子j(曎i)对于第i个电子的Cou灢
lomb排斥力作用.

Hartree方程虽然比原来的多电子Schr昳dinger方程简单一些,但它是一个非

线性的微分积分方程组,严格求解仍然很困难.Hartree提出,采用逐步近似
踿踿踿踿

,最后
踿踿

达到自洽
踿踿踿踿

(selfconsistent)的方案来求解
踿踿踿踿踿踿

它,即先采用一个适当的中心场V(0)(ri)代
替方程(14灡1灡50)中的

-Z
ri

+暺
j(曎i)曇毤kj

(rj)2 1
rij

d3xj (14灡1灡51)

求解出 单 电 子 波 函 数 毤(0)
ki

(i=1,2,…,Z),然 后 把 所 得 到 的 波 函 数 代 入

式(14灡1灡51),计算出它的值.并比较它与原来采用的V(0)(ri)的差别.根据这差

别,重新调整中心力场,取为V(1)(ri),重复上述步骤,直到在要求的精确度范围
踿踿踿踿踿踿踿踿踿
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内
踿

,试取的中心力场与计算后得到的中心力场相一致为止
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即达到前后自洽
踿踿踿踿踿踿.所以

这种方法称为自洽场方法.
注意:尽管 Hartree波函数没有考虑电子的交换反对称性要求,但在 Hartree

方法中,Pauli原理已部分地考虑进去了.这表现在写出 Hartree波函数(14灡1灡44)
时,每个电子的量子态都不相同.

Fock改进了 Hartree方法,在写出多电子体系的波函数时严格考虑了交换对

称性,Pauli原理已自动考虑在内(详见本书卷栻,第4章).

练习暋证明在 Hartree方法中,

煍H = 暺
i
毰i- 1

2 暺暺
i曎j 犽d3xid3xj 毤ki

(ri)2 毤kj
(rj)2rij 曎 暺

i
毰i (14灡1灡52)

说明上式的物理意义.

14灡2暋分子的振动和转动,Born灢Oppenheimer近似

14灡2灡1暋Born灢Oppenheimer近似

暋暋分子的运动比原子更复杂.它不仅涉及电子的运动
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,而且涉及原子核的运动
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

在质心坐标系中,分子中的各原子核在其平衡位置邻近做小振动.各原子核的平衡

位置在空间的构形,即分子的构形.而整个构形还可以在空间转动,即分子的转动
踿踿踿踿踿.

由于电子的质量m烆原子核质量M(m/M燂10-4),分子中的电子运动速度远大于

原子核的速度.所以在研究分子中电子的运动时
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,可近似忽略原子核的动能
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即暂
踿踿

时把原子核看成不动
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,原子核之间相对间距看成参数
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(而不作为动力学变量
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

).与此

相应,当研究分子的振动和转动时,则可以把电子看成一种分布(“电子云暠),原子

核沉浸在此“电子云暠之中.它的存在,使原子核之间具有某种有效的相互作用
踿踿踿踿踿踿踿

,这
种有效作用依赖于电子的组态,并与分子构形有关.这就是Born灢Oppenheimer近

踿
似
踿

思想在处理分子结构和分子光谱中的应用栙.
以下先粗略地分析一下分子中的电子激发能、分子振动能和转动能的相对大

小.设分子的大小曋a(一般为几个痄,生物大分子则更大些).一部分电子可以在整个

分子中运动,殼x曋a(即电子运动的特征长度),所以电子的特征动量pe曋淈/a,特征能

量Ee曋淈2/2ma2.其次,假设分子振动角频率为氊,分子振动能曋1
2M氊2毮2,毮为原子核

偏离平衡位置的距离.显然,当毮曋a时,大幅度的振荡已足以使电子激发,即
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栙 Born灢Oppenheimer近似是他们研究固体中电子的运动时提出的,M.BornandR.Oppenheimer,

Ann.Physik84(1930)457.其基本思想是:在研究一个多自由度体系时,如不同自由度的运动特征频率(或
运动的快慢)相差悬殊,则可以近似分开来处理.也就是把一个复杂的多自由度体系简化为若干个自由度较

小的子体系,分开进行处理.关于Born灢Oppenheimer近似的更详细的数学处理,例如参阅:C.P.SunandM.
L.Ge,PhysRev.D41(1990)1349;T.BitterandD.Dubbers,Phys.Rev.Lett.59(1987)251.



1
2M氊2a2 曋 淈2

2ma2 (14灡2灡1)

即氊曋 m
M

· 淈
ma2,因而分子振动能与电子激发能之比

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
约为

Evib

Ee
曋淈氊

Ee
曋 m

M
(14灡2灡2)

即把电子运动和分子振动分开来处理的近似性,可以用参数 m
M

来表征.

再其次,分子的转动能为(设转动角动量量子数为L)

Erot 曋淈2

2JL
(L+1)燁 淈2

2Ma2,J曋Ma2,æ

è
ç

ö

ø
÷分子转动惯量 (14灡2灡3)

所以

Erot/Evib 曋淈氊/ 淈2

Ma2 曋 m
M

(14灡2灡4)

因此,

Ee暶Evib暶Erot 曋1暶 m
M 暶m

M 曋1暶10-2暶10-4 (14灡2灡5)

即

转动激发能 烆 振动激发能 烆 电子激发能

三种激发形式所相应的特征频率
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

(能量
踿踿

)相差很悬殊
踿踿踿踿踿

,常常可以把三种运动(自由

度)近似地分开来处理.

[注]暋分子的 Hamilton量

H =Te+TN +Vee+VeN +VNN (14灡2灡6)

其中Vee是电子之间Coulomb排斥能,VNN是原子核之间 Coulomb排斥能,VeN是电子与原子核

之间Coulomb吸引能,

Te = 暺
i

p2
i

2m
(对所有电子求和) (14灡2灡7)

是电子的动能.原子核动能为

TN = 暺
a

P2
a

2Ma
(对所有原子核求和) (14灡2灡8)

由于m烆Ma,TN烆Te,TN 项可以忽略,即讨论电子运动时
踿踿踿踿踿踿踿

,可以忽略
踿踿踿踿TN,即把原子核看成不动

踿踿踿踿踿踿踿踿踿.
而在研究分子振动和转动时

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,电子的组态近似地视为不变
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,并相应地提供原子核之间的一种有
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

效势
踿踿

(effectivepotential),它依赖于原子核之间的距离,即分子的空间构形.这就是Born灢Oppen灢

heimer近似处理分子运动的基本思想.

14灡2灡2暋双原子分子的转动与振动

双原子分子包含两个原子核和若干电子.按Born灢Oppenheimer近似,可以把
踿

原子核的运动与电子的运动近似分离
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这样,一个自由度较大的体系将简化为自由

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
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度较小的两个彼此独立的体系
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.此时,分子的波函数可以表示成这些原子核组成的

体系的波函数和诸电子的波函数之积,而能量则是两部分之和.对于双原子分子,
两原子核所满足的Schr昳dinger方程为

- 淈2

2M1

殼

2
1- 淈2

2M2

殼

2
2+V(Ræ

è
ç

ö

ø
÷)氉=Et氉 (14灡2灡9)

图14灡1

V (R)是 两 个 原 子 核 之 间 的 有 效 势,R =
R1-R2 是两个原子核的相对距离.V(R)形状大

致如图14灡1所示,其细节依赖于两原子中的电子

的组态及激发状态(例如见14灡3节).
与所有两体问题一样,可引进相对坐标R 和

质心坐标Rc,

R=R1-R2暋暋暋暋

Rc = M1R1+M2R2

M1+M2
(14灡2灡10)

令

氉=f(Rc)毤(R) (14灡2灡11)
方程(14灡2灡9)可以分离变量,

-淈2

2M

殼

2
Rf(Rc)=Ecf(Rc)暋暋 (14灡2灡12)

-淈2

2毺

殼

2
R+V(Ræ

è
ç

ö

ø
÷)毤(R)=E毤(R) (14灡2灡13)

式中

M =M1+M2,暋毺= M1M2

M1+M2
,暋E=Et-Ec (14灡2灡14)

Ec 为质心运动能量,Et 为总能量,E 为两原子核的相对运动能量.在研究分子内部

结构时,不涉及质心运动.
对于两个原子核的相对运动,考虑到相对运动角动量L 为守恒量,相对运动

的波函数毤可以选为(L2,Lz)的共同本征态.此时,如采用球坐标,则毤(R)可表

示成

毤(R)=氈(R)
R YM

L (毴,氄) (14灡2灡15)

L=0,1,2,…,暋暋M =L,L-1,…,-L
代入式(14灡2灡13),求得径向方程

-淈2

2毺
d2

dR2 +L(L+1)淈2

2毺R2 +V(R[ ])氈(R)=E氈(R) (14灡2灡16)

氈(R)满足边界条件

氈(0)=0,暋氈(曓)=0(束缚态) (14灡2灡17)
·974·



式(14灡2灡16)左边第二项是分子转动带来的离心势能.令

W(R)=V(R)+L(L+1)淈2

2毺R2 (14灡2灡18)

当L不太大时,W(R)仍有极小点(平衡点)R0,由下式确定

dW
dR R0

=0 (14灡2灡19)

即

dV
dR R0

-L(L+1)淈2

2毺R3
0

=0 (14灡2灡20)

在R0 邻域展开W(R),保留二次项,

W(R)=W(R0)+1
2W曞(R0)(R-R0)2

=V(R0)+L(L+1)淈2

毺R2
0

+1
2W曞(R0)(R-R0)2 (14灡2灡21)

令

R-R0 =毼,暋 1
2W曞(R0)= 1

2毺氊2
0 (14灡2灡22)

则式(14灡2灡16)与(14灡2灡17)化为

-淈2

2毺
d2

d毼2氈+1
2毺氊2

0毼2氈=E曚氈 (14灡2灡23)

氈(毼=-R0)=0,暋氈(曓)=0 (14灡2灡24)

E曚=E-V(R0)-L(L+1)淈2

2毺R2
0

(14灡2灡25)

方程(14灡2灡23)的[满足边条件(14灡2灡24),在-R0曑毼<曓中有界]解为

氈(毼)曍e-毩2毼
2/2H毻(毩毼)

毩= 毺氊0/淈 (14灡2灡26)

H毻 为 Hermite函数

H毻(毼)= 1
2殻(-毻)暺

曓

l=0

(-)l
l! 殻l-毻æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(2毼)l (14灡2灡27)

毻的值由边条件确定

H毻(-毩R0)=0 (14灡2灡28)
一般说来,毻不为正整数.但如L 不太大,毩R0 很小,毻仍然接近于正整数.方程

(14灡2灡23)的本征值为

E曚= 毻+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊0 (14灡2灡29)

代入式(14灡2灡25),可求出双原子分子的相对运动能为

E=E毻L =V(R0)+ 毻+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊0+L(L+1)淈2

2J
(14灡2灡30)
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其中J=毺R2
0 表示双原子分子的转动惯量.式(14灡2灡30)右边第一项为常数项,与

能谱无关.第二项为分子振动能
踿踿踿踿踿

,第三项为分子转动能
踿踿踿踿踿.通常淈2/2J烆淈氊0,能谱将

出现转动带结构
踿踿踿踿踿.即给定的振动态(由毻刻画),不同的

踿踿踿L 的诸能级构成一个转动
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

带
踿

,能量遵守
踿踿踿踿L(L+1)的规律

踿踿踿.同一个转动带中相邻能级的间距随
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿L 增大而线性

踿踿踿踿踿
增大
踿踿

[参阅式(14灡2灡34)].
如双原子分子是由相同的原子构成,例如 H2、N2、O2 等,则波函数要求具有

一定的交换对称性
踿踿踿踿踿.这类分子的转动谱线的强度将呈现强弱交替的现象

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

例暋H2 分子转动谱线强度的交替变化

H2 分子的两个原子核是质子,自旋为1/2.当两个质子的空间坐标交换时,即R1炣R2,它们

的质心坐标Rc 不变,而相对坐标R曻-R,即

R曻R,暋毴曻毿-毴,暋氄曻毿+氄 (14灡2灡31)

所以当两个质子空间坐标交换时,质心运动与振动波函数保持不变,但转动部分波函数改变

如下:

YM
L (毴,氄)曻 YM

L (毿-毴,毿+氄)= (-1)LYM
L (毴,氄) (14灡2灡32)

考虑到Fermi子体系波函数的交换对称性,H2 分子的原子核部分的波函数有下列两种形式

L= 偶,暋暋R毻(R)YM
L (毴,氄)氈0(s1z,s2z)

L= 奇,暋暋R毻(R)YM
L (毴,氄)氈1(s1z,s2z)

(14灡2灡33)

R毻(R)是振动波函数,氈0 和氈1 分别是两个质子的自旋单态(S=0)和三重态(S=1)波函数.H2

分子中两个原子核(质子)之间的作用力通常可以认为近似与核自旋无关
踿踿踿踿踿踿

,所以两个原子核自旋

之和S=s1+s2 可认为近似是守恒量
踿踿踿踿踿踿

,即S 为近似好量子数.处于S=0态的称为仲氢
踿踿

(para灢
hydrogen),处于S=1态的称为正氢

踿踿
(ortho灢hydrogen).在光跃迁的短暂过程中

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,两者还来不及转
踿踿踿踿踿踿踿

化
踿.在自然界中

踿踿踿踿踿
,正氢与仲氢分子数之比
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

为3暶1,因此正氢发出的光谱线强度较强
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.图14灡2给出

正氢和仲氢在一个转动带(具有相同的振动量子数毻)的相邻能级之间的电四极跃迁,例如从能

级L曻L-2发射出的转动谱线的频率为

1
h

淈2

2J
[L(L+1)-(L-2)(L-1)]= 淈

毿JL-常数 (14灡2灡34)

图14灡2
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因此转动谱线随频率(或L)作均匀分布
踿踿踿踿

,而相邻的两条亮线(或暗线)之间频率差 殼毻=2淈/毿J为

常量.
练习1暋由两个全同原子核组成的分子,如原子核自旋为s,则转动光谱中的明线与暗线的

强度比为(s+1)/s,试证明之.
练习2暋比较 H2、D2、O2 及 HD诸分子的转动光谱线的强度变化规律(D原子核自旋为淈,

O原子核自旋为零,指16
8 O偶偶核).

练习3暋设原子核8
4Be可以看成两个毩粒子组成(毩粒子,即4He2,自旋为零),相对运动的轨

道角动量量子数用L表示.证明L必为偶数.

*14灡2灡3暋三原子直线分子的振动栙

图14灡3

以二氧化碳分子为例,其结构式为 梾梾O 梾梾C O,是一个直线

分子,如图14灡3.设相邻两原子间的平衡距离为a,相邻两原子

间的弹性力系数为k.于是 Hamilton量为(这里没有计及分子在

空间的转动自由度以及偏离直线形状的振动)

H =-淈2

2暺
3

i=1

1
mi

灥2

灥x2
i
+ k

2
[(x2 -x1 -a)2 +(x3 -x2 -a)2] (14灡2灡35)

求解Shcr昳dinger方程时,先作如下变换,把质心运动分离出去(分子结构问题与质心运动

无关),

X = 1
M

(m1x1 +m2x2 +m3x3) (质心坐标)

M =m1 +m2 +m3 (总质量)

毼= (x2 -x1)-a

毲= (x3 -x2)-a (毼,毲是相对坐标

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

(14灡2灡36)

由上式易得

灥
灥x1

=m1

M
灥
灥X- 灥

灥毼
灥

灥x2
=m2

M
灥
灥X- 灥

灥毼
- 灥

灥毲
灥

灥x3
=m3

M
灥
灥X+ 灥

灥毲
进而可求出

1
m1

灥2

灥x2
1
= 1

M
m1

M
灥2

灥X2 -2 灥2

灥X灥( )毼
+ 1

m1

灥2

灥毼2

1
m2

灥2

灥x2
2
= 1

M
m2

M
灥2

灥X2 +2 灥2

灥X灥毼
-2 灥2

灥X灥( )毲
+ 1

m2

灥2

灥毼2 + 灥2

灥毲2 -2 灥2

灥毼灥( )毲
1
m3

灥2

灥x2
3
= 1

M
m3

M
灥2

灥X2 +2 灥2

灥X灥( )毲
+ 1

m3

灥2

灥毲2

所以
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暺
3

i=1

1
m3

灥2

灥x2
i

= 1
M

灥2

灥X2 + 1
m1

+ 1
m( )2

灥2

灥毼2 + 1
m3

+ 1
m( )2

灥2

灥毲2 - 2
m2

灥2

灥毼灥毲
(14灡2灡37)

把式(14灡2灡37)代入式(14灡2灡35),把质心坐标部分分离出去后,剩下的相对运动的Schr昳dinger
方程为

-淈2

2
1
m1

+ 1
m( )2

灥2

灥毼2 + 1
m3

+ 1
m( )2

灥2

灥毲2 - 2
m2

灥2

灥毼灥[ ]毲
毞+k2

2
(毼2 +毲2)毞 =E毞

(14灡2灡38)

图14灡4

式中E是相对运动的能量.由于在式(14灡2灡38)中还

有交叉项,还不能分离变换.为此,引进“转动暠坐标

系(见图14灡4)

毼曚=毼cos毩+毲sin毩

毲曚=-毼sin毩+毲cos{ 毩
(14灡2灡39)

毩是待定参数.此时

毼2 +毲2 =毼曚2 +毲曚2

灥
灥毼

=cos毩 灥
灥毼曚

-sin毩 灥
灥毲曚

灥
灥毲

=sin毩 灥
灥毼曚

+cos毩 灥
灥毲曚

灥2

灥毼灥毲
=cos毩sin毩 灥2

灥毼曚2 +(cos2毩-sin2毩) 灥2

灥毼曚灥毲曚
-sin毩cos毩 灥2

灥毲曚2暋暋暋暋

方程(14灡2灡38)

{

可化为

-淈2

[2
1
m1

+ 1
m( )2

cos2毩 灥2

灥毼曚2 -sin2毩 灥2

灥毼曚灥毲曚
+sin2毩 灥2

灥毲曚( )2

+ 1
m3

+ 1
m( )2

sin2毩 灥2

灥毼曚2 +sin2毩 灥2

灥毼曚灥毲曚
+cos2毩 灥2

灥毲曚( )2

- 1
m2

sin2毩 灥2

灥毼曚2 +2cos2毩 灥2

灥毼曚灥毲曚
-sin2毩 灥2

灥毲曚( ) ]2

+ k
2

(毼曚2 +毲曚2 })毞 =E毞 (14灡2灡40)

为了消去交叉项,即让 灥2

灥毼曚灥毲曚
的系数为零,要求

- 1
m1

+ 1
m( )2

sin2毩+ 1
m3

+ 1
m( )2

sin2毩- 2
m2

cos2毩=0

即

1
m3

+ 1
m( )1

sin2毩= 2
m2

cos2毩 (14灡2灡41)

亦即

tan2毩= 2m1m3

m2(m1 -m3)
(14灡2灡42)

这就是确定变换(14灡2灡39)中的参数毩的式子.(毼曚、毲曚)称为简正坐标
踿踿踿踿

(normalcoordinate).令

1
m1

+ 1
m( )2

cos2毩+ 1
m3

+ 1
m( )2

sin2毩- 1
m1

sin2毩= 1
A

1
m1

+ 1
m( )2

sin2毩+ 1
m3

+ 1
m( )2

cos2毩+ 1
m2

sin2毩= 1
B

(14灡2灡43)
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则方程(14灡2灡40)可以化为

-淈2

2A
灥2

灥毼曚2 + 1
2k毼曚( )2 + -淈2

2B
灥2

灥毲曚2 + k
2毲曚( )[ ]2 毞 =E毞 (14灡2灡44)

此时方程就可以分离变量了.令

毞 =f(毼曚)g(毲曚) (14灡2灡45)

则

-淈2

2A
d2

d毼曚2 + k
2毼曚( )2 f(毼曚)=EAf(毼曚)

-淈2

2B
d2

d毲曚2 + k
2毲曚( )2 g(毲曚)=EBg(毲曚)

(14灡2灡46)

其中

EA +EB =E (14灡2灡47)

方程(14灡2灡46)是简谐振子的能量本征方程,其解是已知的,即

EA = nA +( )1
2 淈氊A暋暋nA =0,1,2,…,暋氊A = k/A

EB = nB +( )1
2 淈氊B暋暋nB =0,1,2,…,暋氊B = k/B

(14灡2灡48)

其中A、B由式(14灡2灡43)给出[毩由式(14灡2灡42)确定].这样我们就求出了三原子直线分子的两

种振动频率.
对于 梾梾O 梾梾C O分子,m1=m3,按式(14灡2灡41),得cos2毩=0,即毩=毿/4.代入式(14灡2灡43)

可求出

A =m1,暋暋B=m1m2/(2m1 +m2) (14灡2灡49)

因而

氊A = k/m1

氊B = k(2m1 +m2)/m1m2 =氊A 1+2m1/m2

(14灡2灡50)

这结果与经典力学计算值相同栙.

图14灡5

A 型振动的角频率氊A 与碳原子质量m2 无关,它描述的是两个氧原子的对称振动,碳原子
踿踿踿

保持不动
踿踿踿踿

(在质心系中),如图14灡5(a).这可以从分子的振动的基态波函数看出,因为

毞0(毼曚,毲曚)曍exp -A氊A

2淈毼曚( )2 ·exp -B氊B

2淈毲曚( )2 (14灡2灡51)

A 型振动的平衡点在毼曚=0处,即毼+毲=0处,或
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x3 -x1 -2a=0 (14灡2灡52)

即两个氧原子的距离保持在
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿x3-x1=2a附近振动

踿踿踿踿.
B型振动的平衡点在毲曚=0处,即-毼+毲=0处,或

x3 +x1 -2x2 =0
即

x2 = 1
2

(x1 +x3) (14灡2灡53)

碳原子保持在两个氧原子的中点附近
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,是反对称振动
踿踿踿踿踿踿

,如图14灡5(b).

14灡3暋氢分子离子与氢分子

氢分子 H2 是最简单的中性分子,氢分子离子 H+
2 则更简单.氢分子与氢分子

离子的原子核的组成相同,但 H2 含有两个电子,而 H+
2 则只含有一个电子,所以

H2 的结构比 H+
2 复杂一些,(图14灡6).但它们的理论处理,有相似之处,所以把它

们结合起来分析.

图14灡6

H2 分子稳定存在于自然界中,而 H+
2 则很活泼,很容易与一个电子结合而形成

H2,并释放能量

H+
2 +e-曻 H2 +354kcal/mol

H+
2 的存在是从它的光谱得以证实的.H+

2 也可以吸收能量而离解,

H+
2 +61kcal/mol曻 H+H+

即离解能为61kcal/mol,或每一个 H+
2 离子的离解能为D=2灡65eV.

按Born灢Oppenheimer近似,在讨论电子运动时,原子核的相对距离R 视为参

量(而不是动力学变量),H+
2 的 Hamilton量(未计及电子自旋)表示为(采用原子

单位e=淈=me=1).

H =He+1
R暋暋暋 (14灡3灡1)

He =-1
2

殼

2-1
ra

-1
rb

1/R 为两个原子核之间的Coulomb排斥能,He 为电子的 Hamilton量.H2 分子的

Hamilton量可以表示成
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H =He+1
R暋暋暋暋暋暋暋暋暋 (14灡3灡2)

He =-1
2

(

殼

2
1+

殼

2
2)+ 1

r12
- 1

ra1
+ 1
ra2

+ 1
rb1

+ 1
rb

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

He 为两个电子的 Hamilton量.
从 Heitler灢London的氢分子结构的量子力学理论栙开始而发展起来的化学键

的量子理论,是应用量子力学取得的一项很重要的成果.在量子力学提出以前,化
学与物理学被视为互不相干的两门学科.从原子的电子壳结构的量子理论对于化

学元素周期律的阐明,以及化学键的量子理论的建立,人们逐步认识到化学与物理

学之间的密切关系.这种联系目前已进一步延伸到生物分子结构的研究.

14灡3灡1暋氢分子离子

氢分子离子的能量本征方程为

He氉= -1
2

殼

2-1
ra

-1
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

b
氉= E-1æ

è
ç

ö

ø
÷

R 氉 (14灡3灡3)

E 为 H+
2 能量,(E-1/R)为电子能量.He 所描述的是单电子在双中心势中的

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
运动
踿踿.

下面用变分法来求 H+
2 的基态

踿踿
波函数,由于 He 与自旋无关,以下只考虑波函

数的空间部分.从物理上考虑,H+
2 中的电子分别受到两个全同的原子核的 Cou灢

lomb引力场的影响,因此容易想到把它的波函数表示成如下叠加:

氉=ca氉a +cb氉b (14灡3灡4)

氉a =毸3/2

毿
e-毸ra,暋氉b =毸3/2

毿
e-毸rb

氉a、氉b 为归一化的类氢原子波函数,毸作为变分参数,毸依赖于R.当毸=1,即氢原子

基态波函数.可以想到,在 H+
2 中,由于另一个原子核的存在

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,毸应略大于

踿踿踿踿1.由于电

子感受到的势场对于两个全同核的联线的中点 M 具有反射不变性
踿踿踿踿踿

(或者说,对于

氢原子核,a炣b交换是对称的),因此电子状态可以按电子的反射对称性来分类
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

对于偶宇称ca=cb,对于奇宇称,ca=-cb.因此单电子的试探波函数可表示为

氉暲=c暲 (氉a 暲氉b) (14灡3灡5)
由归一化条件可得

c2
暲 (2暲2T)=1

不妨取c暲 为实

c暲= (2暲2T)-1/2 (14灡3灡6)
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其中

T= (氉a,氉b) (14灡3灡7)
是氉a 与氉b 的重叠(overlap)积分.不必具体计算,从物理上考虑就可以看出,当R
曻0时,T=1,而R曻曓时,T=0,[参见式(14灡3灡10)].

利用试探波函数(14灡3灡5),可求出能量平均值,分别为

E暲-1
R = (氉暲,He氉暲)=

暣a He a暤暲暣b He a暤
1暲T

(14灡3灡8)

这里利用了暣a He a暤=暣b He b暤,暣a He b暤=暣b He a暤.经过计算后(见本节

末附录)可得

E暲= 1
R -1

2毸
2+毸(毸-1)-K暲(毸-2)E

1暲T
(14灡3灡9)

上式中3个积分分别为

T=毸3

毿曇d氂e-毸(ra+rb)
= 1+毸R+1

3毸
2Ræ

è
ç

ö

ø
÷

2 e-毸R (14灡3灡10)

K=曇d氂氉2
a/rb =曇d氂氉2

b/ra =毸3

毿曇d氂e-2毸氂a

rb
= 1

R
[1-(1+毸R)e2毸R](14灡3灡11)

E=曇氉a氉b

ra
d氂=曇氉a氉b

rb
d氂=毸3

毿曇d氂e-毸(ra+rb)

rb
=毸(1+毸R)e-毸R (14灡3灡12)

式(14灡3灡4)中的变分参数毸由下式确定

灥E暲

灥毸 =0 (14灡3灡13)

注意:毸值还与参数R有关.所得结果E暲(R)作为参数R的函数,见图14灡7.栙

图14灡7暋氢分子离子

当R烅1时(两个原子核离开很远),毸曻
1,重叠积分T曻0,交换积分E曻0,而(-K)曍

-1æ

è
ç

ö

ø
÷

R
,表示一个原子核对电子的 Coulomb

吸引能.当R烅1时

E暲曻-1
2

(14灡3灡14)

由图14灡7可以看出,E- (R)随R 单调下降,
无极小点,所以不能形成束缚态分子

踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这可以

从波函数氉- 曋(氉a-氉b)对a炣b交换的反对

称性(或对M 点反射是奇宇称态,在M 点氉- =0)来理解,它表现为两个原子核之
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

间具有排斥力
踿踿踿踿踿踿.

·784·
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与此相反,E+ (R)灢R 曲线呈现一个极小点,因此可以形成束缚态
踿踿踿踿踿踿踿 H+

2 .在物理

图像上可如下理解:由于氉+ 态对于两个原子核的交换
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,(a炣b)是对称的
踿踿踿踿

,电子在
踿踿踿a

核和
踿踿b核连线的中点

踿踿踿踿踿踿M 处有较大的几率分布
踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,形成负电荷云
踿踿踿踿踿踿.它分别对带正电的

踿踿踿踿踿踿踿踿a
核和
踿踿b核有吸引作用

踿踿踿踿踿踿
,并达到平衡
踿踿踿踿踿.E- (R)的极小点出现在R=R0=2灡08(原子单

位)=1灡10痄处,此即 H+
2 的键长

踿踿
,其实验值为1灡06痄.按数字计算结果,在R0 邻

域,E+ (R)可表示为

E+=-0灡5866+0灡0380(R-2灡08)2 (14灡3灡15)
利用它可以计算 H+

2 的离解能(如图14灡7中所示).注意:这里需要扣除 H+
2 离子

振动的零点能1
2淈氊0,氊0 由下式定出:

1
2毺氊2

0 =0灡0380,暋毺= 1
2mp(mp 是质子质量) (14灡3灡16)

由此得出淈氊0=0灡00913=0灡248eV.最后计算出 H+
2 离解能为

D = 0灡5866-1
2淈氊0-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =0灡082=2灡24eV

与观测值2灡56eV大致相近.
附录暋积分K、T和E的计算

利用公式

殼

2f(r)=1
r

d2

dr2(rf),由式(14灡3灡1)与(14灡3灡3)可求得

He氉a = -毸2

2 +毸-1
ra

- 1
r( )b

氉a (14灡3灡17)

因此

暣a He a暤=毸3

毿曇d氂e-2毸ra -毸2

2 +毸-1
ra

- 1
r( )b

=-毸2

2 +毸(毸-1)-K暋 (14灡3灡18)

暣b He a暤=毸3

毿曇d氂e-毸(ra+rb)
-毸2

2 +毸-1
ra

- 1
r( )b

=-毸3

2T+(毸-2)E暋 (14灡3灡19)

其中T、K、E分别如式(14灡3灡10)、(14灡3灡11)、(14灡3灡12)所示.积分K较易计算.利用

1
rb

= 1
ra -R =

1
R暺

曓

l=0

ra( )R
l

Pl(cos毴),暋ra <R

1
ra 暺

曓

l=0

R
r( )a

l

Pl(cos毴),暋ra >

ì

î

í

ï
ï

ïï R

(14灡3灡20)

代入式(14灡3灡11)的积分,只有l=0项对积分有贡献,积分后即得式(14灡3灡11)右边的结果.
积分T与E的计算,要利用旋转椭球坐标系毼、毲、氄,它的焦点在两个原子核a和b上,氄角是

绕分子对称轴(ab联线)的转角.

毼= 1
R

(ra +rb),暋毲= 1
R

(ra -rb)

1曑毼曑 曓,暋-1曑毲曑+1,暋0曑氄<2毿
(14灡3灡21)

其逆表示式为

ra = R
2

(毼+毲),暋rb = R
2

(毼-毲) (14灡3灡22)
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体积元为

d氂= R( )2
3
(毼2 -毲2)d毼d毲d氄

经坐标变换后,可以计算出T和E,如式(14灡3灡10)和(14灡3灡12)右边的结果.

14灡3灡2暋氢分子

以下用变分法来求 H2 分子的基态能量和波函数.考虑到当R 很大时,H2 的

基态波函数可以近似表示成两个氢原子基态波函数的乘积,两个电子都处于1s
态.为计及另一个原子核和电子的影响,与处理 H+

2 类似,单电子波函数不妨取为

氉(r)=毸3/2

毿
e-毸r (14灡3灡23)

毸作为变分参数,相当于电子受到的有效核电荷(对于氢原子,毸=1).对于氢分子,

1<毸<2.但考虑到氢分子中另一个电子的影响,其毸值应比氢分子离子 H+
2 的变

分法处理中得出的毸值(毸=1灡236)略小一些.
计及两个电子波函数的交换对称性,H2 分子的基态的试探波函数[见图14灡6(b)]

可以取为(未归一化)

毞+ (1,2)=毤0(1,2)氈0(s1z,s2z)暋暋

毞- (1,2)=毤1(1,2)氈1(s1z,s2z) (14灡3灡24)

毤0(1,2)= [氉(ra1)氉(rb2)+氉(ra2)氉(rb1)]

毤1(1,2)= [氉(ra1)氉(rb2)-氉(ra2)氉(rb1)] (14灡3灡25)

其中氈0 和氈1 分别是两个电子的自旋单态(S=0,两个电子的自旋“反平行暠)和三

重态(S=1,自旋“平行暠).毞+ (1,2)的空间波函数毤0(1,2)对于两个电子空间坐标

是交换对称的,两个电子在空间彼此靠近的概率较大(即处于两个原子核之间的概

率较大,形成负电荷云.借助于它们对两个原子核的Coulomb吸引力,可以形成稳

定的束缚态.
利用式(14灡3灡2),可以计算出 H2 分子的能量(详细计算见后面的附录)

E暲 (毸)= 1
R +(毞暲,He毞暲) (14灡3灡26)

参数毸由下式给出

灥
灥毸E暲=0 (14灡3灡27)

注意,毸依赖于R.经过计算可以求出E暲 (毸)随R 的变化,如图14灡8所示.
计算给出,E+ 在毸=1灡166,氀=1灡70处有极小点.此处R=R0=1灡458(原子单

位)=0灡77暳10-10m,而E+ (R0)=-1灡139(原子单位).H2 分子的键长的实验值

为0灡742暳10-10m,比这个计算值R0 略小.当R曻曓时(即 H2 分子解体)H2 变成

两个中性氢原子,均处于1s轨道,它们的能量和为2暳(-1/2)=-1(原子单位).
因此,H2 分子的离解能的计算值为
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D =-1- -1灡139+1
2淈氊æ

è
ç

ö

ø
÷0 =0灡139+1

2淈氊0

其中1
2淈氊0 为零点振动能,可以根据E+ (R)计算曲线[在R=R0 邻域,用抛物线

近]来近似估算.其结果为1
2淈氊0曋0灡010(原子单位)=0灡27eV.此结果与 H2 分子

振动谱的实验观测定出的淈氊0曋0灡54eV 相近.这样,可以计算出D曋0灡129(原子

单位)=3灡54eV,约为实验值D=4灡45eV 的80%.若采用更细致的含有较多参数

的试探波函数,计算结果将更接近于实验值.

图14灡8暋氢分子

附录

以空间对称波函数毞+ 为例,计算氢分子的能量平均值.
首先,类氢原子(有效电荷为毸)的1s态波函数(14灡3灡23)满足的能量本征方程为(取原子

单位)

- 1
2

殼

2- 毸( )r 氉(r)=-毸2

2氉(r) (14灡3灡28)

对于电子1,上式中r曻ra1或rb1,

殼

2曻

殼

2
1,而对于电子2,则r曻ra2或rb2,

殼

2曻

殼

2
2.这样,用氢分

子 H2 的 Hamilton量(14灡3灡2)对波函数毞+ (1,2)[见式(14灡3灡24)]运算后,可得出

H毞+=F(ra1)氉(rb2)+氉(ra1)F(rb2)+F(rb1)氉(ra2)+氉(rb1)F(ra2)

暋+ 1
r12

- 1
rb1

- 1
ra2

+ 1( )R 氉(ra1)氉(rb2)+ 1
r12

- 1
ra1

- 1
rb2

+ 1( )R 氉(ra2)氉(rb1)

=E+ 氉(ra1)氉(rb2)+氉(ra2)氉(rb1[ ]) (14灡3灡29)
上式中

F(r)= - 1
2毸2 -毸-1( )r 氉(r) (14灡3灡30)

用氉(ra1)氉(rb2)左乘(14灡3灡29)式,积分犽d氂1d氂2,可得出

2(A+A曚T)-2(K+ET)+(K曚+E曚)= E+- 1( )R
(1+T2) (14灡3灡31)
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即

E+= 1
R +2(A+A曚T)

1+T2 -2(K+ET氄)-(K曚+E曚)
1+T2 (14灡3灡32)

上式中出现了7个积分,其中T、K、E三个积分已在前面式(14灡3灡10~12)中给出.引进无量纲参

量氀=毸R,对于氢分子(参见图14.6(b))

T=曇d氂1氉* (ra1)氉(rb1)=毸3

毿曇d氂1exp[-毸(ra1 +rb1)]= 1+氀+ 1
3氀( )2 exp(-氀)暋

暋(14灡3灡33)

K=曇d氂1 氉(ra1)2/rb1 =毸3

毿曇d氂1
1
rb1

exp(-2毸ra1)= 毸
氀

[1-(1+氀)exp(-2氀)]暋

暋(14灡3灡34)

E=曇d氂1氉* (ra1)氉(rb1)/ra1 =毸3

毿曇d氂1
1
ra1

exp[-毸(ra1 +rb1)]

=毸(1+氀)exp(-氀)=毸 T(氀)- 1
3氀2exp(-氀[ ]) (14灡3灡35)

另外三个积分为

A=曇d氂1氉* (ra1)F(ra1)=曇d氂1 氉(ra1)2 - 1
2毸2 +毸-1

ra( )1

=毸3

毿曇d氂1exp(-2毸ra1)- 1
2毸2 +毸-1

ra( )1
=-毸3

2 +毸(毸-1) (14灡3灡36)

A曚=曇d氂1氉* (ra1)F(rb1)=曇d氂1氉* (ra1)- 1
2

殼

2
1- 1

rb( )1
氉(rb1)=- 1

2毸2T+(毸-1)E暋

(14灡3灡37)

K曚=犽d氂1d氂2 氉(ra1)2 氉(rb2)2/r12 = 毸3

( )毿
2

曇d氂1exp(-2毸ra1)曇d氂2exp(-2毸rb2)/r12

=毸1
氀

1- 1+11
8氀+ 3

4氀2 + 1
6氀( )3 exp(-2氀[ ]) (14灡3灡38)

(计算K曚时,先对氂2 积分,取球坐标系,原点取在b点,极轴为b1,然后积分氂1).
最后还剩下一个积分E曚,

E曚=犽d氂1d氂2氉* (ra1)氉(rb1)氉* (rb2)氉(ra2)/r12 (14灡3灡39)

是不能用初等函数表示出来的.经计算后栙,可以表示成

E曚=毸 5
8 -23

20氀- 3
5氀2 - 1

15氀( )3 exp(-2氀)+ 6
5

氄(氀)
[ ]氀

(14灡3灡40)

其中

氄(氀)= [T(氀)]2(ln氀+C)-[T(-氀)]2E1(4氀)+2[T(氀)][T(-氀)]E1(2氀)(14灡3灡41)

上式中C=0灡57722(Euler数),而

E1(氀)=曇
曓

氀

1
texp(-t)dt (14灡3灡42)

以下讨论这些积分的物理意义.

·194·
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(1)T=曇d氂氉(ra1)氉(rb1)是一个电子的两个波函数氉(ra1)和氉(rb1)的重叠积分
踿踿踿踿

(overlapintegral).

当两个原子核a和b距离R很远时(R烅1),T~0.反之,若两个原子核重合(R=0),则T=1.在一般情

况下,0<T<1.
(2)K,K曚和A.这三个积分与T无关,有经典对应

踿踿踿踿.

-K=-曇d氂1 氉(ra1)2/rb1 ,表示一个电子的电荷分布密度(- 氉(ra1)2)与另一个核的

Coulomb吸引能.当R烅1时,(-K)~(-1/R).当R曻曓,-K曻0.

K曚=犽d氂1d氂2 氉(ra1)2 氉(rb2)2/r12 表示两个原子中的电荷密度分布(- 氉(ra1)2)和

(- 氉(rb2)2)之间的Coulomb排斥能.当R曻曓,K曚~1/R曻0.
当R曻曓时,毸曻1,A曻-1/2(氢原子的基态能量).A 可以看成在 H2 分子中的一个原子的

基态能量.在实际的 H2 分子中,由于另一个原子的存在,毸不再是1.对于 H2 分子基态,毸=
1灡166,计算给出A=-0灡487.

(3)E,E曚和A曚.它们无经典对应
踿踿踿踿踿

,纯属量子效应
踿踿踿踿踿踿

,是两个电子波函数的交换对称性所引起
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

的.当R曻曓,这几个积分都趋于0.因为在此极限下,两个电子各自定域于所在的原子中,彼此

可以分辨,因而两个电子波函数的交换对称性就不必考虑了.交换积分随之趋于0.

14灡3灡3暋化学键的量子力学定性描述

在量子力学提出之前,化学家已经在实验上发现了分子结构的许多规律.但在

经典物理学框架内,不仅不能对分子结构作定量的计算,甚至对这些经验规律及分

子结构,也不能给出令人信服的定性解释.例如,为什么仅仅是两个氢原子而不是

三个、四个,或更多的氢原子组成一个稳定的氢分子? 为什么氦以及其他惰性气体

以单原子分子的形式非常稳定地存在于自然界中? …….量子力学的重要成就之

一是对分子结构提供了一个正确的理论诠释,并在原则上能对它进行定量计算.现
今,对于分子结构的定性描述和理解,量子力学的语言和概念已是必不可少的

了栙.近年来,由于计算机技术的进步,甚至对某些高分子的结构也能进行量子力

学的计算,并取得了不少积极的成果.以下我们对这方面的工作做定性的初步介

绍.更详细的阐述,见量子化学专著.

1灡 离子键与共价键

为了描述分子的结构,化学家曾经唯象地引进了化学键的概念.分子的化学

键,可以分为离子键
踿踿踿

(ionicbond)与共价键
踿踿踿

(covalentbond)两类.例如,Na+灢Cl-

(氯化钠蒸气分子)就是靠离子键结合起来的.Na原子的金属性很强,易于失去一

个外层价电子而形成 Na+ .而Cl原子的非金属性很强,易于得到一个电子而形成

Cl- .Na+ 与Cl- 的电子壳都是满壳,很稳定.Na+ 与Cl- 可以靠Coulomb引力而联系

在一起.但当Na+ 与Cl- 可以很靠近时,它们的电子云将发生显著的重叠,就呈现强
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烈的排斥作用.[其根本原因在于Pauli原理.按照Fermi气体模型,Fermi气体的

平均能量曍(电子云密度)3/2,见14灡4节式(14灡4灡10)与(14灡4灡13).当电子云密度

增大时,能量将增大.这相当于有强烈的排斥作用.]离子之间的 Coulomb引力与
踿踿踿

这种排斥力达到平衡时
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,两个离子的距离就是离子键的键长
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

共价键与离子键不同栙.例如,氢分子就是靠共价键结合起来的.在共价键结

合中,原子之间没有电子转移
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,两个原子各自贡献一个电子
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,形成共价键
踿踿踿踿踿

,两个电子
踿踿踿踿

是两个原子所公有的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.共价键的量子理论,是根据 Heitler灢London的氢分子理论

逐步发展起来的.按照前面的计算及图14灡8可以看出,尽管氢分子是由两个中性

的原子组成,但它的确存在一个稳定的束缚态.它的两个电子的波函数的自旋部分
踿踿踿踿踿踿踿踿

是反对
踿踿踿

称的(S=0,自旋“反平行
踿踿踿

暠,见图14灡8),而空间部分波函数则是对称的.因
此,两个电子在空间能够彼此靠近,即在两个原子核之间的空间区域中

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,形成密度
踿踿踿踿

较大的
踿踿踿

“电子云
踿踿踿

暠,它同两个原子核都有较强的吸引力
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,从而把两个原子结合在一
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

起
踿.这种为两个原子公有的

踿踿踿踿踿踿踿
、自旋取向反平行的配对电子结构
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,就形成共价键
踿踿踿踿踿踿.

与此相反,若两个原子中的电子的自旋平行(S=1,三重态),则空间部分波函

数必定是反对称的,两个电子不能靠近.从图14灡8也可看出,在此情况下分子的能

量E- 随R 增大而减小,即表现为排斥力,所以不能构成束缚态.
共价键的特征在于它的饱和性

踿踿踿
与方向性

踿踿踿.
饱和性
踿踿踿

是指一个原子只能提供一定数目的共价键.这取决于该原子中未配对

的电子的数目.例如,氢原子只有一个1s电子,氢分子中的两个氢原子各提供一个

未配对的电子,形成一个共价(单)键,记为 H灢H 或 H暶H .又例如(Li)2(锂分子气

体)中的锂原子,虽然有三个电子,但有两电子已经配对(1s)2,形成满壳,未配对的

电子只有一个(2s)1 电子.见图14灡9(b),当两个 Li原子中的2s电子的自旋反平

行时,也能形成一个共价键,构成稳定的(Li)2 分子(气体).
由于电子的自旋为1/2,在分子中两个电子配对之后,就不能再与第三个电子

配对.例如,氢分子中两个电子已经配对(自旋反平行),若有第三个氢原子接近它,
是不能形成 H3 分子的.因为第三个氢原子中的电子的自旋总是会与已形成 H2 的

两个电子中之一的自旋相平行,因而会被排斥开,这就是共价键的饱和性的根源.
又例如氦原子[图14灡9(a)],其电子组态为(1s)2,两电子已经配对,不能再与别的

原子中的未配对电子去配对,即不能提供共价键,所以在自然界中,氦以单原子分

子(而不是以化合物分子)的形式非常稳定地存在.
方向性
踿踿踿

是指原子提供的共价键有一定的方向.对于多键分子
踿踿踿踿

,各共价键之间的
踿踿踿踿踿踿踿
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栙 共价键结构中的电子虽然为两个原子公有,但共价键仍可分为极性键与非极性键.靠极性键结合起

来的分子的正电荷中心与负电荷中心不重合.例如,HCl(蒸气分子)是靠共价键结合起来的(H 提供一个1s
电子与Cl提供的未配对的3p电子相配对),Cl负电性较强,H 正电性较强,但是还不能算是离子键.当然,极
性很强的共价键与离子键之间并无严格的分界线.



相对取向决定分子的结构图形
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.根据计算,共价键的强弱取决于形成共价键的两个

电子的电子云的密度分布和重叠程度.一个原子提供的共价键的方向总是沿着价

电子的波函数强度最大的方向.例如,p轨道中的3个px,py,pz 价电子的电子云呈

哑铃状,共价键的方向将沿着x,y和z轴方向(见9灡5节,图9灡8).

图14灡9暋原子中的电子组态(Configuration)

例如,在水分子(H2O)中,O原子有两个未配对的2p电子(图14灡9(d)),如果

简单地认为一个在px 轨道,一个在py 轨道,于是两个 H 原子的电子(都在1s轨

道,是球对称的)将沿x轴与y 轴方向接近 O原子,形成两条共价键.按这种简单

的考虑,两条键的夹角应为90曘,但实验测得键角为104曘27曚(图14灡10)栙,两者相差

14曘27曚.即使考虑两个 H 原子的电子云的排斥,计算表明,角度大约可增加5曘,还不

足以解释实验.类似的情况存在于 NH3 分子中,N 原子的电子组态为(1s)2(2s)2

(2p)3,见图14灡9(c).NH3 的三条键中任何两条键之间的夹角似乎也应为90曘,但
实验观测值为106曘46曚(见图14灡11).解释这个矛盾的较为流行的理论是所谓轨道

“杂化
踿踿

暠栚(hybridization),即电子轨道(状态)的某种混合.

图14灡10暋水分子 H2O的键角
暋暋

图14灡11暋NH3 分子的键结构
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栚

J.March,AdvancedOrganicChemistry,2nded.,p.10(1977).
参阅Cohen灢Tannoudji,etal.,QuantumMechanics,Vol.1,p.841~855.



2灡 轨道杂化

先以甲烷(methane,CH4)为例.CH4 分子中 C原子提供了四个未配对的电

子,与四个 H 原子中的电子配对.通常认为 C原子中电子的组态为(1s)2(2s)2

(2p)2,其中(1s)2 与(2s)2 分别都为满壳结构,所以只有两个未配对的电子(2p)2.
这是基于纯Coulomb场(氢原子)的能级分布,2p与2s能级是简并的,而且(1s)能
级与(2s)和(2p)能级相差很大,(1s)2 是一个理想的满壳.而实际分子中,原子核

的Coulomb场受到屏蔽效应,能级略低于2p能级,但(2s)能级与(2p)能级相当靠

近.(2s)2 并非理想的满壳结构(见9灡5节,图9灡7),因而2s态比较容易与三个2p
态(氉2px

,氉2py
,氉2pz

)进行线性叠加,形成新的单电子态,例如,假设这四个态的如下

等权重的叠加态(即完全杂化轨道)

氉a = 1
2

(氉2s+氉2px +氉2py +氉2pz
)

氉b = 1
2

(氉2s+氉2px -氉2py -氉2pz
)

氉c = 1
2

(氉2s-氉2px +氉2py -氉2pz
)

氉d = 1
2

(氉2s-氉2px -氉2py +氉2pz
)

(14灡3灡43)

这4个量子态(杂化轨道)的“电子云暠的分布集中在Oa,Ob,Oc 和Od 四个方向(见
图14灡12).这样形成的四条键从C原子(处于正四面体中心)出发,伸向四个顶角.

两条键的夹角为毴=2arcsin 2/3=109曘28曚.由于电子之间的相互作用,叠加态(杂
化轨道)反而更稳定.

图14灡12暋CH4 的键角

根据上述轨道杂化图像,也可以较好地解释水分子的键角.H2O分子中 O原

子有8个电子[见图14灡9(d)],满壳电子(1s)2 不参与化学作用,其余6个电子组
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态(不计及杂化)为(2s)2(2p)4=2(s)2(2p)-2.计及轨道杂化后,形成氉a、氉b、氉c、氉d

四个轨道,每个轨道上可容纳两个电子.例如,有两个电子处于氉c,两个电子处于

氉d,另外一个电子处于氉a 与 H 原子中的电子形成自旋单态,构成一条键,另外一

个电子处于氉b,与另一个 H 原子中的电子形成自旋单态,也构成一条键.按图

14灡12所示,两键夹角毴=109曘28曚,比实验观测值104曘27曚略大.实际 H2O分子的电

子态介于完全杂化[见式(14灡3灡43)]与不杂化组态(2s)2(sp)4 之间,原因是2s能

级略低于2p能级,在2s与2p轨道杂化时,各态的权重会稍有差别
踿踿踿踿踿踿踿

,使杂化态中有

3个更接近于p轨道,有一个更接近s轨道,而两个 H 原子中的电子则与第一种轨

道(更接近于p轨道)上的电子组成键,因此键用介于90曘与109曘28曚之间.按类似的

论据可以说明 NH3 的键角(见图14灡11).

3灡 水分子的氢键

按上述水分子 H2O 的构形,可以解释自然界中观察到的氢键(hydrogen
bond).水分子中共有10个电子,其中(1s)2 为理想满壳结构,激发被冻结.剩下的

8个电子,粗糙看来,可以认为是填布在4个杂化轨道氉a、氉b、氉c 和氉d 上.于是O原

子好像伸出4只带负电的手臂,形成四面体结构.两个 H 原子核(原子)则靠Cou灢
lomb吸引力而维系在其中两条臂的顶部.在液态水中,当两个 H2O分子靠近时,
一个水分子中的质子与另一个水分子中的负电臂结合,就形成氢键(hydrogen
bond),见图14灡13,结合能约为0灡2eV,比较微弱.这样,每一个水分子均可借助氢

键与另外4个水分子束缚在一起,形成有四面体结构的大水分子集团(cluster)H2n

On.由此可以说明液态水的黏滞性(viscosity)随温度的变化.当温度较低时,大水

分子集团结构使水流动困难,黏滞性较大.但当水温升高,热运动将破坏氢键,使大

分子集团减少,因而黏滞性减小.此外,水溶性物质分子之所以能溶于水,是由于水

分子可以使物质分子离散,并与水分子形成氢键.(物质分子与水分子附着在一起,
比它们自己附着在一起的能量要低一些.)反之,如物质分子不能与水分子附着而

形成氢键,则不溶于水,例如,油.

图14灡13暋水分子之间的氢键

在氢键中 H 离开两个 H2O分子中的 O原子的间距分别约为1灡8痄和1痄.
参见 G.Baym,LecturesonQuantum Mechanics(1978),p.494.
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14灡4暋Fermi气体模型

自然界中广泛碰到自旋为1/2的同类粒子组成的多体系.例如,金属中的导电

电子组成的多粒子系,重原子中的电子系,原子核中的质子系和中子系,中子星等.
Fermi气体模型把它们看成为在一定空间中的无相互作用的 Fermi子组成的集

合,在这里 Pauli原理起了重要的作用
踿踿踿踿踿踿踿踿踿.虽然这个模型是很粗糙的,但对于粗略地

描述体系的粗块性质(bulkproperties)还是很有用的.(所谓粗块性质,是指体系的

大多数粒子都参与贡献的那些性质.)

14灡4灡1暋金属中的电子气

作为一粗糙的近似,金属中的导电电子可以看成限制在金属导体内部做自由

运动的电子气.为简单起见,考虑边长为L 的方块金属.按3灡2节的计算,电子能

级由下列公式给出:

E= 淈2

2m
(k2

x +k2
y +k2

z)

kx =毿nx

L
,暋ky =毿ny

L
,暋kz =毿nz

L
,暋nx,ny,nz =1,2,3,…暋 (14灡4灡1)

即

E= 毿2淈2

2mL2(n2
x +n2

y +n2
z) (14灡4灡2)

考虑到电子的自旋态,每一个空间量子态(nx,ny,nz)上可以容纳两个电子.设想以

(nx,ny,nz)为坐标的三维空间,每一组正整数(nx,ny,nz)对应于该空间的第一象

限中的一点.从坐标原点引向(nx,ny,nz)点的距离为n,而
n2 =n2

x +n2
y +n2

z (14灡4灡3)
以原点为球心,半径在(n,n+dn)之间的球壳在第一象限中的体积为

1
84毿n2dn= 毿

2n2dn

每单位体积中有一个格点(用一组正整数nx,ny,nz 刻画),因而对应有两个量子态

(计及电子自旋).因此在(n,n+dn)范围中的量子态数目,即可容纳的电子数,为
dN =毿n2dn (14灡4灡4)

以上的分析,基于下述考虑:即金属中自由电子的数目N 很大,它的变化可近似看

成连续的.式(14灡4灡2)改写成

E= 毿2淈2

2mL2n2 (14灡4灡5)

所以

dE=毿2淈2

mL2ndn
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因而

dN =毿n2mL2

毿2淈2
1
ndE

再利用式(14灡4灡5),可求出电子气的量子态密度随能量的分布为

dN
dE =mL2

毿2淈3 2mE 曍m3/2L3 E (14灡4灡6)

暋暋设电子气处于基态,即电子从最低的能级开始填充,在不违反Pauli原理的原

则下一直填充到能级Ef.能量高于Ef 的能级是空着的,而低于Ef 的能级则完全

被填满.Ef 称为Fermi能量.设电子气的电子总数为N,则

N = 2m·mL3

毿2淈3曇
Ef

0
EdE= L3

3毿2淈3(2mEf)3/2 (14灡4灡7)

令

pf =淈kf = 2mEf (14灡4灡8)

pf 称为Fermi动量.由式(14灡4灡7)可求出电子气在空间的密度(令L3=毟)

氀= N
毟 = 1

3毿2

2mEf

淈
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

3/2

= 1
3毿2k3

f (14灡4灡9)

式(14灡4灡9)还可改写成

Ef = 淈2

2m
(3毿2氀)2/3 = 淈2

2m
(3毿2N/毟)2/3 (14灡4灡10)

或

kf = (3毿2氀)1/3 = (3毿2N/毟)1/3

这是电子气的Fermi能量(动量)与电子气密度的关系.显然,氀愈大,则Ef 愈大.
在T曋0K(即不计及热运动的影响)的情况下,若以能量为横坐标,能级被电

子对填充的概率W 为纵坐标,其曲线如图14灡14中粗实线所示.这种能态分布的

电子气,称为完全简并Fermi气体.
利用式(14灡4灡9),电子气的态随能量分布的密度

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
可改写成

dN
dE = 毟

2毿2
2m
淈

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

3/2

E = 3
2

N
E3/2

f
E (14灡4灡11)

因此在Fermi面附近(E曋Ef),态密度为

dN
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

E Ef

= 3
2

N
Ef

(14灡4灡12)

暋暋按式(14灡4灡6)或(14灡4灡11),容易求出,对于完全简并Fermi气体,电子的平均

能量为

煀E =曇EdN曇dN =曇
Ef

0
E EdE曇

Ef

0
EdE= 3

5Ef (14灡4灡13)

暋暋讨论

(1曘)电子气的压强

设电子气的体积变化为d毟,需要外界对它作的功为dA,则电子气的压强P
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图14灡14暋Fermi气体的完全简并分布(实线)
在T曎0K 情况下,Fermi面下部分电子可以激发到 Fermi面以上的能级上去,如虚线所

示.例如,对于银块,它的质量密度为10灡5g/cm3,银原子质量为1灡80暳10-22g.每一个银

原子有一个导电电子.所以氀=(10灡5/1灡80暳10-22)cm-3=5灡85暳10-22cm-3

以此氀值代入式(14灡4灡10),得Ef=8灡80暳10-12erg=5灡55eV.
注意:对于常温导体(T曋300K),kT曋0灡026eV(k是Boltzmann常数),所以Ef烅kT.热运动

只引起电子气的能态分布与Fermi气体完全简并分布有微小的差异.(如图中虚线所示).

可如下定义

dA =-Pd毟 (14灡4灡14)
此时,电子气的内能增加dU=dA,因此

P =-dU
d毟

(14灡4灡15)

暋暋对于完全简并Fermi气体(T曋0K),有

U =N煀E = 3
5NEf (14灡4灡16)

所以

dU = 3
5NdEf

而按式(14灡4灡10),

lnEf = 常数-2
3ln毟

所以

dEf

Ef
=-2

3
d毟
毟

或

dEf

d毟 =-2
3

Ef

毟
(14灡4灡17)

因此,电子气的压强为

P =-dU
d毟 =-3

5NdEf

d毟 = 2
5NEf

毟 = 2
5氀Ef (14灡4灡18)

对于银块,用前面求出的氀与Ef 代入,得

P 曋2灡06暳1011dyne/cm2 ~20暳104atm
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暋暋(2曘)电子气的磁化率栙

在没有外加磁场的情况下,T曋0K的金属中的电子气在能级上的分布,是完全简并分布,

即E曑Ef 的能级都被电子对填满,而E>Ef 的能级则完全空着,见图14灡15.当加上外磁场时,

则部分电子将被拆散,自旋沿反磁场方向顺排,但由于 Pauli原理限制,被拆散的粒子对中的一

个,只能往Fermi面之上能级跳.

图14灡15

设有毻对电子被拆散,自旋沿反磁场方向顺推,电子气

能量将降低2毻毺B 毺=e淈
2mc

,Bohr( )磁子 .但另一方面,拆散

的电子对中的一个电子必须依次往 Fermi面之上能级的能

级填充,这 要 付 出 一 定 的 能 量.按 照 付 出 能 量 的 大 小 来

编序:

第1对(处于Ef 能级)拆散,需要能量 殼E0,

第2对(Ef 之下紧邻的能级)拆散,需要3殼E0,

第3对暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋拆散,需要5殼E0,
……

总起来,毻对电子被拆散后依次往上填充,电子气能量的将增加

[1+3+5+…+(2毻-1)]殼E0 =毻2殼E0

所以,由于磁场使得电子气能量的改变为

W =-2毻毺B+毻2殼E0 (14灡4灡19)

而达到平衡时,W 取极值,即

dW/d毻=0
由此可以定出

毻= 毺B
殼E0

此时,电子气能量的变化为

W =-毺2B2

殼E0
(14灡4灡20)

达到平衡后,如被拆散电子对的数目继续增加,反而不稳定.
在达到平衡时,电子气的总磁矩为

M =2毻毺=2毺2B
殼E0

(14灡4灡21)

可以看出,M=dW/dB.磁化率定义为

氈曉 M
毟B = 2毺2

毟殼E0
(14灡4灡22)

按照式(14灡4灡12),在Fermi面附近的能级间距约为(殼N=2)

殼E0 =4Ef

3N =4Ef

3氀毟
(14灡4灡23)
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用式(14灡4灡10)及(14灡4灡23)代入式(14灡4灡22),可得

氈= e2

4毿mc2
3氀( )毿

1/3
(14灡4灡24)

*14灡4灡2暋原子核的Fermi气体模型

原子核的液滴模型和Fermi气体模型是早期(20世纪30年代)提出的两种核模型,表面看

来,两种模型差异很大,但它们在定性描述原子核的粗块性质方面,都各自取得一定成功.后来

Mayer&Jensen(1949)提出的具有强自旋 轨道耦合的壳模型以及Bohr& Mottelson(1952)提
出的集体运动(转动和振动)模型,才为原子核结构理论奠定了可靠的基础,人们对于核结构才

有了较系统的了解.壳模型与Fermi气体模型有某些相似之处.它们都把原子核看成在某种公

共势场中运动的无相互作用的Fermi子体系.在壳层模型中,这个公共势场常采用谐振子势或

Woods灢Saxon势(球形或变形),并含有强自旋 轨道耦合.在 Fermi气体模型中,这个公共势场

则取为无限高势垒所包围的一个匣子.
从核子散射实验知道,核子之间有很强的短程相互作用,而壳模型和 Fermi气体模型在说

明原子核的低激发态性质上又都取得相当大成功,这是很令人感兴趣的理论问题.这在很大程

度上与Pauli原理和 Heisenberg不确定性原理以及核子之间的短程作用力的特点有密切的关
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

系
踿.Pauli原理与 Heisenberg不确定性原理都阻止核子在空间靠近

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.实验还表明,核子之间有很

强的排斥心,其半径rc曋0灡4fm.与原子相比,原子核这个体系似乎是很密集的.事实上不尽然.
实际原子核中,核子之间平均间隔曋2r0=2灡4fm,因此原子核的实际体积与最密集体积之比

约为栙

rc

2r( )
0

3

曋 1
100

(14灡4灡25)

所以核子之间的有效相互作用
踿踿踿踿踿踿

就弱得多了.它们彼此感受到的相互作用只是核力的较弱的
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

“尾
踿

巴
踿

暠部分
踿踿.此外,由于Pauli原理限制,核子(特别是在 Fermi面下深处的核子)之间碰撞时,很难

改变其量子态.除踿Fermi面附近的少数价核子外
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,大多数核子的激发实际上被冻结
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.有可靠的实

验证据表明,原子核内核子的平均自由程至少与核直径同数量级
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.这是对 Fermi气体模型和壳

模型的一个支持.
下面我们用Fermi气体模型来讨论原子核的一些粗块性质.首先估算一下 Fermi能量.按

照式(14灡4灡9),

N = 1
3毿2k3

f毟

毟为原子核体积.设原子核的中子数 N=质子数Z= 1
2A(质量数)(这只对很轻的毬稳定核成

立),则

A
2 = 毟

3毿2k3
f

·105·

栙 参阅 A.deShalit& H.Feshbach,TheoreticalNuclearPhysics,Vol.1,NuclearStructure(John
Wiley&Sons),chap.2,1974.A.Bohr&B.R.Mottelson,NuclearStructure,Vol.1,Single灢Particle
Motion,(Benjamin),1969.P.Ring&,P.Schuck,TheNuclearMany灢BodyProblem,(Springer灢Verlag,

1980).曾谨言、孙洪洲,《原子核结构理论》.上海科技出版社,1987.



因此,诸核子的空间分布密度

氀= A
毟 = 2

3毿2k3
f (14灡4灡26)

实验观测表明,在原子核中心附近,

氀曋0灡17核子/fm3 (14灡4灡27)
由此可以得出

kf 曋1灡36fm-1 (14灡4灡28)
而Fermi能量

Ef 曋淈2k2
f

2M 曋38MeV暋暋(M 是核子质量) (14灡4灡29)

按式(14灡4灡13),核子动能平均值

煀T = 3
5Ef 曋23MeV (14灡4灡30)

其次,我们来讨论一下原子核结合能.其定义为

B(Z,A)= [ZMp +NMn -M(A,Z)]c2 (14灡4灡31)

Mp、Mn、M(A,Z)分别表示质子、中子和原子核的质量.Weizs昡cker(1935)曾经给出原子核结合

能的一个半经验公式,

B(A,Z)=avA-asA2/3 -acZ2/A1/3 -asy(N-Z)2/A+Bp (14灡4灡32)

其中第一项与A 成线性关系,按核半径的A1/3律(R=r0A1/3),也就是它与核体积成比例,故称

为体能
踿踿

(volumeenergy).它反映核子之间作用有饱和性
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

,即在原子核内的一个核子最多只能与

一定数目(与A无关)的近邻核子作用.第二项为表面能
踿踿踿

(surfaceenergy).处于核表面的核子,相
邻的核子的数目相对说来要小一些,核子近邻之间作用未能充分发挥出来,所以处于表面的核

子对结合能的贡献要小一些,因此要从线性项中减去这一部分.第三项为Coulomb排斥能.若认

为核电荷Ze均匀分布于半径为R 的球内,则经典Coulomb能量为

Ec = 3
5

Z2e2

R 曍 Z2

A1/3 (14灡4灡33)

若考虑到质子波函数的交换对称性(反对称),Pauli原理倾向使质子彼此离开远一些,所以 Cou灢
lomb能比此估计值还要小一些.第五项Bp 是对能(pairingenergy),它反映实验观测到的结合

能的奇偶差,即偶偶核结合能较大,最稳定,奇A 核次之,而奇奇核最不稳定.第四项为对称能

(symmetryenergy),它完全是一种量子效应,无经典对应.它可以用 Fermi气体模型来定性说

明.令

Z= A
2

(1-毸),暋暋N = A
2

(1+毸) (14灡4灡34)

其中

毸=
(N-Z)

A
按Fermi气体模型,原子核基态能量为

2曇
Z/2

0
EdN+2曇

N/2

0
EdN

它与中子数 N=质子数Z=A
2

的体系的能量差为

殼E=-2曇
A/4

A(1-毸)/4
EdN+2曇

A(1+毸)/4

A/4
EdN (14灡4灡35)
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令

F(N)=曇
N

0
EdN

则

殼E=2 F A
4

(1+毸( ))-2F A( )4 +F A
4

(1-毸( )[ ])

曋2 A毸( )4
2 d2F

dN( )2
N=A/4

=A2毸2

8
dE
d( )N N=A/4

利用式(14灡4灡12),

dN
dE = 3

2
N
Ef

得

殼E=A2毸2

8
8Ef

3A =Ff

3
(N-Z)2

A 曋13
(N-Z)2

A MeV (14灡4灡36)

其形式与式(14灡4灡32)的第四项相同.但实验定出的参数asy曋23MeV.所以Fermi气体模型(未

计及核子剩余相互作用,只考虑了Pauli原理)只能说明大约一半的对称能.
下面按类似的精神来估算一下壳模型谐振子势

V(r)= 1
2M氊2r2 (14灡4灡37)

中的参数氊.按6灡3节式(6灡3灡19)的计算,各向同性谐振子势中粒子的能级

Ek = k+( )3
2 淈氊,暋暋k=0,1,2,… (14灡4灡38)

其简并度(见6灡3节,计及自旋态)

fk = (k+1)(k+2) (14灡4灡39)

因此,按照Pauli原理,从k=0壳一直填充满k=K 壳时,共有粒子(质子或中子)数

n(K)= 暺
K

k=0

(k+1)(k+2)= 1
3

(K+1)(K+2)(K+3) (14灡4灡40)

此外,按位力定理,处于k壳的粒子的r2 平均值满足

1
2M氊2暣r2暤k = 1

2Ek = 1
2 k+( )3

2 淈氊

所以

暣r2暤k = k+( )3
2

淈
M( )氊

(14灡4灡41)

当k=0到k=K 壳均已填满时,r2 平均值为

暣r2暤= 1
n(K)暺

K

k=0

(k+1)(k+2)k+( )3
2

淈
M氊 = 3

4
(K+2)淈

M氊
(14灡4灡42)

如假设原子核内中子数 N=质子数Z=A/2(这只对毬稳定的轻核近似成立),即

n(K)= 1
3

(K+1)(K+2)(K+3)= A
2

(14灡4灡43)

所以

(K+2)3 曋3A
2

,暋(K+2)曋 3A( )2
1/3

代入式(14灡4灡42),可求出
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暣r2暤曋 3
4

3A( )2
1/3 淈

M氊
因此

淈氊 = 3淈2

4M暣r2暤
3A( )2

1/3
(14灡4灡44)

暣r2暤称为原子核的方均根半径,通常引进等效的均匀分布半径

R= 5
3

暣r2暤 (14灡4灡45)

[注1]暋实际上,毬稳定核中,质子数Z曎中子数 N,式(14灡4灡44)中A/2应分别代之为Z或

N.为保证质子分布半径与中子分布半径相同,可得出淈氊p= 5淈2

4MR2(3Z)1/3,淈氊n= 5淈2

4MR2(3N)1/3,

氊p 和氊n 分别依赖于核内的质子数和中子数,而氊p/氊n=(Z/N)1/3.再利用Z1/3律,以及Z=(A/

2-Tz),N=(A/2+Tz),(Tz=(N-Z)/2是同位旋),

Z1/3 = A
2 -T( )z

1/3

曋A1/3

21/3 1-2Tz

3( )A =A1/3

21/3 1-N-Z
3( )A

N1/3 = A
2 +T( )z

1/3

曋A1/3

21/3 1+2Tz

3( )A =A1/3

21/3 1+N-Z
3( )A

从而得出

淈氊p,n =41灡0A-1/3 1熀N-Z
3( )A MeV

这是目前国际文献中常用的公式.(参见 A.Bohr,B.Motlelson,NuclearStructure,Vol.I,

p灡209.S.G.Nilsson,Mat.Fys.Medd.Dan.Vid.Selsk.32(1955),no.16.)
[注2]暋原子核电荷分布半径的A1/3律与Z1/3律.
在20世纪50年代,由于高能电子散射和毺原子 X射线谱技术的进步,原子核电荷半径的

测量技术有很大提高.在原子核教材中,基于核物质密度的不可压缩性,习惯上采用A1/3律来唯

象描述原子核电荷分布半径,即

R=r0A1/3 (14.46)

A=Z+N,A 为核质量数,Z为核质子数,N 为核中子数.实验数据的分析表明,r0 不能保持为
踿踿踿踿踿

常数
踿踿

,而是随
踿踿踿A 增大而系统地逐减小

踿踿踿踿踿踿踿踿踿
,即对于轻核,r0~1.30fm,而对于重核r0~1.20fm.

文献[曾谨言,物理学报,13(1957)735;24(1975)151.]分析了当时有限的十几个核电荷半

径的实验数据,提出下列Z1/3律

R=rpZ1/3 (14.47)

他发现,rp 比较接近于常数
踿踿踿踿踿踿踿

,即rp~1.635fm.该文还对原子核结合能的 Bethe灢Weizsacker半经

验公式中的Coulomb能一项进行了修改,即把Coulomb能项曍Z2/A1/3,换为曍Z5/3,发现结合能

的计算结果与实验有明显改进.进一步分析还发现,一个同位素系列中的原子核(Z 相同,但A
和N 不同)的电荷半径的变化规律远小于A1/3律的预期值.[参见曾谨言,物理学报24(1975)

151;C.Y.Tseng,T.S.Cheng,F.J.Yang,Nucl.Phys.A334(1980)470].
在半个世纪之后,由于测量技术的进步,高能电子散射和毺原子 X射线谱的实验数据的数

量和精度都有了很大提高.[参见I.Angeli,AtomicDataandNuclearDataTables87(2004)

185;等文献.]考虑到同位素系列原子核的电荷半径的变化规律,我们对Z1/3律进行了进一步
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改进,提出了改进的Z1/3律[有关分析参见张双全,孟杰,周善贵,曾谨言,高能物理与核物理26
(2002)252;雷奕安,曾谨言,高能物理与核物理31(2007)1;Y.A.Lei,Z.H.Zhang,&J.Y.
Zeng,Commun.Theor.Phys.(Beijing,China)51(2009)123).],即

R0 =r曚pZ1/3[1+b(Tz -T*
z )]/A (14.48)

式中Tz=(N-Z)/A 是同位旋,R0 是已经根据核形变毬进行了修正的核电荷半径,即

R0 = R
1+5毬2/4毿

(14.49)

毬的数据是根据核电四极矩Q0 的数据而定出的.[参见 S.Raman,et.al,At.DataNucl.Data

Tables78(2001)1.]可以与相应的改进了的A1/3律

R0 =r曚0A1/3[1+b曚(Tz -T*
z )/A] (14.50)

进行比较.根据核电荷半径(20曑Z曑94)的441个数据的分析,得出

r曚p =1.627fm,暋b=0.452,暋氈=5.93暳10-3

r曚0 =1.221fm,暋b曚=-0.283,暋氈=13.72暳10-3

氈是标准误差(方均根偏差).改进了的Z1/3律,明显优于A1/3律以及改进了的A1/3律.

习暋暋题

14灡1暋试用变分法求一维谐振子的基态波函数和能量.
提示:建议试探波函数取为exp[-毸x2],毸是待定参数.
答:因为试探波函数的形式与严格解相同,变分法计算结果与严格解相同.

14灡2暋一维谐振子,取自然单位(淈=m=氊=1),Hamilton量可表示成 H=- 1
2

d2

dx2+ 1
2

x2.取基态试探波函数为

氉=
N 1-旤x旤( )a

, 旤x旤<a

0, 旤x旤>
{

0
a为变分参数,N 为归一化常数.求基态能量,并与精确解比较.

答:E=0灡5477.精确解为1
2.

14灡3暋一维非简谐振子,

H =-淈2

2m
d2

dx2 +毸x4

假设处于基态.试用简谐振子的波函数

氉0(x)= 毩
毿1/4·exp - 1

2毩2x( )2

为试探波函数,毩为变分参数,求基态能量.
答:

煍H(毩)= 淈2

2m
毩2

2 -3毸
4毩4,暋暋灥煍H

灥毩 =0,暋暋毩= 6m毸
淈( )2

1/4

E0 =34/3

4
淈2

2( )m
2/3

毸1/3 曋1灡082 淈2

2( )m
2/3

毸1/3

严格数值积分结果为1灡060 淈2

2( )m
2/3

毸1/3,偏差曋2%.
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14灡4暋设毤为基态的试探波函数,氉0 是真实的基态波函数,两者均已归一化.令毰=1-
暣氉0|毤暤2 表示毤偏离氉0 的程度.令E=暣毤 H 毤暤,证明E-E0曒(E1-E0)毰,其中E1 和E2 分

别是体系真实的基态和第一激发态能量.
14灡5暋设试探波函数氄与本征函数毞E 差一个小量,即氄=毞E+毰f(毰烆1),毞E 及f 已归一

化.证明 煍H=(氄,H氄)与本征值E之差为O(毰2).
14灡6暋设不加微扰前体系的 Hamilton量 H0 的基态能量和波函数分别记为E0 和氉0(已归

一化).设体系受到微扰H曚,H=H0+H曚.取试探波函数为氉(毸)=N(1+毸H曚)氉0,毸为变分参数,

N 为归一化常数.试用变分法求 H 基态能量的上限.计算时保留二级小量.
答:上限为

E0 +暣氉0 H曚 氉0暤+
暣氉0 H曚2 氉0暤-暣氉0 H曚 氉0暤[ ]2 2

E0暣氉0 H曚2 氉0暤-暣氉0 H曚H0H曚 氉0暤

暋暋14灡7暋设 Hamilton量 H 的最低的(n-1)个本征函数已知,写出变分法的试探波函数的形

式,用以求出第n条能级的上界.
答:设 H毤k=Ek毤k,k=1,2,…,n-1.先任取波函数氉(毩),已归一化.要求与毤k(k=1,2,…,n

-1)正交,可取

毤(毩)=氉(毩)-暺
n-1

k=1
毤k(毤k,氉(毩))

它与所有毤k 正交.所以

煍H(毩)=
(氉毩,H氉毩)-暺

n-1

k=1

(毤k,氉(毩))2Ek

1-暺
n-1

k=1

(毤k,氉(毩))2

暋暋14灡8暋设氢原子的基态试探波函数取为

氉(毸,r)=Nexp[-毸(r/a)2],暋暋a=淈2/毺e2

N 为归一化常数,毸为变分参数.求基态能量,并与精确解比较.
答:

煍H(毸)= 3毸淈2

2毺a2 -4e2毸1/2

2毿a
,暋暋a=淈2/毺e2

灥煍H
灥毸 =0,暋暋毸= 8

9毿

E1 =- 8
6毿

e2

( )a
,暋暋 严格解是-e2/2a

暋暋14灡9暋处于基态的氢原子,受到沿z轴方向的均匀电场E的作用,试用变分法计算其极化

率.试探波函数取为(1+毸z)氉100,毸为变分参数.设电场E较弱,计算时略去E的高次项.
答:极化率毩=4a3

0=0灡59暳10-24cm3.
参阅 D.Rapp,QuantumMechanics(1971),p.291.
14灡10暋粒子在一维势场V(x)中运动,V(x)<0.当x曻暲曓时,V(x)曻0.用变分法证明,

至少存在一个束缚态(E<0).

提示:建议取试探波函数为氉(毸,x)= 毸
毿1/4exp(-毸2x2/2)(已归一化),毸>0.

14灡11暋粒子在无限深方势阱(-a<x<+a)中运动,试选用多项式形式波函数为试探波函

数,求基态能量,并和精确解比较.
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提示:这里定态波函数必有一定宇称.基态为偶宇称.如取氉(x)=c0+c2
x( )a

2

.根据边条

件氉(x =a)=0,必然c2=-c0.归一化后,氉(x)=c0 1-x2

a( )2 = 15
16a

(1-x2/a2),已无变分

之余地,而求出的能量平均值为5
4

淈2

ma2.若取氉(x)=c0+c2
x( )a

2

+c4
x( )a

4
,由边条件,必须

c4=-(c0+c2),因此氉(毸,x)=N 1+毸 x( )a
2

-(1+毸) x( )a[ ]
4

,N 为归一化常数,毸为变分参

数,可求出基态能量为1灡233719淈2

ma2.精确解为毿2

8
淈2

ma2=1灡233701淈2

ma2.可见精度极高.

14灡12暋同上题,求第一激发态的能量.并与精确解比较.

提示:第一激发态宇称为奇,取氉(x)=c1
x( )a +c3

x( )a
3

+c5
x( )a

5
,利用边条件氉(x=

暲a)=0,得c5=-(c1+c3),因此可表示成氉(x)=N x( )a +毸 x( )a
3

-(1+毸) x( )a[ ]
5

.从宇

称考虑,已自动保证与基态正交.计算结果为E=4灡9377 淈2

ma2.精确解为毿2

2
淈2

ma2=4灡9348 淈2

ma2.

精度仍很高,但稍逊于基态的计算结果.

14灡13暋转动惯量为I,具有电偶极矩D 的空间转子,自由转动时,Hamilton量表示为 H0=

L2/2I.设转子置于均匀电场(沿z轴方向)中,则受到作用 H曚=-DEcos毴,毴是电偶极矩D 与电

场方向的夹角.(1)写出 H0 的本征值与本征函数.(2)视 H曚为微扰,求基态能级(到二级微扰修

正).(3)取试探波函数为氉=N(1+毸H曚)氉0,氉0 为 H0 基态波函数,毸为变分参数.求基态能量,

并与微扰论计算结果比较.

答:(1)EL=L(L+1)淈2

2I
,L=0,1,2,…,波函数 YM

L (毴,氄),M=L,L-1,…,-L,能级为

(2L+1)重简并.基态E0=0不简并,波函数 Y0
0=1/ 4毿.(2)基态微扰一级修正E(1)

0 =0,二级

修正E(2)
0 =-1

3
D2E2I
淈2 .(3)基态能量为E=-1

3
D2E2I
淈2 ,与微扰论计算结果一样.

14灡14暋质量为毺的粒子在具有空间反射不变性的势场V(x)=F x (F>0)中运动.

分别取下列类型试探波函数求基态能量.(1)氉=毸exp(-毸 x ).(2)氉=Nexp(-毩2x2/2).

(3)氉=
N 1- x( )a

, |x|<a

0, |x|>
{

a
暋N 为归一化常数,a为变分参数.并与精确解比较,给予物理

上说明.

答:精 确 解 为 E0 =0灡80862 淈2F2

( )毺

1/3

.(1)E=0灡94494 淈2F2

( )毺

1/3

.(2)E=0灡81289

淈2F2

( )毺

1/3

.(3)E=0灡85854 淈2F2

( )毺

1/3

.

14灡15暋设在氘核中,质子与中子的作用表示成V(r)=-Aexp(-r/a),(A=32灡7MeV,a=

2灡16暳10-13cm).氘核内部的中子与质子的相对运动波函数试取为R(r)=Nexp(-毸r/2a),毸

为变分参数,N= 毸3/2a3 为归一化常数.用变分法计算氘核的基态能量.
答:E=-2灡15MeV.
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14灡16暋设氘核中质子与中子的作用为 Yukawa势V(r)=-V0exp -r( )a
r( )a

,(V0,a

>0).取试探波函数氉~exp(-毸r/2a),求基态能量.

答:E=V0

4
(1-毸)毸3

(1+毸)3 ,其中毸是方程毸(3+毸)
(1+毸)3=毲曉 淈2

2毺a2V0
的根,给定V0、a、毺即可求出毸的

根,从而求出基态能量E.
14灡17暋氢原子置于均匀外电场E(沿z轴方向)中,外场作用 H曚=eEz.取试探波函数为氉=

N(1+毸H曚)氉0,氉0 是无外电场时的基态波函数(即氉100),求基态能量和电极化率,和微扰论计算

结果比较.

答:基态能量为E=E0-2E2a3,氉=N 1+1
E0

eE( )z氉0,其中E0=-e2/2a是氢原子基态能

量.电极化率a=-灥2E
灥E2=4a3.微扰论计算结果(见11灡2节,例2),毩=9

2a3.
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数 学 附 录

附录一暋波暋包

1灡波包的频谱分析

暋暋具有一定波长的平面波可表示为

氉k(x)=exp(ikx) (A1灡1)
波长毸=2毿/k,其特点是波幅(或强度)为常数.严格的平面波是不存在的,实际问

题中碰到的都是波包,它们的强度只在空间有限区域中不为0.例如,Gauss波包

氉(x)=exp -1
2毩

2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 (A1灡2)

其强度分布 氉(x)2=exp(-毩2x2),如图 A.1所示.可以看出,波包主要集中在

x <1
毩

区域中,所以波包宽度可近似估计为

殼x~1/毩 (A1灡3)

图 A灡1

暋暋波包可以看成许多不同波数(长)的平面波的叠加,这就是波包的Fourier分

析或频谱分析.氉(x)的Fourier变换毤(k)定义如下:

氉(x)= 1
2毿曇

+曓

-曓
毤(k)exp(ikx)dk (A1灡4a)

其逆变换为

毤(k)= 1
2毿曇

+曓

-曓
氉(x)exp(-ikx)dx (A1灡4b)

例如,Gauss波包的Fourier变换为

毤(k)= 1
2毿曇

+曓

-曓
exp -1

2毩
2x2-iæ

è
ç

ö

ø
÷kx dx= 1

毩exp(-k2/2毩2) (A1灡5)
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毤(k)代表波包氉(x)中所含波数为k的分波的波幅,毤(k)2 代表该分波的成分.对
于 Gauss波包,毤(k)2 的图形如图 A灡1所示,仍为一 Gauss波包.波数k主要集

中在 k <毩范围中,因此,毤(k)的宽度可粗略估计为

殼k~毩 (A1灡6)
这样

殼x·殼k~1 (A1灡7)
此关系式不限于 Gauss波包,对任何波包都适用

踿踿踿踿踿踿踿踿
,它是从波包的频谱分析得出的

一般结论.

练习1暋设氉(x)是归一化的,即

曇
+曓

-曓
氉(x)2dx=1

证明其Fourier变换毤(k)也是归一化的,即

曇
+曓

-曓
毤(k)2dk=1

暋暋练习2暋设氉(x)=毮(x),求相应的毤(k).

与上类似,对时间的函数f(t)也可作Fourier分析,

f(t)= 1
2毿曇

+曓

-曓
g(氊)exp(i氊t)d氊 (A1灡8a)

g(氊)= 1
2毿曇

+曓

-曓
f(t)exp(-i氊t)dt (A1灡8b)

氊是角频率.f(t)的宽度殼t与g(氊)的宽度殼氊满足

殼t·殼氊~1 (A1灡9)

2灡波包的运动与扩散

对于平面单色波

氉k(x,t)=exp[i(kx-氊t)] (A1灡10)
其等相面是一个运动的平面,由下列方程给出:

氄=kx-氊t= 常数 (A1灡11)
等相面运动的速度,即相速(phasevelocity)u,由上式看出(d氄=0)

u=氊/k (A1灡12)

暋暋现在来考虑波包

氉(x,t)= 1
2毿曇

+曓

-曓
毤(k)exp[i(kx-氊t)]dk (A1灡13)

式中氊依赖于k,

氊=氊(k) (A1灡14)
称为色散关系(dispersionrelation).下面来研究波包的运动及波形的变化.波包
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(A1灡13)可视为很多平面单色波的线性叠加.波包中心出现在相角氄=kx-氊(k)t
取极值处,因为在这点附近,不同波数的分波相干叠加的结果是加强最厉害,而不

是相消.这个极值点的位置由下式确定:

灥氄
灥k=0,暋暋 即 暋x- d氊

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

kt=0 (A1灡15)

所以波包中心位置xc 是

x=xc = d氊
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

kt (A1灡16)

其运动速度为

vg =dxc

dt = d氊
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
(A1灡17)

这就是波包的群速度
踿踿踿踿踿踿

(groupvelocity).
一般说来,波包的群速度与各分波的相速度不相同(真空中的电磁波除外).例

如,非相对论性实物粒子E=p2/2m,按deBroglie假定,E=淈氊,p=淈k(k=2毿/毸),
可得

氊=淈k2/2m暋暋暋暋 (A1灡18)

u=氊/k=淈k/2m (A1灡19)

vg =d氊/dk=淈k/m =2u (A1灡20)
可以看出,波包的群速度

踿踿踿踿踿踿vg 与经典粒子的运动速度
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿v=p/m=淈k/m 相同.对于真

空中的电磁场,氊=ck(c为真空中光速),u=vg=c.但对于介质[折射系数为n(毸)]
中的电磁波,氊=2毿c/毸n(毸),一般说来,u与vg 并不相同.

现在,我们来研究波包形状随时间的改变,它与氊(k)的具体形式有关.设毤(k)
是一个颇窄的波包,波数集中在k0 附近一个不大范围中.在k0 附近对氊(k)作

Taylor展开

氊(k)=氊(k0)+ d氊
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

k k0

·(k-k0)+1
2

d2氊
dk

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
k0

·(k-k0)2+…

曋氊0+vg·(k-k0)+1
2毬

·(k-k0)2 (A1灡21)

其中

毬= d2氊
dk

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
k0

(A1灡22)

代入式(A1灡13),得

氉(x,t)曋exp(-i氊0t)
2毿 曇

+曓

-曓
毤(k)expikx-vg(k-k0)t-1

2毬
(k-k0)2æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]t dk暋暋暋暋

=exp[i(k0x-氊0t)]曇
+曓

-曓
毤(毼+k0)expi毼(x-vgt)-1

2毬毼
2æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]t d毼暋暋暋暋(A1灡23)
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其中毼=k-k0.
以 Gauss波包为例(波包中心取为k0 =0),毤(k)=exp(-k2/2毩2),按式

(A1灡13)和(A1灡21),

氉(x,0)= 1
2毿曇

+曓

-曓
eikx-k2/2毩2dk (A1灡24)

氉(x,t)=exp(-i氊0t)
2毿 曇

+曓

-曓
exp[ik(x-vgt)-k2

2
(i毬t+1/毩2)]dk

曋exp(-i氊0t) 毩
1+i毬毩4t

exp -
(x-vgt)2毩2

2(1+i毬毩2t[ ]) (A1灡25)

强度分布为

氉(x,t)2 = 毩2

1+毬2毩4t2
exp - 毩2

1+毬2毩4t2(x-vgt)[ ]2 (A1灡26)

波包宽度

殼x曋 1
毩 1+毬2毩4t2 (A1灡27)

暋暋t=0时波包宽度记为

(殼x)0 =1/毩 (A1灡28)
则

殼x曋殼x0 1+毬2t2/(殼x0)4 (A1灡29)

可以看出,如毬=d2氊
dk2曎0,则当t曻曓时,殼x曻曓,即对于自由粒子,相应的波包最后

踿踿踿踿
将扩散到全空间
踿踿踿踿踿踿踿.如波包初始愈窄(殼x0 愈小),则波包扩散愈快.特别是,毮波包毮
(x),将在瞬间扩散到全空间,是一个非定态.

附录二暋毮暋函暋数

1灡毮函数的引进

暋暋考虑长度为l的一条细杆,质量为1(见图 A灡2),假设密度均匀,即

氀l(x)=
1/l, x 曑l/2
0, x >l/{ 2

(A2灡1a)

曇
+l/2

-l/2
氀l(x)dx=1 (A2灡1b)

现在让l曻0(即缩短为一点),但保持质量不变,记
lim
l曻0

氀l(x)=毮(x)

则

毮(x)=
曓, x=0
0, x曎{ 0

(A2灡2a)
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曇
+毰

-毰
毮(x)dx=曇

+曓

-曓
毮(x)dx=1 (A2灡2b)

上述积分域(-毰,+毰)只要包含x=0点在内即可.毮函数的性质是很奇异的.它除

了x=0点之外,在其他地方函数值都为0,但积分又等于1,没有一个平常的函数

有此性质.严格说来,它不是传统数学中的函数,它只是一种分布(distribution).更
严格的处理,涉及分布理论,我们不在此讨论它.毮(x)描述的分布当然是一种理想

的分布(点模型),但由于它在数学上的简单性,在物理学中被广泛引用.如果在数

学上不过分追求严格,毮函数可以看成一个非奇异函数的某种极限情况来处理.在
计算过程中,如果由于引用毮函数而碰到困难,不妨把毮函数代之为某种非奇异函

数,直到运算过程的最后,再取极限.

图 A灡2

暋暋暋

图 A灡3

例如,分布(图 A灡3)

氀氁(x)= 1
2毿氁

exp(-x2/2氁)

它满足

曇
+曓

-曓
氀氁(x)dx=1

lim
氁曻0

氀氁(0)= 曓

它具有毮函数的性质,即

lim
氁曻0

1
2毿氁

exp(-x2/2氁)=毮(x) (A2灡3)

如令2氁=1/毩,则上式可改写成

lim
毩曻曓

毩
毿exp(-毩x2)=毮(x) (A2灡4)

在上式中若让毩曻i毩,利用 i=exp(i毿/4),可得

lim
毩曻曓

毩
毿ei毿/4e-i毩x2

=毮(x) (A2灡5)
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练习1暋证明

lim
毩曻曓

sin毩x
毿x =毮(x) (A2灡6)

lim
毩曻曓

sin2毩x
毿毩x2 =毮(x) (A2灡7)

暋暋练习2暋证明

lim
毰曻0

1
2毰e-旤x旤/毰 =毮(x) (A2灡8)

暋暋练习3暋证明

lim
毰曻0

毰
x2 +毰2 =毿毮(x) (A2灡9)

暋暋练习4暋证明

1
2毿曇

+曓

-曓
exp(ikx)dk=毮(x) (A2灡10)

暋暋提示:1
2毿曇

毩

-毩
exp(ikx)dk=sin毩x

毿(x),再利用式(A2灡6).

练习5暋证明

lim
毰曻0+

1
x暲i毰=P 1

x 熀i毿毮(x) (A2灡11)

其中P 表示Cauchy积分主部,其定义如下:设f(x)在x=0点是规则的(regular),

P曇
B

-A

dx
xf(x)=lim

毰曻0
(+曇

-毰

-A
+曇

B

)毰

dx
xf(x)暋暋(A,B>0) (A2灡12)

暋暋提示:利用

1
x暲i毰= x熀i毰

x2 +毰2

按式(A2灡9),其虚部可表示为

lim
毰曻0+

熀i毰
x2 +毰2 =熀i毿毮(x)

毮函数还可以用分段连续函数的“导数暠来表示.
例1暋设阶梯函数(图 A灡4)

毴(x)=
1,暋暋x>0
0,暋暋x<{ 0

(A2灡13)

毴曚(x)=毮(x) (A2灡14)
因为

毴曚(x)=
0, x曎0
曓, x={ 0

而

曇
+曓

-曓
毴曚(x)dx=lim

毰曻0+曇
+毰

-毰
毴曚(x)dx=毴(0+)-毴(0-)=1

暋暋例2暋设(图 A灡5)
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暋

图 A灡4

暋暋暋

图 A灡5

f(x)=
f2(x),暋暋x>x0

f1(x),暋暋x<x{
0
暋暋暋暋

则

f曚(x)=h毮(x-x0)+
f曚2(x),暋x>x0

f曚1(x),暋x<x{
0

(A2灡15)

其中

h=f2(x0)-f1(x0)

暋暋提示:f(x)=毴(x-x0)f2(x)+[1-毴(x-x0)]f1(x)

练习6暋证明

dlnx
dx = 1

x -i毿毮(x) (A2灡16)

因

lnx=
ln x , x>0(正实轴上)

ln x +i毿, x<0(负实轴上{ )

所以

lnx=ln x +[1-毴(x)]i毿

dlnx
dx = 1

x -i毿毮(x)

暋暋练习7暋证明

1
2

d2

dx2 x =毮(x) (A2灡17)

2灡毮函数的性质

(1曘) 毮(-x)=毮(x) (A2灡18)
利用变换替换,不难证明

曇
毰

-毰
毮(-x)dx=1
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所以

曇
毰

-毰
[毮(-x)-毮(x)]dx=0

又毮(x)与毮(-x)在除x=0点外,均为0,所以

毮(-x)=毮(x)
这表明毮(x)为偶函数.因此

曇
曓

0
毮(x)dx=曇

0

-曓
毮(x)dx= 1

2

暋暋(2曘) 毮(ax)= 1
a 毮(x) (A2灡19)

提示:

曇
+曓

-曓
毮(ax)dx= 1

a曇
+曓

-曓
毮(ax)d(ax)= 1

a

暋暋(3曘) 曇
+曓

-曓
f(x)毮(x)dx=f(0) (A2灡20)

式中f(x)是任意连续函数.因为

左边 =曇
+毰

-毰
f(x)毮(x)dx=f(0)曇

+毰

-毰
毮(x)dx=f(0)

有一些书上就用式(A2灡20)作为毮函数的定义.它与式(A2灡2)是等价的.

练习8暋证明 毮* (x)=毮(x) (A2灡21)
提示:在式(A2灡20)中,取f(x)为实函数

[

,

曇
+曓

-曓
dx毮(x)f(x ])

*

=曇
+曓

-曓
dx毮* (x)f(x)=f(0)* =f(0)

所以

曇
+曓

-曓
dx[毮* (x)-毮(x)]f(x)=0暋暋(f(x)任意)

暋暋(4曘) 曇
+曓

-曓
f(x)毮(x-a)dx=f(a)暋暋 (A2灡22)

(5曘) 曇
+曓

-曓
毮(x-a)毮(x-b)dx=毮(a-b) (A2灡23)

(6曘) x毮(x)=0 (A2灡24)

在式(A2灡20)中,取f(x)=x,得到

曇
+曓

-曓
x毮(x)dx=0

所以x毮(x)在积分号下的性质与0相同.
(7曘)设方程氄(x)=0只有单根,分别为xi(i=1,2,3,…)(即氄(xi)=0,氄曚(xi)

曎0),则

毮[氄(x)]= 暺
i

毮(x-xi)
氄曚(xi) = 暺

i

毮(x-xi)
氄曚(x) (A2灡25)
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(如氄(x)=0有重根,则毮[氄(x)]无意义.)
证明暋在xi 附近积分

Fi =曇
xi+毰

xi-毰
f(x)毮[氄(x)]dx

令

u=氄(x),暋暋du=氄曚(x)dx
则

Fi=曇
氄(xi+毰)

氄(xi-毰)
f(x)毮(u) du

氄曚(x) =曇
毰 氄曚(xi)

-毰 氄曚(xi)
f(x)毮(u) du

氄曚(x)

= f(xi)
氄曚(xi)

曇
+曓

-曓
f(x)毮[氄(x)]dx= 暺

i
Fi = 暺

i

f(x)
氄曚(xi)

=曇
+曓

-曓
f(x)暺

i

毮(x-xi)
氄曚(xi

[ ]) dx

所以

毮[氄(x)]= 暺
i

毮(x-xi)
氄曚(xi)

特例

毮[(x-a)(x-b)]= 1
a-b

[毮(x-a)+毮(x-b)]暋暋(a曎b)暋暋(A2灡26)

毮(x2-a2)= 1
2a

[毮(x-a)+毮(x+a)]

暋暋暋暋 = 1
2x

[毮(x-a)+毮(x+a)] (A2灡27)

2x 毮(x2-a2)=毮(x-a)+毮(x+a)

暋暋若a=0,则

x 毮(x2)=毮(x) (A2灡28)

3灡毮函数的“导数暠

有一些积分运算中,还使用了毮函数的“导数暠的符号.毮函数这样一个奇函数

的“导数暠可以从非奇异函数氀氁(x)的极限来理解.设lim
氁曻0

氀氁(x)=毮(x)[例如,参阅式

(A2灡3)],并设df(x)
dx =g(x)为连续(或分段连续)函数,则

df(x)
dx =g(x)=曇

+曓

-曓
毮(x-x曚)g(x曚)dx曚=曇

+曓

-曓
毮(x-x曚)df(x曚)

dx曚 dx曚

=lim
氁曻0曇

+曓

-曓
氀氁(x-x曚)df(x曚)

dx曚 dx曚
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分部积分暋=-lim
氁曻0曇

+曓

-曓
f(x曚)灥

灥x曚氀氁(x-x曚)dx曚=-曇
+曓

-曓
f(x曚)灥

灥x曚lim
氁曻0

氀氁(x-x曚)dx曚

=-曇
+曓

-曓
f(x曚) 灥

灥x曚毮
(x-x曚[ ])dx曚

所以

曇灥
灥x曚毮

(x曚-x[ ])f(x曚)dx曚=-df
dx

(A2灡29)

假设dnf
dxn连续,类似可以证明

曇
+曓

-曓

灥n

灥x曚n毮(x曚-x[ ])f(x曚)dx曚= (-1)ndnf
dxn (A2灡30)

可以看出

毮曚(-x)=-毮曚(x)暋暋
毮(n)(-x)= (-1)n毮(n)(x) (A2灡31)

4灡毮函数的构成,完备性

任何一组正交归一完备
踿踿

函数组氉n(x)都可以用来构成毮函数

毮(x-x曚)= 暺
n
氉*

n (x曚)氉n(x) (A2灡32)

暋暋证明暋按完备性假设,任何波函数氉(x)可以展开为一致收敛级数,即

氉(x)= 暺
n
an氉n(x)

其中

an = (氉n,氉)=曇
+曓

-曓
氉*

n (x曚)氉(x曚)dx曚

所以

氉(x)=曇
+曓

-
[

曓 暺
n
氉*

n (x曚)氉n(x ])氉(x曚)dx曚

但

氉(x)=曇
+曓

-曓
毮(x-x曚)氉(x曚)dx曚

所以毮(x-x曚)可以表示为式(A2灡32).

练习9暋证明(参阅附录三,Hermite多项式)

毮(x-x曚)= 暺
曓

n=0

1
毿2nn!

e-(x2+x曚2)/2Hn(x曚)Hm(x) (A2灡33)

暋暋练习10暋用Legendre多项式表示毮函数

毮(毼-毼曚)= 暺
曓

l=0

2l+1
2 Pl(毼曚)Pl(毼) (A2灡34)

或
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毮(cos毴-cos毴曚)= 暺
曓

l=0

2l+1
2 Pl(cos毴曚)Pl(cos毴)

令毴曚=0,利用Pl(1)=1,得

2毮(1-cos毴)= 暺
曓

l=0

(2l+1)Pl(cos毴) (A2灡35)

暋暋练习11

毮(氄-氄曚)= 1
2毿暺

曓

m=-曓
exp[-im(氄-氄曚)] (A2灡36)

附录三暋Hermite多项式

Hermite方程为

u曞-2zu曚+(毸-1)u=0 (A3灡1)
除无穷远点外,方程无奇点,在z=0点邻域(z <曓范围)中,对u(z)作 Taylor
展开,即

u(z)= 暺
曓

k=0
Ckzk (A3灡2)

代入式(A3灡1),比较同幂项系数,可求得Ck 之间的递推关系

Ck+2 = 2k-(毸-1)
(k+2)(k+1)Ck,暋暋k=0,1,2,… (A3灡3)

因此,所有偶次幂项的系数都可以用C0 表示,所有奇次幂项系数都可以用C1 表

示.C0 与C1 是两个任意常数,从而求得式(A3灡1)的两个线性无关的解为

u1(z)=C0+C2z2+C4z4+…

u2(z)=C1z+C3z3+C5z5+…
(A3灡4)

当z取有限值时,它们都收敛.但在 z 曻曓时有问题.由式(A3灡3)不难看出,当k
曻曓时,Ck+2/Ck曋2/k.对于k=2m(偶数)情况,C2m+2/C2m曋1/m.它与exp(z2)的

Taylor展开

exp(z2)= 暺
曓

m=0

z2m

m! (A3灡5)

的相邻项的系数比值相同.因此,当 z 曻曓时,u1(z)的发散行为与exp(z2)相同.
同理,当|z|曻曓时,u2(z)的发散行为与zexp(z2)相同.这样的解代入谐振子波函

数(见3灡4节)

氉曍exp -1
2毼

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 u(毼) (A3灡6)

都不满足波函数在无穷远点的边条件.因此,要得到物理上允许的解,必须要求u1

与u2 两个级数解中至少有一个中断为多项式
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿.

由式(A3灡3)不难看出,当
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毸-1=2n暋暋(n=0,1,2,…) (A3灡7)
时,级数将中断为一多项式,此时Cn+2、Cn+4、Cn+6、…都将为零.当n为偶数时,u1

中断为多项式,u2 仍为无穷级数.当n为奇数时,u2 中断为多项式,u1 仍为无穷级

数.但无论如何(不论n为偶或奇),只要式(A3灡7)成立,我们就找到了一个多项式

解.代入式(A3灡6),也就找到了物理上允许的一个谐振子波函数.
条件(A3灡7)满足时,方程(A3灡1)有一个多项式解(另一解为无穷级数).习惯

上规定其最高次项系数Cn=2n,这样的多项式称为 Hermite多项式.把式(A3灡7)
代入式(A3灡3),得

Ck =-
(k+2)(k+1)

2(n-k) Ck+2

为了方便,把k曻n-k,上式可改为

Cn-k =-
(n-k+2)(n-k+1)

2k Cn-k+2

取Cn=2n,并依次令k=2,4,6,…,得出

Cn-2 =-n(n-1)·2n-2

Cn-4 =+n(n-1)(n-2)(n-3)
2! 2n-4

Cn-6 =-n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)
3! 2n-6

……
因此

Hn(z)=(2z)n -n(n-1)(2z)n-2

+n(n-1)(n-2)(n-3)
2! (2z)n-4-…+…

+(-1)
n[ ]2 · n!

n[ ]2
!
(2z)n-2 n[ ]2 (A3灡8)

其中 n[ ]2
是不大于n

2
的最大整数,

n[ ]2 =

n
2

(n为偶数)

n-1
2

(n为奇数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

此即 Hermite多项式.
可以证明,Hermite多项式的生成函数(generatingfunction)为栙

exp(-s2+2zs)= 暺
曓

n=0

Hn(z)
n! sn (A3灡9)

·025·
栙 参阅王竹溪、郭敦仁,《特殊函数概论》,科学出版社,1979,曥6灡13.



因此

Hn(z)= dn

dsnexp(-s2+2zs)s=0 =exp(z2)·dn

dsnexp[-(s-z)2]s=0

= (-1)nexp(z2)·dn

dznexp[-(s-z)2]s=0

所以

Hn(z)= (-1)nexp(z2)dn

dznexp(-z2) (A3灡10)

不难直接验证,由上式给出的 Hn(z)确系微分方程(A3灡1)的解.其次,式(A3灡10)
是一个n次多项式.因为对exp(-z2)求导数一次,就多出一个含z的项.例如,

d
dzexp

(-z2)=-2zexp(-z2)

求n次导数后,多项式的最高次项将是

(-1)n·exp(z2)·(-2z)n·exp(-z2)=2n·zn

与式(A3灡8)相同.对于一定的n,微分方程(A3灡1)的多项式解只有一个.因此式

(A3灡8)与(A3灡10)全同.
利用式(A3灡9)或(A3灡10),都不难证明 Hermite多项式的正交性公式为

曇
+曓

-曓
Hm(z)Hn(z)exp(-z2)dz= 毿2n·n!毮mn (A3灡11)

exp(-z2)称为权重因子.下面用生成函数式(A3灡9)来证明.利用

exp(-t2+2zt)= 暺
曓

m=0
Hm(z)tm/m!

exp(-s2+2zs)= 暺
曓

n=0
Hn(z)sn/n!

相乘得

exp[-(t2+s2)+2z(t+s)]=exp(2ts+z2)·exp[-(t+s-z)2]

= 暺
曓

m,n=0
Hm(z)Hn(z)tmsn/m!n!

两边乘以exp(-z2)并积分,

exp(2ts)曇
+曓

-曓
exp[-(z-t-s)2]dz= 暺

曓

m,n=0

tmsn

m!n!·曇
+曓

-曓
Hm(z)Hn(z)exp(-z2)dz

但上式

左边积分=exp(2ts)曇
+曓

-曓
exp(-毼2)d毼

=exp(2ts)毿= 毿暺
曓

n=0

(2ts)n
n!

与右边比较,就可得出式(A3灡11).
生成函数式(A3灡9)两边对s求导数,
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左边 = (-2s+2z)exp(-s2+2zs)= (-2s+2z)暺
曓

n=0

Hn(z)
n! sn

右边 = 暺
曓

n=1

Hn(z)
n! nsn-1 = 暺

曓

n=0

Hn+1(z)
n! sn

比较两边s同幂项的系数,即得 Hermite多项式的递推关系

Hn+1(z)-2zHn(z)+2nHn-1(z)=0 (A3灡12)
与此类似,式(A3灡9)对z取导数,可求出

H曚n(z)=2nHn-1(z) (A3灡13)

附录四暋Legendre多项式与球谐函数

在采用球坐标情况下,轨道角动量(l2,lz)的共同本征函数的毴部分毃(毴)满足

下列微分方程[见4灡3节,式(4灡3灡16)]

1
sin毴

d
d毴sin毴d

d毴
æ

è
ç

ö

ø
÷毃 + 毸- m2

sin2
æ

è
ç

ö

ø
÷

毴毃 =0暋(0曑毴曑毿) (A4灡1)

其中m=0,暲1,暲2,…,毸待定.作变换

x=cos毴,暋暋毃(毴)=y(x) (A4灡2)
则式(A4灡1)化为连带(associated)Legendre方程

d
dx

(1-x2)dy
d

é

ë
êê

ù

û
úúx + 毸- m2

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 y=0 (A4灡3)

在 x 曑1范围中,方程有两个正则奇点x=暲1,其余点均为方程的常点.以下先

讨论m=0情况.

1灡Legendre多项式

当m=0时,式(A4灡3)化为Legendre方程

d
dx

(1-x2)dy
d

é

ë
êê

ù

û
úúx +毸y =0

即

(1-x2)d
2y

dx2 -2xdy
dx

+毸y =0 (A4灡4)

在x=0邻域,把方程的解表成 Taylor级数

y= 暺
k
Ckxk (A4灡5)

代入式(A4灡4),比较同幂次项系数,可求出Ck 的递推关系为

Ck+2 = k(k+1)-毸
(k+1)(k+2)Ck (A4灡6)

因此,C2、C4、C6、…均可用C0 表示出来,C3、C5、C7、…均可用C1 表示出来,C0、C1
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是两个任意常数.这样,我们就得到了方程(A4灡4)的两个线性无关解

y1(x)=C0+C2x2+C4x4+…

y2(x)=C1x+C3x3+C5x5+…
(A4灡7)

暋暋现在来研究一下它们在正则奇点(x=暲1)附近的性质.由式(A4灡6)可以看

出,当k曻曓时,Ck+2/Ck曋k/(k+2)曋1-2/k.对于k=2m(偶数),Ck+2/Ck曋1-
1/m.这与ln(1+x)+ln(1-x)=ln(1-x2)的 Taylor展开的相邻项系数之比相

同.因此,当 x 曻1时,y1(x)曻曓.同样理由,y2(x)也趋于曓.这样的解一般不满

足波函数有界条件的要求.
但从式(A4灡6)可以看出,当

毸=l(l+1),暋暋l=0,1,2,… (A4灡8)
时,Cl+2、Cl+4、Cl+6,…都为零.此时,y1 与y2 中有一个级数将中断为l次多项

式,即
l= 偶时,暋暋y1 为多项式(y2 仍为无穷级数)

l= 奇时,暋暋y2 为多项式(y1 仍为无穷级数)
多项式在 x 曑1范围中显然是有界的.因此,在满足式(A4灡8)条件下,方程

(A4灡4)有一个在 x 曑1区域中有界的非零解(多项式).通常规定,这多项式的最

高次项xl 的系数为

Cl =
(2l)!

2l·(l!)2 (A4灡9)

这样得出的多项式,称为 Legendre多项式.利用式(A4灡6)、(A4灡8)、(A4灡9)可以

求出Legendre多项式的一般公式为

Pl(x)= 暺
l[ ]2

r=0

(2l-2r)!
2l·r!(l-r)!(l-2r)!x

l-2r (A4灡10)

其中 l[ ]2
是不大于l

2
的最大整数.最低的几个Legendre多项式为

P0(x)=1
P1(x)=x

P2(x)= 1
2

(3x2-1)

P3(x)= 1
2

(5x3-3x)

……
显然看出

Pl(-x)= (-1)lPl(x) (A4灡11)

暋暋用二项式定理及直接求导数办法,可证明下列Rodrigues公式

Pl(x)= 1
2l·l!

dl

dxl(x2-1)l (A4灡12)
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暋暋利用复变函数中的Cauchy积分公式,可以证明,Legendre函数的生成函数为

(1-2xt+t2)-1/2 = 暺
曓

l=0
Pl(x)tl (A4灡13)

上式左边规定,当t=0,根式等于1.
利用生成函数公式,可以证明Pl(x)的如下递推关系:

(l+1)Pl+1-(2l+1)xPl+lPl-1 =0 (A4灡14)

xP曚l -P曚l-1 =lPl (A4灡15)

P曚l+1 =xP曚l +(l+1)Pl (A4灡16)

P曚l+1-P曚l-1 = (2l+1)Pl (A4灡17)
(x2-1)P曚l =xlPl-lPl-1 (A4灡18)
(2l+1)(x2-1)P曚l =l(l+1)(Pl+1-Pl-1) (A4灡19)

以及正交归一关系[从微分方程(A4灡4)也可以直接证明]

曇
+1

-1
Pl(x)Pl曚(x)dx= 2

2l+1毮ll曚 (A4灡20)

2灡连带Legendre多项式

连带(associated)Legendre方程(A4灡3)

(1-x2)d
2y

dx2 -2xdy
dx

+ 毸- m2

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 y=0

m =0,暲1,暲2,…,暋 x 曑1 (A4灡3曚)
先讨论在正则奇点x=暲1邻域解的行为.例如,讨论x=+1邻域的情况,令

z=1-x
则式(A4灡3曚)化为

d2y
dz2 +

2(1-z)dy
z(2-z)dz

+ 毸
z(2-z)- m2

z2(2-z)[ ]2 y=0

在z~0附近(即x~+1附近),上式化为

d2y
dz2 +1

z
dy
dz

-m2

4z2y=0

令y=zs 代入得

s(s-1)+s-m2

4 =0

即

s2 =m2/4,暋暋s=暲 m /2 (A4灡21)
所以在z=0附近,y曍z暲|m|/2.但y曍z-|m|/2不满足波函数有界的边条件,弃之.因
此,z~0附近,y的渐近行为与z|m|/2=(1-x)|m|/2相同.

类似讨论x=-1附近,解的行为与(1+x)|m|/2相同.
因此,方程(A4灡3曚)的解可以表示为
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y(x)= (1+x)旤m旤/2(1-x)旤m旤/2v(x)= (1-x2)旤m旤/2v(x) (A4灡22)
代入式(A4灡3曚),得到

(1-x2)v曞-2(m +1)xv曚+[毸- m (m +1)]v=0 (A4灡23)
上式再对x求导数,整理后得

(1-x2)v熓-2(m +1+1)xv曞+[毸-(m +1)(m +2)]v曚=0
(A4灡24)

与式(A4灡23)比较,只不过 m 曻 m +1,v曻v曚.另外,当m=0时,式(A4灡23)即
为Legendre方程(A4灡4).因此式(A4灡23)的解可以用方程(A4灡4)的解求导数

m 次得到.在满足条件(A4灡8)[毸=l(l+1)]的情况下,方程(A4灡4)有满足物理

上要求(在 x 曑1有界)的解,即Legendre多项式.因此,v(x)可表示为

v(x)= d旤m旤

dx旤m旤Pl(x)暋暋(m 曑l) (A4灡25)

这样,我们求得了连带Legendre方程在物理上允许的解,记为

P旤m旤
l (x)= (1-x2)旤m旤/2 d旤m旤

dx旤m旤Pl(x) (A4灡26)

以下先假设m曒0,于是

Pm
l (x)= (1-x2)m/2 dm

dxmPl(x) (A4灡27)

用Rodrigues公式(A4灡12)代入,

Pm
l (x)= 1

2l·l!(l-x2)m/2 dl+m

dxl+m(x2-1)l (A4灡28)

这个式子,对于m 取负值也成立,即 m 曑l时,上式都成立.可以证明

P-m
l (x)= (-1)m (l-m)!

(l+m)!P
m
l (x) (A4灡29)

无论m 是正或负,上式都成立.上面公式(A4灡26)或(A4灡27)是Ferrer定义的.
根据Pl(x)的递推关系,可证明Pm

l 的如下递推关系:
(2l+1)xPm

l = (l+m)Pm
l-1+(l-m+1)Pm

l+1 (A4灡30)
(2l+1)(1-x2)1/2Pm

l =Pm+1
l+1 -Pm+1

l-1 (A4灡31)
(2l+1)(1-x2)1/2Pm

l = (l+m)(l+m-1)Pm-1
l-1

暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋-(l-m+2)(l-m+1)Pm-1
l+1 (A4灡32)

(2l+1)(1-x2)dP
m
l

dx = (l+1)(l+m)Pm
l-1

暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋-l(l-m+1)Pm
l+1 (A4灡33)

暋暋从连带Legendre方程出发,可以证明Pm
l 的正交性,

曇
+1

-1
Pm

l (x)Pm
k (x)dx=0暋(l曎k)

当l=k时,可证明
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曇
+1

-1
[Pm

l (x)]2dx=
(l+m)!
(l-m)!

2
2l+1

所以

曇
+1

-1
Pm

l (x)Pm
k (x)dx=

(l+m)!
(l-m)!

2
2l+1毮kl (A4灡34)

3灡球谐函数

球谐函数(sphericalharmonicfunction)定义如下栙:

Ym
l (毴,氄)= (-1)m 2l+1(l-m)!

4毿(l+m)! Pm
l (cos毴)eim氄 (A4灡35)

l=0,1,2,…

m =-l,-l+1,…,l-1,l
利用式(A4灡29)可证明

Y-m
l = (-1)mY*m

l

显然

Y0
l = 2l+1

4毿 Pl (A4灡36)

暋暋(1曘)递推公式

cos毴Ym
l =al,mYm

l+1+al-1,mYm
l-1

sin毴ei氄Ym
l =bl-1,-(m+1)Ym+1

l-1 -bl,mYm+1
l+1

sin毴e-i氄Ym
l =-bl-1,m-1Ym-1

l-1 +bl,-mYm-1
l+1 (A4灡37)

式中

alm =
(l+1)2-m2

(2l+1)(2l+3)

blm =
(l+m+1)(l+m+2)

(2l+1)(2l+3) (A4灡38)

式(A4灡37)是球谐函数相加定理式(A4灡43)的特例.
利用

l暲=lx 暲ily =i淈exp(暲i氄)熀i灥
灥毴+cot毴灥

灥
æ

è
ç

ö

ø
÷

氄
(A4灡39)

可以证明

l暲 Ym
l =淈 l(l+1)-m(m暲1)Ym暲1

l =淈 (l暲m+1)(l熀m)Ym暲1
l

(A4灡40)
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栙 E.U.Condon,G.H.Shortley,TheTheoryofAtomicSpectra,1935.另外,例如 H.A.Bethe,

HandbuchderPhysik,Bd.24(1933)上的定义与 Condon灢Shortley差(-1)m.S.Fl湽gge的书中采用 Bethe
的定义.文献中还常用另一种定义,与Condon灢Shortley定义差一个因子il,在讨论时间反演时,较方便(见卷

栻第10章).



暋暋(2曘)正交性及展开公式

曇
2毿

0曇
毿

0
Ym曚*

l曚 Ym
lsin毴d毴d氄=毮ll曚毮mm曚 (A4灡41)

单位球面上的任何规则函数f(毴,氄)都可展开为

f(毴,氄)= 暺
曓

l=0
暺
+l

m=-l
flmYm

l (毴,氄) (A4灡42)

式中

flm =曇Ym*
l (毴,氄)f(毴,氄)d毟

其中曇d毟 是曇
2毿

0
d氄曇

毿

0
sin毴d毴的简记.

(3曘)几个重要的展开公式

(1)球谐函数相加定理

Pl(cos毴12)= 4毿
2l+1暺

l

m=-l
Ym*

l (毴1,氄1)Ym
l (毴2,氄2) (A4灡43)

暋暋毴12是空间两个方向(毴1,氄1)和(毴2,氄2)的夹角.
(2)平面波展开式

exp(ikz)=exp(ikrcos毴)= 暺
曓

l=0
4毿(2l+1)iljl(kr)Y0

l(毴) (A4灡44)

exp(ikx)=exp(ik氀cos氄)=J0(k氀)+2暺
曓

旤m旤=1
J旤m旤(k氀)cos(m 氄)暋(A4灡45)

表A灡1暋球谐函数表

lm Ym
l (毴,氄) rlYm

l (毴,氄)

00 1/ 4毿 1/ 4毿

10 3/4毿cos毴 3/4毿z

1暲1 熀 3/8毿sin毴exp(暲i氄) 熀 3/8毿(x暲iy)

20 5/16毿(3cos2毴-1) 5/16毿(2z2-x2-y2)

2暲1 熀 15/8毿cos毴·sin毴exp(暲i氄) 熀 15/8毿(x暲iy)z

2暲2 1
2 15/8毿sin2毴exp(暲2i氄) 1

2 15/8毿(x暲iy)2

30 1
4 7/毿(5cos2毴-3cos毴) 1

4 7/毿(2z2-3x2-3y2)z

3暲1 熀 1
8 21/毿(5cos2毴-1)sin毴exp(暲i氄) 熀 1

8 21/毿(4z2-x2-y2)(x暲iy)

3暲2 1
4 105/2毿sin2毴cos毴exp(暲2i氄) 1

4 105/2毿(x暲iy)2z

3暲3 熀 1
8 35/毿sin2毴exp(暲3i氄) 熀 1

8 35/毿(x暲iy)3
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(3) 1
r-r曚 =

1
r曚暺

曓

l=0

ræ

è
ç

ö

ø
÷

r曚
l

Pl(cos毴),暋r<r曚

1
r暺

曓

l=0

r曚æ

è
ç

ö

ø
÷

r
l

Pl(cos毴),暋r>

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï r曚

(A4灡46)

其中毴是r与r曚的夹角.

附录五暋合流超几何函数栙

形式如下的微分方程

zd2y
dz2 +(毭-z)dy

dz
-毩y =0 (A5灡1)

称为合流超几何方程(confluenthypergeometricequation).z=0点是方程的正则

奇点,z=曓是非正则奇点,其余为常点.先研究方程的解在奇点z=0附近的行为.
当z~0时,方程(A5灡1)渐近地表示成

d2y
dz2 +毭

z
dy
dz

-毩
zy =0

令y=zs 代入,可得出指标方程

s(s-1)+毭s=0
它的两个根为

s1 =0,暋暋s2 =1-毭 (A5灡2)
暋暋先讨论s2-s1=1-毭曎整数(即毭曎整数)的情况,此时可以用级数解法求得微

分方程(A5灡1)的两个线性无关解.与s1=0根相应的级数解

y= 暺
k
Ckzk (A5灡3)

代入式(A5灡1),要求方程左边z的各次项的系数为0,可得出Ck 的递推关系为

Ck = 毩+k-1
k(毭+k-1)Ck-1 (A5灡4)

由此可得出

Ck = 毩(毩+1)…(毩+k-1)
k!毭(毭+1)…(毭+k-1)C0 (A5灡5)

所有系数均可用C0 表示出来,C0 为任意常数.这样,我们得到了方程的一个解.通
常取C0=1,级数解记为F(毩,毭,z)

F(毩,毭,z)=1+毩
毭z+ 毩(毩+1)

2!毭(毭+1)z
2+ 毩(毩+1)(毩+2)

3!毭(毭+1)(毭+2)z
3+…

= 暺
曓

k=0

(毩)k
k!(毭)k

zk (A5灡6)
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其中

(毩)k =毩(毩+1)…(毩+k-1)

(毭)k =毭(毭+1)…(毭+k-1) (A5灡7)
此级数解只当毭曎0和负整数才有意义.由式(A5灡6)定义的函数称为合流超几何

函数.
F(毩,毭,z)在方程(A5灡1)的正则奇点z曻曓的性质.按式(A5灡4),当k曻曓时,

Ck/Ck-1 曍1/k
这个比值与ez 的幂级数展开的系数比值相同,因此,z曻曓时,F(毩,毭,z)的发散行

为与exp(z)相同.
对于毭曎整数的情况,与s2=1-毭根相应,方程的另一个线性独立的级数解可

表示为

y=z1-毭u (A5灡8)
代入式(A5灡1),得

zd2u
dz2 +(2-毭-z)du

dz-(毩-毭+1)u=0 (A5灡9)

与式(A5灡1)比较,形式上完全相同,只是参数不同.式(A5灡9)的一个解可以表示

为F(毩-毭+1,2-毭,z).这样,在毭曎整数的情况下,我们找到了方程(A5灡1)的两

个线性独立解,为

y1 =F(毩,毭,z)

y2 =z1-毭F(毩-毭+1,2-毭,z) (A5灡10)

暋暋其他情况:
(a)当毭=0或负整数,应取y2 解.此时F(毩,毭,z)一般没有意义,除非毩曒毭也

是负整数.此时可令毭=-m,毩=-n,(m曒n曒0),F(毩,毭,z)为一个n次多项式

F(-n,-m,z)= 暺
n

k=0

(-n)k
k!(-m)k

zk暋(m 曒n曒0) (A5灡11)

而

y2 =z1-毭F(毩-毭+1,2-毭,z)=z1+mF(m-n+1,2+m,z)
为无穷级数.

(b)当毭=1,y1=y2,两解相同,均为F(毩,1,z).
(c)当毭曒2正整数,应取F(毩,毭,z).因为F(毩-毭+1,2-毭,z)一般失去意义,

除非毩-毭+1是不小于(2-毭)的负整数,此时F(毩-毭+1,2-毭,z)是一个多项式,
而F(毩,毭,z)则为无穷级数(因为毩曒1).

因此,当毭=整数,而毩或毩-毭+1又非适当的负整数时,要用另外办法找第

二解.详细讨论可参阅王竹溪、郭敦仁,《特殊函数概论》(科学出版社,1979)的
第六章.
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附录六暋Bessel函数

1灡Bessel函数

暋暋Bessel方程形式如下:

d2y
dz2 +1

z
dy
dz

+ 1-毻2

z
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 y=0 (A6灡1)

z、毻可以为任何复数.这个方程的一个解是

J毻(z)= 暺
曓

k=0

(-1)k
k!殻(毻+k+1)

zæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2k+毻

argz <毿暋暋(-毿<argz曑毿) (A6灡2)
可以证明,Wronski行列式

J毻(z)暋J-毻(z)暋
J曚毻(z)暋J曚-毻(z)暋

=-2sinv毿
毿z

(A6灡3)

当毻曎n(整数)时,不为零.所以J毻 与J-毻线性无关.但毻=n时,Wronski行列式=0,

Jn 与J-n不是线性无关.还可以证明

J-n(z)= (-1)nJn(z) (A6灡4)

J-n与Jn实际上是一个解.此时,常常选另外一组线性无关解,J毻 与 N毻,其中

N毻 =
(cos毻毿)J毻(z)-J-毻(z)

sin毻毿
(A6灡5)

J毻 称为Bessel函数,N毻 称为 Neumann函数.利用式(A6灡3)容易得出

J毻(z)暋N毻(z)暋
J曚毻(z)暋N曚毻(z)暋

= 2
毿z

(A6灡6)

无论毻是否为整数,J毻 与 N毻 都线性无关,因此,常常用来作为方程(A6灡1)的一组

线性无关解.
为了满足不同问题中的边条件的要求,常常还用到另外一组线性无关解,即第

一类和第二类 Hankel函数.
H(1)

毻 (z)=J毻(z)+iN毻(z)

H(2)
毻 (z)=J毻(z)+iN毻(z)

(A6灡7)

同样,用式(A6灡6)可以证明

H(1)
毻 (z) H(2)

毻 (z)

H(1)曚毻 (z) H(2)曚毻 (z)=-4i
毿z

(A6灡8)

即 H(1)
毻 与 H(2)

毻 是线性无关的.
利用方程(A6灡1)可证明下列递推关系:

J毻+1(z)=2毻
zJ毻(z)-J毻-1(z)暋 或 暋J毻+1(z)+J毻-1(z)=2毻

zJ毻 (A6灡9)
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J毻+1(z)= 毻
zJ毻-J曚毻(z)

J曚毻(z)= 毻
zJ毻(z)-J毻+1(z)= 1

2
[J毻-1(z)-J毻+1(z))]暋(毻曎0)(A6灡10)

J曚0(z)=-J1(z)

d
dz

(z毻J毻)=z毻J毻-1 (A6灡11)

d
dz

(z-毻J毻)=-z-毻J毻+1 (A6灡12)

以上递推公式对 N毻、H(1)
毻 、H(2)

毻 等都同样适用.
当 z 曻+曓时,Bessel函数的渐近行为

J毻(z)曍 2
毿zcosz- 毻+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

毿[ ]2

N毻(z)曍 2
毿zsinz- 毻+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

毿[ ]2

H(1)
毻 (z)曍 2

毿zexpiz- 毻+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

毿[ ]{ }2

H(2)
毻 (z)曍 2

毿zexp -iz- 毻+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

毿[ ]{ }2
(A6灡13)

整数阶Bessel函数可表示为

Jn(z)= 暺
曓

k=0

(-1)k
k!(n+k)!

zæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2k+n

暋(n=0,1,2,…) (A6灡2曚)

Nn(z)的式子较繁,此处不再给出.z=0点是Jn(z)的常点,是Nn(z)的奇点.在z曋
0附近,这些函数的性质如下:

J0(0)=1,暋暋Jn(0)=0暋暋(n曒1)

N0(z)曍2
毿lnz

2

Nn(z)曍-
(n-1)!

毿
zæ

è
ç

ö

ø
÷

2
-n

暋暋(n曒1)暋暋

H(1)
0 (z)曍i2

毿lnz
2

(A6灡14)

H(1)
n (z)曍-i

(n-1)!
毿

lnzæ

è
ç

ö

ø
÷

2
-n

暋暋(n曒1)

H(2)
0 (z)曍-i2

毿lnz
2

H(2)
n (z)曍i

(n-1)!
毿

zæ

è
ç

ö

ø
÷

2
-n

暋暋(n曒1)暋暋

2灡球Bessel方程

球Bessel方程为
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d2y
dx2 +2

x
dy
dx

+ 1-l(l+1)
x[ ]2 y=0 (A6灡15)

通常l=0,1,2,….令

y(x)= 1
x
v(x)

则

d2v
dx2 +1

x
dv
dx+ 1-

(l+1/2)2
x[ ]2 v=0 (A6灡16)

这正是半奇数 l+1/( )2 阶Bessel方程,其解可表示成初等函数.式(A6灡15)的两个

线性无关解常表示成球Bessel函数和球 Neumann函数

jl(x)= 毿
2xJl+1/2(x)

nl(x)= (-1)l+1 毿
2xJ-l-1/2(x)= (-)l+1j-l-1(x)

(A6灡17)

或者它们的线性叠加,例如,球 Hankel函数

hl(x)=jl(x)+inl(x)

hl* (x)=jl(x)-inl(x)
(A6灡18)

jl(x)、nl(x)与hl(x)可表示成

jl(x)= (-1)lxl 1
x

d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
lsinx

x

nl(x)= (-1)l+1xl 1
x

d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
lcosx

x
(A6灡19)

hl(x)=-i(-1)l 1
x

d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
l 1
xexp(ix)

例如,

j0(x)=sinx
x

,暋n0(x)=-cosx
x

j1(x)=sinx
x2 -cosx

x
,暋n1(x)=-cosx

x2 -sinx
x

j2(x)= 3
x3 -1æ

è
ç

ö

ø
÷

x sinx- 3
x2cosx (A6灡20)

n2(x)=- 3
x2 -1æ

è
ç

ö

ø
÷

x cosx- 3
x2sinx

h0(x)=-i
xexp(ix)

h1(x)=- 1
x + i

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 exp(ix)
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h2(x)= i
x - 3

x2 -3i
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

3 exp(ix)

Wronski行列式

jl(x) nl(x)

j曚l(x) n曚l(x)= 1
x2,暋

hl(x) h*
l (x)

h曚l(x) h曚*
l (x)

=-2i
x2 (A6灡21)

递推关系

jl+1(x)=2l+1
x jl(x)-jl-1(x)暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋

或

jl+1(x)+jl-1(x)=2l+1
x jl(x)暋(l>0)暋暋 (A6灡22)

jl+1(x)=l+1
x jl(x)-j曚l(x) (A6灡23)

j曚l(x)= 1
2l+1

[ljl-1(x)-(l+1)jl+1(x)]=l+1
x jl(x)-jl+1(x)

d
dx

(xl+1jl)=xl+1jl-1暋暋(l>0)

d
dx

(x-ljl)=-x-ljl+1 (A6灡24)

上述式子对于nl、hl、h*
l 也同样适用.

其他一些有用的关系式

nl-1jl(x)-nljl-1(x)= 1
x2

j曚0(x)=-j1(x)
(x2j1(x))曚=x2j0(x)

曇
x

j1(x)dx=-j0(x)

曇
x

j0x2dx=x2j1(x) (A6灡25)

曇j2
0x2dx= 1

2x3(j2
0(x)-j-1(x)j1(x))= 1

2x3(j2
0(x)+n0(x)j1(x))

曇n2
0x2dx= 1

2x3[n2
0(x)-j0(x)n1(x)]

曇j2
lx2dx= 1

2x3[j2
l(x)-jl-1(x)jl+1(x)]暋(l>0)

暋暋利用式(A6灡13)与(A6灡14),可以看出以下渐近行为

x曻0暋暋暋jl(x)曍 1
(2l+1)!!x

l

nl(x)曍-(2l-1)!!/xl+1 (A6灡26)
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hl(x)曍-i(2l-1)!!/xl+1

x曻 曓暋暋暋jl(x)曍 1
xsin(x-l毿/2)

nl(x)曍-1
xcosx-l毿æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(A6灡27)

hl(x)曍-i
xexp[i(x-l毿/2)]

3灡变型Bessel方程

变型Bessel方程为

d2y
dx2 +1

x
dy
dx

- 1+毻2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 y=0暋(x为实变数) (A6灡28)

令z=ix,则上式化为z的毻阶Bessel方程.毻曎整数时,J毻(ix)与J-毻(ix)是此方程

的一组线性无关解.为使毻=n(整数)时,方程(A6灡28)的解为实数,引进变型Bes灢
sel函数I毻,

I毻(x)=
exp -1

2i毿æ

è
ç

ö

ø
÷毻J毻[xexp(i毿/2)], -毿<argx曑 毿

2

exp 1
2i3毿æ

è
ç

ö

ø
÷毻J毻[xexp(-3毿i/2)], 毿

2 <argx曑

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 毿

(A6灡29)

用式(A6灡2)代入,得

I毻(x)= xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
毻

暺
曓

k=0

1
k!殻(毻+k+1)

xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2k
,argx <毿 (A6灡30)

毻曎n(整数)时,I毻(x)与I-毻(x)是方程的一组线性无关解,毻=n时,I-毻(x)=I毻(x),
二者相同.此时可引进

K毻(x)= 毿
2sin毻毿

[I-毻(x)-I毻(x)]

=

毿i
2expi毿毻æ

è
ç

ö

ø
÷

2 H(1)
毻 [xexp(i毿/2)] -毿<argx曑 毿æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-毿i
2exp -i毿毻æ

è
ç

ö

ø
÷

2 H(2)
毻 [xexp(-i毿/2)] -毿

2 <argx曑æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 毿

(A6灡31)
In(x)与 Kn(x)是方程的一组线性无关的解.

In(x)在x=0处有界

I0(0)=1,暋暋In(0)=0暋暋(n曒1)
x=0点是 Kn(x)的奇点,当x曻0,有下列发散行为

K0(x)曍-lnx
2

Kn(x)曍
(n-1)!

2
xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
-n

暋暋(n曒1) (A6灡32)

而当x曻曓时,有下列发散行为
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I毻(x)曍 1
2毿x

ex

K毻(x)曍 毿
2xe-x

(A6灡33)

附录七暋径向方程解在奇点r=0邻域的行为

中心力场V(r)中粒子的径向方程

d2R
dr2 +2

r
dR
dr+ 2毺

淈2[E-V(r)]-l(l+1)
r{ }2 R=0

l=0,1,2,… (A7灡1)

r=0是方程的正则奇点.设V(r)满足

r2V(r)r曻
曻
0
0 (A7灡2)

则当r曻0时,相应于指标方程两个根s1=l和s2=-(l+1),有两种渐近行为的解:

R(r)曍rl,暋暋R(r)曍r-l-1暋暋(r曻0) (A7灡3)
下面我们将论证:

(a)物理上允许的解
踿踿踿踿踿踿踿

,在
踿r曻0的渐近行为只能是

踿踿踿踿踿踿踿踿
R(r)曍rl (A7灡4)

另一种渐近行为解必须摒弃.
(b)采用级数解法求解时,相应于两个指标s1=l和s2=-(l+1)的形式如式

(A7灡7)(见下)的解,有时是线性无关的(例如,三维各向同性谐振子,自由粒子,球
方势阱内部),有时则是线性相关的(即只有一个解是独立的),因而另一个线性无

关解需用另法求之.但不管用何种方法求解,两个解在r曻0的渐近行为总不外式

(A7灡3)所示的两种.
以下都采用自然单位,一方面可以使运算过程书写简化,另一方面便于探讨不

同势场的解的联系.

1灡三维各向同性谐振子

考虑到要求在r曻曓处波函数有界,令(自然单位,毺=淈=氊=1)

R(r)=exp(-r2/2)氈(r) (A7灡5)
则

氈曞+ 2
r -2æ

è
ç

ö

ø
÷r氈曚+ 2E-3-l(l+1)

r[ ]2 氈=0 (A7灡6)

在正则奇点r曻0邻域,采用级数解法,令

氈(r)=rs暺
曓

k=0
akrk暋暋(a0 曎0) (A7灡7)
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代入式(A7灡6),得

暺
曓

k=0

{[(s+k)(s+k+1)-l(l+1)]rs+k-2+[2E-3-2(s+k)]rs+k}ak =0

(A7灡8)
由rs-2项系数为0,可求出指标方程(indexequation)

s(s+1)-l(l+1)=0 (A7灡9)
由此求出两个根

s1 =l,暋暋s2 =-(l+1) (A7灡10)
按式(A7灡8)可求出相邻项系数的关系

ak+2 =- 2E-3-2(s+k)
(s+k+2)(s+k+1)-l(l+1)ak (A7灡11)

暋暋(1曘)s1=l情况

由式(A7灡8)中rs-1项系数为0,得出

[(s+1)(s+2)-l(l+1)]a1 =0 (A7灡12)
对于s=l根,必须a1=0,因此a3=a5=…=0.级数中只剩下k=2n(n=0,1,

2,…)次项,而

a2n+2 =- 2E-3-2(l+2n)
(2n+2)(2n+2l+3)a2n暋n=0,1,2,… (A7灡13)

考虑到此级数的渐近行为(r曻曓)与exp(r2)相同,代入式(A7灡5),波函数在r曻曓
时无界,不合物理上要求,因此要求级数中断为一个多项式,即要求当n=nr 时,

2E-3-2(l+2nr)=0,暋暋nr =0,1,2,… (A7灡14)
这样就求出了

E= (2nr+l+3/2)= (N+3/2)

N =2nr+l=0,1,2,… (A7灡15)

暋暋(2曘)s2=-(l+1)情况

由式(A7灡12)给出2la1=0,对于l曎0情况,a1=0,因而a3=a5=…=0.(l=0
情况另行讨论.)级数中也只剩下k=2n项,而式(A7灡11)化为

a2n+2 =- 2E+2l-1-4n
(2n+2)(2n-l+1)a2n,暋n=0,1,2,… (A7灡16)

式中分母不可能为0.如E 仍取式(A7灡14)所给本征值,上式分子不可能为0,因而

必为无穷级数解.由a2n+2/a2n曻1
n

(n曻曓),可判断当r曻曓时,用无穷级数解

曍exp(r2),代入式(A7灡5),所得解是物理上不允许的.但如果与s1=l情况同样处

理[见式(A7灡14)],让

2E+2l-1-4nr =0,暋暋nr =0,1,2,… (A7灡17)
则级数解也可以中断为一个多项式,似乎也可以接受.这样,得出能量本征值

E= (2nr-l+1/2) (A7灡18)
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相当于式(A7灡15)中l曻-(l+1).此时E 可以为-曓,这个解是物理上不能接受

的.这个解也可以从波函数的统计诠释予以排除.按照统计诠释对波函数提出的要

求(见2灡1节),当r曻0时,设氉曍1/rs,则必须s<3/2,否则在r曋0邻域中任意小体

积元中找到粒子的概率并不随小体积元趋于0而趋于0.对于氈(r)曍r-(l+1)(r曻0)形

式的解,l曎0情况显然是不允许的.对于l=0情况,氈(r)曍1
r

(r曻0),它并不违背

统计诠释的要求.但l=0情况,形式如下的解:

氉0 曍exp(-r2/2)1
rY0

0 曍 1
r暋暋(r曻0)

并非Schr昳dinger方程的解(如果要把r=0点包含在内),因为

殼

21
r=-4毿毮(r),

因而

(H-E)1
r =2毿淈2

毺
毮(r) (A7灡19)

2灡三维自由粒子

径向方程为

d2R
dr2 +2

r
dR
dr+ 2毺

淈2E-l(l+1)
r[ ]2 R=0 (A7灡20)

令

k= 2毺E/淈,暋暋毼=kr (A7灡21)
则

d2R
d毼2 +2

毼
dR
d毼

+ 1-l(l+1)
毼[ ]2 R=0 (A7灡22)

正是球Bessel方程.它的两个线性无关解为球Bessel函数和球 Neumann函数,

jl(kr)= 毿
2krJl+1/2(kr) (A7灡23)

nl(kr)= 毿
2krJ-l-1/2(kr)

r曻0时,它们的渐近行为是

jl(kr)r曻
曻
0 (kr)l

(2l+l)!! 曍rl

nl(kr)r曻
曻
0
-

(2l-l)!!
(kr)l+1 曍r-l-1

(A7灡24)

它们都不是平方可积的.因此,借助于平方可积条件并不能只排除它们之中的一

个,而是全部都排除掉,所以此论据不妥当.正确的论证仍应与三维谐振子相同.
l曎0的解n1(kr)在r曻0的渐近行为是统计诠释所不允许的.而对于l=0,
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n0(kr)=-coskr
kr

r曻
曻
0
-1
kr

(A7灡25)

它不是Schr昳dinger方程的解(如包含r=0点在内).
A.Messiah,QuantumMechanics一书中给出另一种论证方式.在平方可积

的态矢氉张开的空间中,根据径向动量

p暷r =-i淈 灥
灥r+1æ

è
ç

ö

ø
÷

r
(A7灡26)

的厄米性要求,

0= (氉,p
暷

r氉)-(p
暷

r氉,氉)=曇[氉*p
暷

r氉-(p
暷

r氉)*氉]d3x

= 淈
i曇

毿

0
sin毴d毴曇

曓

0
d氄曇

2毿

0
dr灥

灥rr氉 2 (A7灡27)

由于r曻曓,r氉曻0(平方可积),即
lim
r曻曓

r氉=0 (A7灡28)

式(A7灡27)右边才能为0,因而p
暷

r(从而 H)的厄米性才能得到保证.凡渐近行为是

氉曍 1
rl+1暋暋(r曻0)

的解,均不满足式(A7灡28),都应予以摒弃.

3灡二维各向同性谐振子

径向方程(自然单位)表示为

d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

-m2

氀2 +(2E-氀2[ ])R(氀)=0

m =0,暲1,暲2,… (A7灡29)
考虑到氀曻曓波函数要求有界,令

R(氀)=exp(-氀2/2)氈(氀) (A7灡30)
则式(A7灡29)化为

氈曞+ 1
氀

-2æ

è
ç

ö

ø
÷氀氈曚+ 2E-m2

氀2 -æ

è
ç

ö

ø
÷2氈=0 (A7灡31)

在正则奇点氀=0邻域,令

氈(氀)=氀s暺
曓

k=0
ak氀k暋暋(a0 曎0) (A7灡32)

代入式(A7灡31),得

暺
曓

k=0

{[(s+k)2-m2]氀s+k-2+[2E-2-2(s+k)]氀s+k}ak =0 (A7灡33)

最低次项氀s-2系数=0,得出指标方程

s2-m2 =0 (A7灡34)
因此
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s=暲 m (A7灡35)
再根据氀s-1项系数=0,得

[(s+1)2-m2]a1 =0
根据式(A7灡35),必须

a1 =0 (A7灡36)
由式(A7灡33)可求出

ak+2 =-
(2E-2)-2(s+k)
(s+k+2)2-m2 ak (A7灡37)

由式(A7灡36)与(A7灡37),可知a2n+1=0,n=0,1,2,….级数中只剩下k=2n(n=
0,1,2,…)项.

对于s= m 根,

a2n+2 =-
(2E-2)-2(m +2n)
(m +2n+2)2-m2 a2n

n=0,1,2,… (A7灡38)
按照波函数在氀曻曓处的束缚态加条件,要求级数中断为一个多项式,由于上式分

母不为0,所以要求

(2E-2)-2(m +2n氀)=0
n氀 =0,1,2,…,暋暋 m =0,1,2,…

即

E= (2n氀+ m +1)暋暋(自然单位) (A7灡39)

暋暋对于s=- m 根,式(A7灡37)化为

a2n+2 =-
(2E-2)+2 m -4n

(- m +2n+2)2-m2a2n (A7灡40)

若E 仍取式(A7灡39)给出的本征值.除m=0外,上式分子不可能为0,而分母可化

为(2n+2)(2n+2-2 m )=4(n+1)(n- m +1).当n= m -1时,分母为0,
因此,要求a2 m -2=0.联合式(A7灡40),可得

a2 m -2 =a2 m -4 = … =a2 =a0 =0 (A7灡41)
但这与假设a0曎0矛盾栙.因此径向方程的另一个线性独立解需用另法求之.
它是栚
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栙

栚

如认可式(A7灡41),就会发现得出的级数解与s= m 根相应的解是同一个解.因为此时级数从

a2|m|才开始不为0,不为0的首项曍氀-|m|·氀2|m|=氀|m|,而相邻项系数的关系为[在式(A7灡37)中,令k=
2 m +2毻,毻=0,1,2,…]

a2|m|+2毻+2=-
(2E-2)+2 m -2( m +2毻)
(- m +2 m +2毻+2)2-m2a2|m|+2毻

暋暋暋暋暋=-
(2E-2)-2( m +2毻)
( m +2毻+2)2-m2 a2|m|+2毻暋暋(毻=0,1,2,…)

这与式(A7灡38)实质上相同.
参阅王竹溪、郭敦仁,《特殊函数概论》,科学出版社,1979.



氈2(氀)=g氈1(氀)ln氀+氀-旤m旤暺
曓

k=0
bk氀k (A7灡42)

其中氈1(氀)就是与根s= m 相应的无穷级数解[见式(A7灡32)].

可以看出,对于m曎0情况,当氀曻0,氈2(氀)曍氀-|m|.但根据统计诠释要求(见

2灡1节),这 是 物 理 上 不 允 许 的.对 于 m=0,当氀曻0,氈2(氀)曍ln氀,但 它 不 是

Schr昳dinger方程的解(如包含氀=0点在内).因为二维Laplace算子对ln氀的运算

殼

2ln氀=-毮(x)毮(y) (A7灡43)

因此

(H-E)ln氀=淈2

2毺
毮(x)毮(y) (A7灡44)

所以只有与根s= m 的解(多项式解)才是物理上允许的,相应的本征值由式

(A7灡39)给出.

4灡二维氢原子

径向方程表示为(自然单位,淈=毺=毷=1)

d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

-m2

氀2 +2E+2æ

è
ç

ö

ø
÷

氀
R(氀)=0

m =0,暲1,暲2,… (A7灡45)

考虑到波函数在氀曻曓的渐近行为,令

R(氀)=exp(-毬氀)氈(氀) (A7灡46)

毬= -2E暋(E <0) (A7灡47)

则

氈曞+ 1
氀

-2æ

è
ç

ö

ø
÷毬氈曚+ (2-毬)1

氀
-m2

氀[ ]2 氈=0 (A7灡48)

令

氈(氀)=氀s暺
曓

k=0
ak氀k暋暋(a0 曎0) (A7灡49)

代入式(A7灡48),得

暺
曓

k=0

{[(s+k)2-m2]氀s+k+2+[-2毬(s+k)+(2-毬)]氀s+k-1}ak =0

(A7灡50)

比较最低次项系数,得

s2-m2 =0
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所以

s=暲 m (A7灡51)

暋暋对于s= m 根,由式(A7灡50)得

ak+1 =- 2-毬(2 m +2k+1)
(k+1)(2 m +k+1)ak

k=0,1,2,… (A7灡52)
同样,为保证氀曻曓波函数有界,级数必须中断为一个多项式,考虑到上式分母不

为0,所以要求

2-毬(2 m +2n氀+1)=0,暋暋n氀 =0,1,2,… (A7灡53)
由此得出

毬=- 1
n氀+ m +1/2

由式(A7灡47),得

E=-毬2/2=- 1
2n2

2
暋暋(自然单位)

n2 =n氀+ m +1
2 = 1

2
,3
2

,5
2

,… (A7灡54)

暋暋对于s=- m 根,

ak+1 =- 2-毬(-2 m +2k+1)
(k+1)(-2 m +k+1)ak (A7灡55)

当k=2 m -1时,上式右边分母为0,为使展开系数有意义,必要求a2 m -1=0,
联合式(A7灡55),知

a2 m -1 =a2 m -2 = … =a1 =a0 =0 (A7灡56)
这与a0曎0矛盾栙.这表明方程的另一个线性独立解需用另法求出.它们是

氈2(氀)=g氈1(氀)ln氀+氀-旤m旤暺
曓

k=0
bk氀k (A7灡57)

与二维谐振子相同,这个解也应予摒弃.

5灡二维自由粒子

径向方程为

-淈2

2毺
d2

d氀2 +1
氀

d
d氀

-m2

氀
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 R(氀)=ER(氀),暋E >0 (A7灡58)

令
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栙 如认可式(A7灡56),则级数从a|2m|开始不为0,此时不为0的首项曍氀-|m|+2|m|=氀|m|,而相邻项系数

的关系为[在式(A7灡52)中令k=2|m|+毻,毻=0,1,2,…]

a2|m|+毻+1=2-毬(2|m|+2毻+1)
(毻+1)(2|m|+毻+1)a2|m|+毻,暋暋毻=0,1,2,…

此式与式(A7灡52)实质上相同.因此,得出的解与s=|m|情况是同一个解.



k= 2毺E/淈,暋暋毼=k氀 (A7灡59)
式(A7灡58)化为

d2R
d毼2 +1

毼
dR
d毼

+ 1-m2

毼
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 R=0,暋m =0,暲1,暲2,… (A7灡60)

此乃整数阶Bessel方程.众所周知,与指标方程的两个根s=暲m(以下为方便,取

m>0)相应的解Jm (毼)和J-m (毼)是线性相关的.通常取另外一个线性独立解为

Neumann函数

Nm(毼)=cosm毿Jm(毼)-J-m(毼)
sinm毿

(A7灡61)

氀曻0时,他们的渐近行为是

Jm(k氀)曍氀m暋暋 暋(m >0)

Nm(k氀)曍氀-m暋暋暋(m >0) (A7灡62)

N0(k氀)曍ln氀
Nm(k氀)解必须摒弃的理由同上.

附录八暋自 然 单 位

采用自然单位,就是以体系的几个基本的特征量作为相应的物理量的单位.在
具体的计算中,可令相应的物理量或参量为1,因而在运算过程中这些参量不再出

现.我们只需在最后的计算结果中按照各物理量的量纲添上相应的单位即可.自然

单位的优点是,一方面运算过程的书写可以简化,另一方面是使人对体系的各种特

征量的数量级有清楚的印象.此外,使用自然单位还便于研究不同体系的数学处理

之间可能存在的密切关系,例如,研究各向同性谐振子势和 Coulomb势中粒子的

能量体征值和本征函数的关系.为方便起见,我们在表 A灡2中给出几种常见位势

中粒子的自然单位,以供查阅.其中包括:

1)毮势

V(x)=毭毮(x)

2)线性势

一维 暋V(x)=
Fx, x>0(F>0)

曓, x<{ 0
三维 暋V(r)=Fr

3)谐振子势

一维 暋V(x)= 1
2毺氊2x2

二维 暋V(氀)= 1
2毺氊2氀2
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三维 暋V(r)= 1
2毺氊2r2

4)Coulomb势

V(r)=- 毷
r

对于类氢原子,

毷=Ze2

对于氢原子(Z=1),

毷=e2

表A灡2暋自然单位

毮势

毺=淈=毭=1

线性势

毺=淈=F=1

谐振子势

毺=淈=氊=1

Coulomb势

毺=淈=毷=1
能量[E] 毺毭2/淈2 (淈2F2/毺)1/3 淈氊 毺毷2/淈2

长度[L] 淈2/毺毭 (淈2/毺F)1/3 淈/毺氊 淈2/毺毷

时间[T] 淈3/毺毭2 (毺淈/F2)1/3 氊-1 淈3/毺毷2

速度[v] 毭/淈 (淈F/毺2)1/3 淈氊/毺 毷/淈

动量[p] 毺毭/淈 (毺淈F)1/3 毺淈氊 毺毷/淈
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常用物理常量简表

国际单位制 Gauss单位制

Planck常量 h=6.6260755(40)暳10-34J·s
淈=h/2毿=1.05457266(63)暳10-34J·s

=6.5821220(20)暳10-22MeV·s

h=6.626暳10-27erg·s
淈=1.055暳10-27erg·s

=6.582暳10-22MeV·s

真空光速 c=2.99792458暳108m·s-1 c=2.998暳1010cm·s-1

电子电荷 e=1.60217733(49)暳10-19C e=4.803暳10-10esu

质子质量单位 u= 1
12

(12C原子质量)

=1.6605402(10)暳10-27kg
=931.49432(28)MeV/c2

u=1.6605暳10-24g

真空电容率

真空磁导率

毰0

毺 }
0

暋毰0毺0=1/c2

毰0=8.854187817…暳10-12F·m-1

毺0=4毿暳10-7N·A-2

毰0=1

毺0=1

精细结构常数 毩=e2/4毿毰0淈c=1/137.0359895(61) 毩=e2/淈c災1/137

电子质量 me =9.1093897(54)暳10-31kg
=0.51099906(15)MeV/c2

me =9.109暳10-28g
=0.511MeV/c2

Bohr半径 a=4毿毰0淈2/mee2=0.529177249(24)暳10-10m a=淈2/mee2=0.529暳10-8cm

电子Compton波长 毸e=淈/mec=3.86159323(35)暳10-13m 毸e=淈/mec=3.862暳10-11cm

电子经典半径 re=e2/4毿毰0mec2=2.81794092(38)暳10-15m re=e2/mec2=2.818暳10-13cm

Rydberg能量 hcR曓 =mee4/(4毿毰0)22淈2=mec2毩2/2
=13.6056981(40)eV

hcR曓 =mee4/2淈2=13.61eV

Bohr磁子 毺B=e淈/2me=5.78838263(52)暳10-11

MeV·T-1 毺B=e淈/2mec=9.273暳10-21erg/Gs

质子质量 mp =1.6726231(10)暳10-27kg
=938.27231(28)MeV/c2

=1.007276470(12)u
=1836.152701(37)me

mp =1.6726暳10-24g
=938.272MeV/c2

=1836.15me

中子质量 mn=939.56563(28)MeV/c2

mn-mp=1.293318(9)MeV/c2

mn=939.566MeV/c2

mn-mp=1.293MeV/c2

Boltzmann常量 k=1.380658(12)暳10-23J·K-1

=8.617385(73)暳10-5eV·K-1

k=1.3807暳10-10erg·K-1

=8.6174暳10-5eV·K-1

Avogadro常量 NA=6.0221367(36)暳1023mol-1 NA=6.022暳1023mol-1

暋暋换算关系:1痄=10-10m=10-8cm=0.1nm

1fm=10-15m=10-13cm

1b(barn)=10-28m2=10-24cm2

1eV=1.60217733(49)暳10-19J=1.602暳10-12erg

0曟=273.15K
本表选自ParticleDataGroup编,Reviewofparticleproperties,PhysLett.B204(1988).
还可参阅E.R.CohenandB.N.Taylor,PhysicsToday,Aug.1993,BG9灢BG12.
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索暋暋引栙

一暋画

一维Coulomb势 113,116,117,240,242,243
一维定态问题 63
一维氢原子 67,215,240,241
一维谐 振 子 63,65,84,86,106,145,147,163,

168,169,192,194,208,210,215,224,248,255,

272,332,375,393,505

二暋画

二能级体系 377,410
二维Coulomb势 236,240,320,456,457,459
二维Coulomb散射 456,460
二维各 向 同 性 谐 振 子 235,236,253,254,259,

332,538
二维氢原子 236,239,240,457,460,540
力学量 22,35,37,41,43,44,53,55,57,125,127,

132,135灢137,139灢141,143,146灢150,157,159灢
161,165灢168,172,175,191,193,223,232,256,

269,271,274灢278,280,282,283,289,292,308,

319,332,345,346,389,390,400灢402,471,472
力学量完全集 147,148,160,167,269,270,274,

278,319,345,346,390,471,472

三暋画

久期方程 372,385
三重 态 308,309,312,358,428灢430,443,466,

468,481,489,493
三 维 各 向 同 性 谐 振 子 206,208灢210,213,214,

227,228,236,324,380,535
三原子直线分子 482,484
幺正变换 166,172,179,209,268,274,285,336,

346,347
幺正矩阵 270,285

四暋画

不含时微扰论 395,396

厄米算符 132,134灢137,141,143,147,149,150,

152,154,155,157,158,172,176,192,194,196,

285,333,343,387,406,471
比热 2,7,9,13
中心力场 14,26,64,160灢162,170,175,194,195灢

200,206,209,223,226,227,230灢232,244,248,

258,289,294,295,302,320,324,384,392,402,

417,423,431,432,436,451,476,477,535
内禀角动量 176,287
内禀磁矩 223,287,288,293,294,301,305,327,

328,330,384,388
升算符 334,339
反对称化算子 188,189
反射系数 78,79,90,91,94,120
反常 Zeeman效应 185,286,288,295,303,305,

306,375
反磁性 254
分波法 431,432,435,437,452
双毮势 123,124
双线结构 185,286,288,303,304
双原子分子的转动与振动 478
双缝干涉 29,31
幻数 261,315,316,320灢322,324,325

五暋画

正交 性 86,300,349,405,444,453,372,521,

525,527
正则动量 50,155,249灢251,263,294,336
正氢 468,481
正常Zeeman效应 257,259,295,305,375
节点 18,67,69,75,197,203,210,215,219,233,

241,242,254
本征值 22,37,45,50灢53,55灢57,63灢67,72,75,84,

86,89,94,99,101,104,107灢109,111,112,115,

116,135灢140,142,143,145,146,148灢150,152,

153,155,162,163,165,176,177,179,182,183,
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185,192,196,197,199,203,205,208,223,226,

227,231灢233,236,238,240,247,254,255,257灢
259,267,274灢278,281,282,285,289,290,296,

298,303,305灢312,326,330灢334,336,337灢339,

341,343,346,360,361,363,364,368,372,375,

383灢385,387,388,390,395,400,410,413,429,

431,447,457,460,470,471,472,480,506,507,

536,539,540
左矢 277,278
右矢 277,278
平均值 11,39,41灢44,53,56,61,117,125,134灢
136,140,142,149,157,159灢161,164灢167,186,

191,192,223,227灢230,232,240,243,252,275,

276,284,283,312,326,328,330,333,341,359,

360,365,367,374,389,390,404,443,468,470,

472,473,475,487,502,503,507
平面转子 25,138,148,367
归一化 33灢36,41灢44,48,59,61,68灢70,72,86,89,

92,115,117,135,137灢139,143灢145,150灢153,

157,159,184,189,202,205,210,218,222灢224,

238,239,247,278,281,283,288,289,297,309,

334,335,343,357,358,364,369,373,446,470,

471,473,476,486,489,505灢507,510
电子云 222,477,492灢495
电子对湮没 11,47
电子衍射 28,29
电子偶素 11,245
电介质的极化率 364
电四极矩 302,303,322
电磁场 2,22,23,48,59,249,250,252,253,264,

403,405,511
半壁无限高势垒 75,206
对应原理 13灢16,22,88,99,390
对易力学量完全集 147,148,319
对易 式 126灢128,154,155,267,295,309,332,

333,336,338,341,345
对称性 23,72,104,106,139,148,159,170灢172,

179灢188,190,191,195灢197,209,214,220,222,

231,234,240,258,259,314,355,357,358,364,

367,371,372,375,392,417,423,427,428,446,

456,472,477,481,486,487,489,492,502
对称能 502,503
对数中心势 62,195,198,229

六暋画

动力学对称性 195,209,214,259,314,446

动量本 征 态 37,44,50,56,148,150,152,185,

282,431
动量表象 56。62,113,115,117,122,123,132,

147,226,245,278,281,282
动量转移 423
动量算符 43,114,125,128,152,156,173,175,

176,178,195,290,295,332,338,345,359
共同本征函数 140,148,149,158,205,258,305,

329,456,522
共价键 188,492灢494
共振 80灢84,93,96,404,410,440灢442
共振透射 81,82
共振宽度 83,441
全同粒 子 171,180灢184,186灢188,190,191,322,

330,331,357,358,380,427,428,434,466
合流超 几 何 函 数 208,213,241,254,448,451,

457,528,529
各向 同 性 谐 振 子 195,206,208灢210,213,214,

227,228,235,236,253,254,259,323,324,332,

380,503,535,538,542
交换 对 称 性 171,180灢185,187,188,191,358,

427,428,477,481,489,492,502
有效力程 443
轨道杂化 495,496
光子的偏振 57,59
光电效应 4,8,9,24,58
光的吸收与辐射 402,403
光的波动说 9,27
光的微粒说 9,16
光学定理 420,436,437,446
光量子 8灢13,16,24,58,59
光谱项 5,6,13,14
因式分解法 332
吸收系数 406,416
回转磁比值 223,288
回旋角频率 267
刚球散射 437,439,467
氘核 77,183,442,443,507,508
传播子 49,51
仲氢 468,481
自发辐射 400,403,406灢409
自洽场 322,475,477
自旋 15,54,174灢176,180,181,183灢188,223,248,

261,286灢289,293灢295,298,299,301灢312,314,

319灢321,324灢332,338,341,345,358,369,372,
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380,382,384,388,389,406,411,427灢431,443,

444,466,468,469,481,482,485,486,489,493,

496,497,500,501,503
自旋 轨道耦合 294,324灢326,406,501
自然单位 85,97,98,99,100,101,114,199,207灢
209,212,214,215,218,235灢238,240,241,243,

314,332灢336,505,535,538灢543
宇称 65,70灢73,75,87,91,92,119,121,123,139,

145,148,163,171,175灢179,182,240灢242,325,

326,330,365,366,371,394,405灢407,486,

487,507
守恒量 53,147,150,159灢163,167,168,170,172,

175,177,179,182,191,192,195,196,209,214,

219,231,237,256,258,295,306,326,331,333,

373,387灢390,396,402灢406,415,417,418,430灢
432,447,456,458,479,481

守恒量完全集 147,160,161,162,179,196,204,

205,210,219,231,237,253,255,258,267,289,

295,303,305,331,337,384,387,456

七暋画

形状因子 426,465
均匀电场 26,99,248,267,337,366,367,506,507
壳结构 46,171,184,259,260,295,303,312,314灢
316,318灢322,486,495,496

极化 329,364灢367,413,429,430,444,466,468,

506,508
极化矢量 329
束缚态 15,52,63,64,66,67,71灢74,82,84,86,

91,92,94,96,97,106,113,117,118,119,123,

157,197,199,202,203,205,206,213,214,223灢
225,230,231,235灢238,240,241,244,245,248,

255,303,314,334,390,413,420,442灢444,446,

450,455,457,460,470,473,479,487,489,493,

506,539
连带Legendre多项式 114,524
连续变换 166,172,179
连续谱 106,139,150,151,157,270,278,279,281
投影算符 131,278,293,312
时间的均匀性 179
作用量子 12,24
低能共振散射 440
位 力 定 理 223,226,229,240,244,245,248,

472,503
位形空间 35,37,191

坐标表象 54,56,65,113,114,115,117,123,125,

132,137,147,149,225,251,278,281,282,

294,335
角动量的耦合 298,345,356,358
角动量算符 43,128,175,176,178,195,290,295,

332,338,345,359
系综 49,135
完备性 148,282,417,518
初值问题 49,50

八暋画

表象 54灢56,65,113灢115,117,122,123,125,132,

133,137,147,149,165,167,168,191,193,194,

201,225,226,245,251,268,269灢285,289,291灢
294,308灢311,326,328,329,335,341,343,345灢
348,360,375,384,385,387,388,391,394,410

态密度 70,399,498
态叠加原理 55灢57,125,147,170,171,269
势垒穿透 46,79
非简并态微扰论 362,363,368,371,375
含时微扰论 389灢391,395,396
径向方 程 195,197灢199,201,205灢207,212,226,

231,232,235,237,241,245,253,324,432,434,

442,456,458,479,535,537灢541
非弹性散射 437,444灢446
规范不变性 252
固体比热 7,9
物质波 16灢18,22,28灢30,45
质心坐标系 330,462灢464,477
受激辐射 402,403,406,407,409
周期场 106,107灢109,112,122,192
周期性边条件 137,138,152,380
周期律 1,23,46,185,211,240,312,313灢316,486
变分 法 199,361,370,470,472,473,475,489,

489,505,506,507
变分原理 470,472灢475
单态 308,309,312,326,358,369,383,428,429,

430,443,444,466,468,481,489,496
波包 1,29,35灢38,44,46,56,61,3,104,113,114,

120,151,163灢165,186,191,366,400,417,419,

509灢512
波动 粒子二象性 28,38,57,86,140,160,180
波动 力 学 19,21,22灢24,28,45,51,84,185,

312,419
波函数的统计诠释 22,24,28,32,33,37,39,43,
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49,52,59,65,68,77,142,147,150,390,537
定态 12,13,15灢17,21,51,53,55,63,65灢67,74灢
76,88,91,92,98,106,147,161,163,164,170,

191,196,203灢205,219,226,229,230,234,242,

357,361,388灢400,406,418,442,472,507,512
空间反射不变性 64,91,176,177,182,507
空间各向同性 173,175
实验室坐标系 462灢464,466
线性中心势 195,198,199
线性势 96灢99,113,114,165,199,542,543
线性算符 57,125,126,171,176
组合规则 5

九暋画

降算符 332灢334,338,339
标积 132,150,155,269,270,272,275,276,278,

283,309,362,372
相干叠加性 30,32,37,56
相互作用表象 394
相对坐标 185,186,200,416,428,479,481,482
相位不定性 144,292,341,347
相空间 14,40,50,55,154,332
相速度 511
相移 432灢438,445,446,452,459,467,468
矩阵力学 15,21灢22,24,84,185,314
矩 阵 表 示 271灢274,279,285,291灢293,311,

360,385
氢分子 468,481,485灢487,489,490灢493
氢分子离子 485,486,487,489
氢原子 5,6,11灢17,22,29,48,67,96,101,104,

156,198,211,212,214灢220,222,223,227,228,

236,239灢241,245灢246,304,312,314,361,366,

367,369灢373,381灢383,390,393,407,408,411,

446,450,452,453,457,460,467,486,489,490,

492,493,495,506,508,540,543
氢原子的极化率 366
氢键 496
选择规则 307,340,364,392,405,406,407
重力场 96,100,101,103灢105
暋~的离散能级98,100
重叠积分 487,492
独立粒子模型 315,322,475
类氢离子 217,219,236,295
类氦离子 369,370,474
逆算符 130,131

总 角 动 量 176,192,201,294,295,299,326,

331,338
屏蔽Coulomb势 315,316,320
屏蔽效应 240,314,315,320,426,474,475,495

十暋画

核磁子 301,326
原 子 单 位 212,219,320,369,370,475,485,

488灢490
氦原子 6,15,181,185,369,370,475,493
离子键 492,493
离化能 370,475
离心势能 196,197,206,228,229,480
离散谱 68,74,119,269,278,281
涨落 117,135,136,140,141,246
能级宽度 84
能带结构 106,109
能量本 征 方 程 54,63,104,107,196,200,231,

245,253,361,365,387,475,484,486,490
能量 时间不确定度关系 399灢401

十暋一暋画

球Bessel函数 204,205,432,532,537
球方势阱 195,201,202灢206,214,215,233,234,

244,246,323,324,438,439,442,535
球方势垒 437,439,467
球谐函数 143,144,300,405,434,522,526,527
跃迁速率 391,397灢399,403灢406,410
跃迁概率 325,390灢393,396灢398,404,407,413
脱出功 9
旋量波函数 288
粒子数表象 191
谐振子 24,25,63,65,84,86灢89,106,113,114,

122,145,147,156,162,163,165,168,169,192,

194,195,198,206灢210,213灢215,224,225,227,

228,235,236,247,248,253灢255,259,260,267,

272,273,323,324,332,334灢337,343,361,364灢
366,369,375灢377,379,380,393,410,484,501,

503,505,519,520,535,537,538,541灢543
弹性 散 射 392,416,423,433,437,444灢446,457灢
459,466

十暋二暋画

超几 何 函 数 208,213,241,254,448,451,457,

528,529
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超导现象 20,49,261,262,475
散射 6,10,11,15,19,30,33,44,63,77,94灢96,

106,113,120,162,165,170,322,392,413灢420,

422灢446,448灢454,456灢462,465灢469,501,504
暋~低能粒子 439,466
暋~非弹性 413,437,444灢446
暋~刚球 437灢439,467
暋~弹性 2,30,33,122,392,413,416,423,433,

437,444灢446,457灢459,462,466,482
散射长度 443,444,467,468
散射波幅 94灢96,416灢418,423,425,430,432,433,

437,444,449,452灢454,459,460,465,466灢469
散射截面 414,416,418,423,425,426,429,431,

436,439,441,443,466,468,469
最小作用原理 16,17,27
最短光程原理 16,27
量子化条件 13灢18,22灢26
量子论 8,9,12,13,15,16,21灢24,184,218灢220,

286,390
量子 跃 迁 12,13,15,21,162,387,390,392,

395,413
黑体辐射 2灢4,8,9,16,23
等效原理 103,104

十暋三暋画

概率守恒 47,48,61,63,79,166,171,251,420
概率波 30,31,33灢35,37,51
概率流密度 47,53,78,222
概率密度 35,36,44,47,53,55,87,147,150,151,

164,186,220,288,400
零点能 86,488
频率条件 12,13,14,15,21,403
简正坐标 377,483
简并 64灢67,70,72,101,106,138灢140,145,146,

149,157,160,162,163,170,177,182,184,196,

197,204,208,209,211,214,216,219,229灢232,

234灢236,238,240,241,247,254灢261,275,284,

303灢308,314,317,319,320,331,332,357,361灢
363,368,371,372,374灢377,379灢385,387,392,

396,410,431,456,495,498,499,500,503,507
群速度 28,400,511
截面 181,222,250,322,413灢416,418灢420,423,

425灢431,436灢441,443灢445,448,450,464灢469
微扰 1105,170,304,306,307,324,332,361灢385,

389灢399,403,404,410,411,420,422,470,474,

475,506灢508
暋突发~ 389
暋常~ 暋
暋周期~ 暋暋
微扰论 170,304,306,324,332,361,362灢365,367灢
372,374,375,377,379,380灢382,384,385,389灢
393,395,396,398,403,411,420,422,470,474,

475,507,508
暋束缚定态~ 暋
暋简并态~ 暋
暋非简并态~ 暋
暋含时~ 暋

十暋四暋画

磁化率 383,500
磁共振 1
磁矩 180,222,223,253,254,258,286灢288,293,

294,301,305,325灢330,383,384,388,411,500
磁通量量子化 265
算符 22,41灢43,52,54,56,57,114,125,126,128灢
141,143,147灢150,152,154,155灢158,162,165灢
173,175,176,178,179,181,182,191灢196,201,

248灢251,256,266灢268,271灢274,278灢281,285,

289灢291,293,295,301,308灢312,327,330灢334,

336灢339,343灢345,359,366灢367,371,387,389,

394,405,406,447,458,468,471
算符的函数 131
算符的乘幂 129
谱的分解 36

十暋五暋画以上

耦合谐振子 375
箱归一化 152
激光 1,23,402,403,405,408,409

Bell基 309,310
Bessel函数 97,98,100,115,204,205,232,432,

459,530,531,532,537
Bloch定理 108灢110
Bohr半径 104,212,214,220,245,246,295,366,

371,382,383,390,394,395,403,411,450,

465,544
Bohr磁子 233,286,294,301,384,500,544
Boltzmann佯谬 7,13
Born灢Oppenheimer近似 371,477,48,485
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Born近似 420,422,425,436,465灢467,469
Bose灢Einstein凝聚 1,23
Bose子 49,183,184,189,190,262,357,358
Bose统计 23,183,288
Breit灢Wigner公式 83,440灢442
Clebsch灢Gordan系数 332,346
Compton波长 11,105,544
Compton散射 10,11
Cooper对 49,262,266
Coulomb场 14,26,195,238,240,242,243,257,

258,303,314,415,448,495
Coulomb散 射 96,416,424灢426,446,449,450,

452灢454,456,460
Dirac梳 111,112
Dirac符号 277,282,307
Fermat最短光程原理 27
Fermi子 49,155,183,184,188灢190,357,358,

481,497,501
Fermi气体 171,493,497灢499,501灢503
Fermi统计 23,183,288
Fermi能量 498,501,502
Fermi黄金规则 399
Floque定理 107
Fourier分析 36,399,509,510
Gauss波包 37,38,509,510,512
Green函数 420灢422

g因子 223,288,294,301,328,330
Hartree自洽场 475
Heisenberg方程 167,192,248
Heisenberg图像 165,167,168,170,192
Hellmann灢Feynman定理 197,223,245
Hermite多项式 85,86,88,89,272,366,518灢522
Hilbert空间 40,150,167,269,277,308
Jacobi恒等式 127
Landau能级 253灢257,259,267,336,337
Larmor角频率 255
Legendre多项式 144,443,453,518,522灢525
Lippman灢Schwinger方程 420,421
LS耦合 358
Lyman线系 216,372,408
Maupertuis最小作用原理 16

Meissner效应 264,265
np散射 442,443
Paschen线系 5,14,217
Pauli矩阵 289,292,293,342
Pauli原理 183灢185,188,189,261,262,312,314,

315,320灢322,358,477,493,497,498,500灢503
Pickering线系 14,217,218
Planck公式 3,4,8
Planck理论 8
Poisson括号 127,192
Rayleigh灢Jeans公式 3,4,16,407
Regge极点 454,456,461
Rutherford模型 7,12,13
Rydberg常量 5,14,215,460
Schmidt公式 301,325
Schr昳dinger方程 22,28,30,44,45,47灢54,57,61灢

63,65,68,71,72,74,77,78,84,89,91,94,96,

99,101,104,109,113,114,116,117,122,125,

126,149,159,166,167,171,179,193,197灢199,

206,211,226,230,235,236,240,249,252,253,

258,263,275,276,280,283,303,312,315,322,

332,334,365,376,387,389,391,393,394,402,

418,420,428,432,446,447,450,451,456,470,

471,472,475,476,479,482,483,537,538,540
Schr昳dinger因式分解法 332
Schr昳dinger图像 165灢170
Schwinger表象 343
Slater行列式 189
Stark效应 364,366,372,395,396
Stern灢Gerlach实验 287
Thomson模型 6,7,12
VanderWaals力 371
Wien公式 3
Woods灢Saxon势 195,206,323,324,501
Zeeman效 应 185,257,259,286,288,295,303,

305,306,364,375,395,396

毮势阱 67,91,92,94,117,122,123,242,243
毮势垒 89,91,93,94,122灢124
毮函数 36,56,151灢154,278,398,512灢518
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