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前言 

《群论》作为 19 世纪发展起来的一门近世代数的分支，在近代物理学研究

中占据着举足轻重的位置。在我国物理学专业教学中，《群论》一般是物理学院

部分专业研究生的一门必修课，对学有余力的本科生，也可选修。北京大学物理

学院近年来一直使用两个学期完成来完成该方面教学，秋季学期开设《群论一》，

春季开设《群论二》。《群论一》的任务是建立基本概念，重点讲解有限群，让学

生理解群论在诸如凝聚态物理、光学等学科具体研究（如量子力学本征态标识、

能带计算、光谱分析、全同粒子性质描述等）中的应用。《群论二》重点针对理

论物理专业学生讲解李群与李代数。我的研究方向是凝聚态计算，在日常的科研

中对群论这门数学工具（或者说是语言）的重要性具备一点了解。机缘巧合，从

2012 年进入北京大学物理学院工作起我又一直负责《群论一》的教学。教学过程

中，我最深切地体会就是这门课程的入门以及在讲授过程中建立起课程内容与学

生以后从事研究的联系对绝大部分同学是最关键的。只有入门后，深入理解才有

可能，而此深入理解需要通过学习与科研工作相关的例子和科研本身来获得。 

讲义整理过程中，我倾向于使用口语化的语言，与课堂讲解尽量一致。这样

做主要有两个目的：对于上了课的学生，重复这个过程可加深课堂上的理解；对

于错过几趟课的学生，也能提供一个补救的手段。除了这两个目的之外，自己从

博士阶段开始，我作报告的习惯一直是报告前反复排练，避免讲解过程中由于语

言组织的随意引起误解。对于不习惯此方式的同学，很抱歉(^v^)！ 

最后必须说明的是此讲义内容大量参考了田光善老师的手稿、韩其智与孙

洪洲老师的教材以及王宏利老师的讲义，准确的说它是北京大学物理学院近些年



   

《群论一》课程教学讲义的一个整理。在前面六年的上课过程中，宿愿（人名）

等同学就讲义给出过很多宝贵的修改意见，因为人数太多，无法一一列举。2016

年暑假，首都师范大学数学系的张俊老师花了很多时间阅读讲义并提出了诸多宝

贵意见。在此一并感谢！ 

 

李新征 

2018 年 9 月 7 日 
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课程导言 

任何一门课开始的时候都会有一个课程导言，讲这门课的基本情况。这里不

例外，我们按下面五句展开： 

1） 群论课程性质与特点； 

2） 教材情况与需要的基础知识； 

3） 教学内容； 

4） 什么是群论； 

5） 群论的历史以及在近代物理学、化学研究中的应用。 

这部分是这门课最轻松的地方，因为有历史、不枯燥。但《群论》从本质上

是一门数学，群、环、域这些概念本身就是近世代数里面的基本语言。随着代数

的发展，群论本身更是在十九世纪末成为了近世代数的一个分支。二十世纪初，

随着 Emmy Noether（诺特，女，1882-1935，德国犹太人）就一个物理系统的对

称性与它的守恒量之间关系的认识（1915 年的工作，发表于 1918 年，原始文献

[1]）、量子力学的发展、以及 Eugene Paul Wigner（魏格纳，1902-1995，匈牙利

人，后期加入美国籍）和 Hermann Klaus Hugo Weyl（外尔，1885-1955，德国人）

在建立量子力学数学基础的过程中对对称性原理的使用[2-4]，人们逐渐认识到群

论作为一门数学在物理学研究中的作用。再后来物理学发展中人们所使用的规范

场（gauge）的方法，是这些研究的进一步延伸（后面我们会稍微展开讨论）。因

此，不夸张地说，群论学习是我们物理学专业学生在从事具体研究工作前所受基

础教育中必不可少的环节。 

在我们的兄弟学科化学上，在量子力学建立后，敏锐的理论化学家们，以

Linus Carl Pauling（鲍林）为代表，已经认识到化学分子的存在形式以及化学反



   

应的发生本质上是由量子力学与统计物理基本原理支配的。既然对称性在量子力

学中具备上述重要性，与之相应，在描述由量子力学基本原理所决定的反应物、

过渡态、生成物特性（比如电子能级、振动谱等）描述中，对称性原理的数学语

言（即群论）必然也会发挥重要的作用。因此，在近代化学（特别是物理化学）

的研究中，人们也认识到由对称性决定的内在规律对人们理解这些物性与过程的

本质至关重要。换句话，要想真正地在分子设计的层面理解化学1，对称性的知识

同样必不可少。 

因为这些原因，群论应该说是为数不多的这样一门课：在好一些的大学的数

学系、物理系、化学系的课程设置中都有涉及。当然，不同的系会有不同的侧重

点。数学系会侧重这门课的数学属性，高一个层面，是我们在物理和化学中展开

应用的基础。而物理和化学系的同学，如果想理解这些应用，必须首先理解这门

课的数学基础部分（说白了就是掌握语言），再进行实例分析。物理系的同学，

就专业不同，所需掌握内容也会不同。以凝聚态、光学专业的同学为例，需要掌

握的内容绝大部分集中于有限群理论部分，当然也需要转动群与双群的知识，这

些在《群论一》课程中均有涉及。如想进一步理解规范场理论（连续变换下的对

称性与某守恒量的关系），李群也应适度学习。而对于理论物理专业的同学特别

是粒子物理专业的同学，李群部分的内容掌握也是必需。化学学院中理论化学、

物理化学专业同学所需掌握内容与物理学院中凝聚态物理、光学专业类似，以有

限群部分内容为主。 

                                                             
1 化学的本质是分子设计，这个可以说是目前多数人对化学的理解。此理解最早的提出者应该

也是 Linus Pauling 教授。北京大学化学学院的全称是化学与分子工程学院，其内在涵义也在这

个地方。我想这个和唐有祺先生早期是 Linus Pauling 的博士应该有一定关系。此观点与化学学

院的部分老师进行过交流，放在这里供大家参考。 
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不管哪个具体专业，要想理解群论在其关心的具体问题中的应用，“掌握这

些应用的数学基础”（具体而言就是“群基础理论”与“群表示理论”两部分内

容）都是第一步。因此，我们这门课的前 1/3 部分本质上就是数学性质的讲解。

就课程特点来说这部分是比较枯燥的。如果没有学进去，到了后半部分我们讨论

应用的时候，你就是在听一门没完全学过的外语。因此，必须说明：如果想学这

门课的话，前面两章必须啃下，否则别学！ 

与此同时，在学习之前，笔者还需说明：既然我们把讲义叫《群论在物理学

中的应用导论》，在后面的实例说明中，笔者一定会讲到一些我们现在物理学研

究中用到的例子。理解这些例子，对于这门课的学习是和掌握理论基础同样重要

的目标！因为没有这些例子，你不可能理解到学习这些东西有什么用？要掌握这

部分内容，我们需要的课程储备是《量子力学》与《固体物理》，没有选过这两

门课，也千万别看这本书和选这门课，这个是由课程的特点决定的，需要尊重！ 

关于教材，前三年我都是基于其他老师的教材手写自己的讲义，每年重复并

更新。第四年把讲义的电子版整理出来，之后每年改进，但整体还比较肤浅。具

体的、深入的讨论大家可以参考： 

1. 韩其智、孙洪洲  《群论》  北京大学出版社 

2. 王宏利  《群论讲义》 （未出版，网上可以找到）  

3. 徐婉棠、喀兴林  《群论及其在固体物理中的应用》 高等教育出版社 

4. M. S. Dresselhaus, G. Dresselhaus, A. Jorio, 《Group Theory: Applications to 

the Physics of Condensed Matter》. Springer 

5. Zhongqi Ma, 《Group Theory for Physicists》, World Scientific 

这五本是课程主要参考如果想扩展阅读，也可参考： 



   

6. 马中骐  《物理学中的群论》  科学出版社（上面那本书的中文版） 

7. Anthony Zee, 《 Group Theory in a Nutshell for Physicists 》 , Princeton 

University Press. （徐一鸿，科普读物中经常称为阿热，题目大意为：物理学家眼

中的群论简言，in a nutshell 本意是：一言以蔽之，简约的） 

8.  Wu-Ki Tung (董无极)  《Group Theory in Physics》世图有影印版 

9．F. Albert Cotton, 《Chemical Applications of Group Theory》, John Willey & 

Sons. Inc（化学家写的群论中的经典，对读者很友善） 

10. 陶瑞宝  《物理学中的群论》   高等教育出版社（这本书很全，包含了

很多群论在物理中的应用，理论性也很强） 

11. 张端明、李小刚、何敏华  《应用群论》  科学出版社 

12. 俞文海    《晶体结构的对称群》   科大出版社 

其中阿热先生的书是在此讲义基本定型后才有幸研读，看完诸多体会。如果

能早日看到，讲义本身质量应该会有很大提升。 

前言的第三部分是课程的内容。主体是下面六章：1) 群的基础知识、2) 群

表示理论、3) 点群和空间群、4) 群论与量子力学、5) 转动群、6) 置换群。其中

前两章是基础，提供我们在进行后面的讨论的时候必须用到的“语言”，是我们

的基本交流工具。在这两章学完之后，下面两个章节是 3) 点群与空间群，4) 群

论与量子力学。其中点群、空间群是我们在分子、团簇、凝聚态体系中遇到的群，

关于它们的性质自然是我们学习的重点。群论与量子力学这一章，在现行教课书

中并没有一个统一的路子。但笔者认为是我们这门课里最重要、最有用的部分！

大家学完这门课之后，有时间的话一定要不断地阅读和这部分相关的教科书（特

别是 Dresselhaus 那本），这是加深我们对这门课理解的关键！此部分内容有点像
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金庸小说中常提到的任督二脉，掌握好了，能在科研中合理运用群论，课程学习

才成功，科研也会做得更好（Dresselhaus 本人就是一个最好的例子）。 

剩下的两章，转动群不说大家也能感受到它的重要，早期的原子体系和很多

现在还在用的中心力场理想体系都具备这样的对称性。此讲义主要关注的主体是

有限群，转动群本质上是一个连续群，但它的一些最基本的属性我们在不学习《群

论二》的情况下也能理解。如果你以后做和电子自旋相关的研究，背后的物理基

本也在这部分内容中。置换群是一种有限群，也是在全同粒子体系普遍存在的一

种对称群。我们的课程内容会覆盖到从置换群的基本特性、到其分类（杨图）、

在到其不等价不可约表示分类（杨盘定理）、以及简单的如何求置换群的表示这

些内容。对于不学理论物理的同学，一般我们用不上。对学理论并且要选《群论

二》的同学，这些基本的理论储备应该也够，深入的讲解你们下个学期会接触。 

上面说的课程内容都可以直接由章节的题目反映出来。大家如果看其它教材

的话，其实还会注意到两个东西，我们目前还没有提及：一个叫投影算符、一个

叫幂等元，这两者有些联系。在我们的讲义中，分别会在第四章和第六章用到之

前作介绍，不单独把它们作为一章来讲。 

导言的第四部分我们想说的是一个具体的问题：什么是群论？ 

要明白这个问题的话我们可以先想一下什么是“群论”中的“群”。这个对

应的英语的词源是 group theory 中的 group，汉语的翻译很贴切，就是“群”这个

字。汉字拆分，可以把它分为两个部分，一个“君”、一个“羊”，背后隐藏的一

个逻辑就是一个君管理了一群羊。在这里羊是一个集合，而君不单指一个人，更

代表一个管理者。他/她和羊在一起，大家可以理解为一个“具有一定结构特征

的集合”，因为“君”这个管理者就是要给你这个集合建立一个结构特征，并且



   

要利用这个结构特征去实施管理的。而群论呢？很自然的就是：研究这个集合的

结构特征及其生成的规律的一门学科。 

根据这个理解，我们回到前面提到的课程内容，很自然，我们就可以简单理

解一下刚才讲到的各章都是干什么的？ 

1. 群的基础知识：集合总体的结构特征及其规律； 

2. 群表示理论：对这些规律进行数学描述要用到的数学语言（基础是线性

代数）； 

3. 点群、空间群：人们面对分子、晶体系统的时候，系统具有的对称性操作

的集合。它们是我们在掌握前两章（群论的理论基础）后面对的第一类

具体的群； 

4. 群论和量子力学：群论在近代的物理、化学等学科研究中的应用； 

5. 转动群：是中心力场系统的对称群（物理体系中的一类对称群）； 

6. 置换群：是全同粒子系统的对称群（物理体系中的一类对称群）。 

根据这个理解，我们同时还很容易明白群论从本质上而言是研究数的结构及

其生成规律的，是数学，不是物理。我们物理研究的是物质运动的内在规律，一

般先强调“物”，针对“物”来理解“理”。而群论这门学科发展的初期，是人们

对一些“理”的认识，这些“理”是“数理”，不是“物理”。人们基于对这些“数

理”的认识，建立起了一套理论。后来人们又逐渐意识到它在物理、化学上有很

大的用途，才开始要求物理、化学这些专业背景的人来学习，以期对本学科中的

问题有更深入的认识。 

就教学而言，物理上教《群论》的老师分两拨。一拨是做得比较理论的老师。

相应教材的特点是严格、抽象、深入。另一拨是做物质科学相关研究的，相应教
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材比较直观、便于理解，但内容不包括《群论二》的部分。笔者的背景是后者，

此讲义只希望将《群论一》讲清楚。 

至此，《群论》是什么样的一门课大家应该有些概念了。但在学之前，出于

好奇，可能我们还是想知道一下作为一门学科《群论》是如何发展起来的？它现

在处在一个什么样的位置？这个就把我引到了我在引言中想解释的第五句话：群

论的历史以及在物理和化学中的应用。 

前面提到，群论是近世代数的一个重要的分支，它是在 19 世纪发展起来的。

在发展的初期，数学上的另外三个分支是基础。这三个分支分别是： 

1) 几何学，从 19 世纪开始，有个德国数学家，叫 August Ferdinand Möbius

（莫比乌斯，1790-1865，德国人）。他在研究一些非欧几何的问题的时候，就开

始使用了一些对称操作的概念。和莫比乌斯相关的另外一个我们现在用的比较多

的概念是莫比乌斯环，就是把一个纸条连成环的过程中翻一下，这样的一个环和

正常的环比起来就不再有 A、B 面了。这个概念在拓扑上比较有用； 

2) 数论，这个是在 18 世纪下半叶，欧拉在研究数论中的模算术的时候，用

到过一些群论中尚处在雏形阶段的概念； 

3) 第三个基础是代数方程理论。应该说是它直接导致了群论作为一门学科

的诞生。更准确地说就是人们在求解一元高次方程根式解的时候，引入了置换群

的概念，进而建立起了群论这个理论体系。 

现在，人们会认为由这三个方面研究所诱发出来的群论是近世代数（抽象代

数）中很重要的部分，并把它作为十九世纪最伟大的数学成就来看待。 

而关于这个学科诞生的细节很数学。想真正理解的话，需要对抽象代数这门

课有深刻的认识（笔者自己曾经尝试着去看了一些，花了很大精力，但最后发现



   

这个确实超出能力范围）。这里跟大家分享的，只是一些 hand-waving（没有坚实

的理论基础，试图显得有效，但并没有触及实质内容）的认识。 

刚才提到，最直接的导致群论诞生的诱因是代数方程理论的发展。代数方程，

大家都知道，一元一次的是 ax + b=0，一元二次的是 ax2+bx+c=0。它们的解析根

式解我们在中学的时候就学过。 

一元三次方程和一元四次方程有没有和它们类似的根式解？ 

答案：有。 

对一元三次和四次方程，早期人们是可以利用配方和换元的方法把它们变成

低次方程来求解的。 

比方说 ax3+bx2+cx+d=0 这样一个式子，a≠0。人们怎么做呢？ 

先换元，取𝑦 = 𝑥 +
b

3a
，把它代入上式，企图把𝑥的一般的一元三次方程变成

𝑦的一元三次方程。而这个𝑦的一元三次方程，不再是一个一般的一元三次方程，

而是具有特殊形式的一元三次方程。过程如下： 

a (𝑦 −
b

3a
)
3

+ b(𝑦 −
b

3a
)
2

+ c(𝑦 −
b

3a
) + d = 0 

a (𝑦3 −
b

a
𝑦2 +

b2

3a2
𝑦 −

b3

27a3
) + b(𝑦2 −

2b

3a
𝑦 +

b2

9a2
) + c (𝑦 −

b

3a
) + d = 0 

a𝑦3 + (c −
b2

3a
)𝑦 + (d +

2b2

27a2
−
bc

3a
) = 0 

二次项不见了，一元三次方程变成了 y3+py+q=0，这里 p、q 都是由 a、b、

c、d 确定的常数。而这样的一个特殊形式的一元三次方程，是有根式解的。这个

里面有个故事，时间是 16 世纪，地点是意大利。当时在欧洲的数学界，去寻求

一元三次方程的解是一个时尚，就像我们现在物理学界对高温超导机制的研究一
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样2。因为当时的历史背景是文艺复兴（Renaissance），所以在学术上最活跃的地

区很自然的就是意大利（大家可以去想，哥白尼、布鲁诺、伽利略这三个现代科

学的鼻祖里，两个意大利人，一个哥白尼是波兰人，但基本在意大利生活）。代

表人物有两个，Niccolo Fontana（冯塔纳，1499-1557）和 Girolamo Cardano（卡

尔达诺，也叫卡丹，1501-1576）。传说第一个想出这个特殊方程根式解是冯塔纳，

但此君比较喜欢通过故弄玄虚来显示自己的聪明，不把话说明，所以虽然当时有

很多人相信他会解这个方程，但没有任何文献记录（当时的出版业并没有现在这

么发达，不然一个 arXiv 就解决问题了）。而卡丹呢，比较低调务实，传说中他跟

冯塔纳讨教过，这个冯塔纳用很隐晦的语言进行了提示，但他认为以卡丹的悟性

根本理解不了。但结果是人家愣把它想明白了，并且在他的著作《大术》（Ars 

Magna，1545）中给了一些详细的解释。因为这个，现在我们在讨论一元三次方

程的根式解的时候，想到的第一个人物往往是卡丹，只是在很少的文献中才会对

当时冯塔纳的工作有所提及。上面那个特殊一元三次方程的解，人们也习惯于叫

卡丹公式： 

𝑦1 = √−
𝑞

2
+ √(

𝑞

2
)
2

+ (
𝑝

3
)
33

+ √−
𝑞

2
− √(

𝑞

2
)
2

+ (
𝑝

3
)
33

 

𝑦2 = 𝜔 ∙ √−
𝑞

2
+ √(

𝑞

2
)
2

+ (
𝑝

3
)
33

+ 𝜔2 ∙ √−
𝑞

2
− √(

𝑞

2
)
2

+ (
𝑝

3
)
33

 

𝑦3 = 𝜔2 ∙ √−
𝑞

2
+ √(

𝑞

2
)
2

+ (
𝑝

3
)
33

+ 𝜔 ∙ √−
𝑞

2
− √(

𝑞

2
)
2

+ (
𝑝

3
)
33

 

这个里面𝜔 = −1 + √3i。 

                                                             
2当时人们经常针对类似问题进行数学比武。 



   

这个是关于一元三次方程根式解的故事。过程其实已经很麻烦了，不然不会

让冯塔纳犯那个错误。对一元四次，之后人们又用相似方法做了努力，由卡丹的

学生 Lodovico Ferrari（费拉里，1522-1565，意大利人）给出了根式解，这个结果

也是在卡丹的那本 1545 年的《Ars Magna》里面发表的。那么五次、六次及其以

上又是什么情况呢？同样，在 1545 年以后也继续成为欧洲数学界的时尚。但两

百年过去了，却始终没有任何进展。 

 

（这里强调的是解析解，不是数值解） 

当这个问题有下一步进展的时候，也就到了我们《群论》作为一门学科出现

的时候了。这个前后发展的时间有一百多年，从 1770 年代开始，到 19 世纪末结

束。其中的代表人物包括 Joseph-Louis Lagrange（拉格朗日，1736-1813，意大利

人，绝大部分时间工作在德国与法国）、Paolo Ruffini（鲁菲尼，1765-1822，意大

利人）、Évariste Galois（迦罗瓦，1811-1832，法国人）、Niels Henrik Abel（阿贝

尔，1802-1829，挪威人）、Arthur Cayley（凯莱，1821-1895，英国人）、Ferdinand 

Georg Fröbenius（费罗贝尼乌斯，1849-1917，德国人）、William Burnside（勃恩

赛德，1852-1927，英国人）、Friedrich Heinrich Schur（舒尔，1856-1932，德国人）、

Marius Sophus Lie（李，1842-1899，挪威人）这些数学家。其中前面这些人（到

阿贝尔），他们工作的初衷是求一元五次方程的解，但结果是建立了群论。而后

面这些人，从凯莱开始，他们的主要工作，就是完善这个由前人提出的理论了。

这些名字以及与他们相关的定理，在后面的教学中我们会慢慢接触到。 
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怎么把解一元五次方程和《群论》这门学科联系起来，背后的道理其实很简

单。前面我们提到了，在费拉里之后，两百多年，欧洲各位顶级的数学家都尝试

着利用配方、换元这些数学手段去求四次以上方程的根式解，但都没成功。这种

情况下，按科学规律而言，一般传统思维肯定就不行了。这个就像我们把自己关

在一个屋子里，你的前辈科学家，各个聪明绝顶，他们把这个屋子的每个角落都

进行了仔细的搜寻，都没有找到。这个时候你应该去意识到是不是这个屋子有另

外一个维度你并不知道？你需要打破传统思维去找到这个维度？物理史上我们

都知道的一个例子就是人们黑体辐射，在 19 世纪末 20 世纪初，传统经典的思想

是怎么都不可能在长波和短波区域同时给出合理解释的。这个时候，人们就需要

去拓展自己的思维了，而把思维扩展开来的这些人，就是我们眼中的天才了，比

如普朗克（当然普朗克常数的产生更多的是数学上的处理，而不是思想深处的理

解或信念）、比如爱因斯坦（大家一定不要受一些科普读物的误导，他实际上是

量子力学发展最大的一个推动者之一，从思想层面。光电效应是他解释的，德布

罗意的波粒二象性也是他最早支持的，这些都是突破思维定式的典型例子。只是

在后期，他从一个数学物理学家的视角，不喜欢哥本哈根学派对量子力学的一些

实用性解释。除了量子力学，狭义与广义相对论也是更典型的例子）。 

在五次及其以上一元方程根式解的问题上，认识到这一点的最早的人物是拉

格朗日。从拉格朗日，到鲁菲尼，到迦罗瓦与阿贝尔，他们做的事情是开始从数

的结构，也就是常说的数论的角度去考虑这些问题了。具体而言，其中拉格朗日

干的事情是利用置换的概念，去理解了三次和四次方程为什么有解；鲁菲尼干的

事情是利用同样地思想去说明了五次方程不可代数求解。之后就是迦罗瓦和阿贝

尔了，他们干的事情是彻底地在代数方程的可解性与其对应的置换群之间建立了



   

联系，指出了 n 次方程有解的充要条件，以及一般的五次方程没有根式解。在他

们四个里面，前面两个是奠定基础的，迦罗瓦与阿贝尔是真正利用群这个概念去

解决这个问题的。我们现在会把后面两个当作是《群论》这门学科的奠基人3。 

在数学家建立了《群论》的概念体系之后，我们物理学家做了什么呢？我想

比较有代表性的是下面三个方面的工作： 

1. 几何晶体学的发展，晶体点阵、点群、空间群这些概念的诞生以及他们

在晶体学中的应用。这个的主要发展时间是 19 世纪末、20 世纪初，代

表人物是 Arthur Moritz Schöneflies（熊夫利，1853-1928，德国犹太人）、

Carl Hermann（赫尔曼，1998-1961，德国人）、Charles Victor Mauguin（毛

古因，1878-1958，法国人）。后面讲点群空间群的时候我们会讲到他们。 

2. 对称性与守恒量之间的关系，这个代表人物是诺特，她是个典型的数学

物理学家。她没得诺奖，不过这个不影响她本身的伟大。物以类聚，套

用现在的语言就是如果用微信的话她朋友圈是爱因斯坦、希尔伯特这种

                                                             
3建议到 wikipedia 去看一下这两个少年天才的生平。笔者在课上尽量介绍每个科学家

的生平，就是希望我们在学习科学的同时，不要脱离科学家本身所处的时代背景。科学上重

大进步的产生，都是以由科学家本身的时代背景、学科背景综合起来诱发的。学生时代应尽

量了解这些，这样你才会对你的学科发展的规律产生一定的理解。只有理解了每个发现背后

那些让人热血沸腾的故事与逻辑，你才能真正理解教科书上那些冷冰冰的文字背后的内涵。

迦罗瓦被认为是浪漫主义天才的代表。传说他投稿三次，第一次的审稿人是柯西，第二次的

审稿人是傅立叶，两次都没有发表，柯西让他把论文写的好懂一些，他没有听，傅立叶接到

稿件没几天自己都挂了，第三次投稿的时候，迦罗瓦本人已经因为决斗牺牲了，他的朋友帮

他投的，这次的审稿人是雅可比和高斯，但这些大佬其实没有时间仔细看。后来这个稿件又

沉睡多年，在得到了刘维尔的肯定后最终发表。从这些审稿人，我们应该可以感受到 19 世

纪法国数学的强大。阿贝尔生平最大的标签，除了天才，就是贫穷。他是挪威人，挪威在当

时欧洲科学的版图中可以说是彻底的边缘。他自己本身很优秀，但找教职一直不顺。27 岁死

于贫困与疾病，死后收到了柏林大学的聘书，令人唏嘘。） 
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人，她也被这些人称为数学史上最伟大的女性。诺特定理的基本内容是

“ any differentiable symmetry of the action of a physical system has a 

corresponding conservation law”，也可以说是任何一个保持拉格朗日量不

变的微分算符，都对应一个守恒的物理量。下面这张图是我从《赛先生》

上面 2015 年 6 月 20 号发的一篇文章上摘下来的（作者是 UT Austin 的

张天蓉博士），很形象得描述了这个规律： 

 

比如空间平移对称性对应动量守恒、时间平移对称性对应能量守恒、旋

转对称性对应角动量守恒，等等。这些规律我们现在其实是都把它们当

常识了。它们究竟怎么来的？我们一会儿会用平移不变性对应动量守恒

作为一个例子（经典力学范畴内的一个问题），来个推导。 

同时需要说明：我们目前都知道的 Gauge Theory（规范场论），应该说是

沿着这条路继续的、更加深入的发展。它的基本思想是系统的 Lagrangian

（拉格朗日量）在一个连续的局域变换（规范变换）下保持不变。规范

这个词本意是 scale（伸缩因子），但后来人们发现它的真实物理对应其

实是相位。现代物理研究中，它通指拉格朗日量多余的自由度。不同规

范间的变换（也就是我们常说的规范变换），形成了一个可以解析表达的、

具有微分流形性质的连续群，就是李群。在《群论二》，我们会学到每个

李群都有自己的群生成元。而每个群生成元，会产生一个矢量场。这个



   

矢量场，就是规范场。这些对经典理论和量子理论都是成立的。在量子

理论中，这个规范场的量子被称为规范玻色子。以我们最熟悉的电磁场

为例，量子电动力学理论就是个阿贝尔的规范理论，它的阿贝尔的对称

群是 U(1)群，它的规范场就是由电势𝜙与磁势𝐴形成的四分量矢量场(𝜙，

𝐴)，它的规范玻色子就是光子。近年来应该说用规范场的理论去统一很

多模型，比如量子力学、电动力学、量子色动力学，是物理学最大的挑

战。群论在中间发挥着重要的作用。 

3. 对称性在量子力学中的应用，这个代表人物是维格纳[2-3]。他也因为这

方面的研究得了 1963 年的诺贝尔物理奖（1/2，另外两个人分那 1/2），

他获奖原因，原话是“for his contributions to the theory of the atomic nucleus 

and the elementary particles, particularly through the discovery and 

application of fundamental symmetry principles”。 

例 1．平移不变性与动量守恒 

考虑一个封闭的力学系统，无外力，那么这个系统的运动方程是由其作用量

（Action）决定的。这个 Action 是 

I = ∫ L[q(t), q̇(t)]
t2

t1

dt 

设 Q(t)这个函数是粒子的实际轨道，而 δq(t)是对这个实际轨道的偏移，那么，由

最小作用量原理，我们知道对实际轨道有： 

δ𝐼

δ𝑞(𝑡)
= ∫ {

𝜕𝐿

𝜕𝑞(𝑡)
−
d

d𝑡

∂𝐿

𝜕𝑞̇(𝑡)
}|
𝑞(𝑡)=𝑄(𝑡)

d𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 

对任意 t1、t2 成立。 

既然它对任意 t1、t2 成立，自然就会有： 
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{
𝜕𝐿

𝜕𝑞(𝑡)
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞̇(𝑡)
}|
𝑞(𝑡)=𝑄(𝑡)

= 0 

这样一个式子。这个式子就是牛顿方程（我们理解这个问题的第一步）。 

现在引入平移不变性（第二步），对任意平移𝑎，有 

𝐼[𝑄(𝑡2) + 𝑎, 𝑄(𝑡1) + 𝑎] = 𝐼[𝑄(𝑡2), 𝑄(𝑡1)] 

这个式子左边为： 

𝐼[𝑄(𝑡2) + 𝑎, 𝑄(𝑡1) + 𝑎] = ∫ 𝐿[𝑄(𝑡) + 𝑎, 𝑄̇(𝑡)]d𝑡
𝑡2

𝑡1

 

（平移不改变微分项），继续等于： 

∫ 𝐿[𝑄(𝑡), 𝑄̇(𝑡)]d𝑡
𝑡2

𝑡1

+∫
𝜕𝐿

𝜕𝑄(𝑡)
 𝑎  d𝑡

𝑡2

𝑡1

+ ∆(a2) 

而右边为： 

𝐼[𝑄(𝑡2), 𝑄(𝑡1)] = ∫ 𝐿[𝑄(𝑡), 𝑄̇(𝑡)]d𝑡
𝑡2

𝑡1

 

等式对任意𝑎、任意𝑡1、𝑡2都成立，所以有： 

𝜕𝐿

𝜕𝑄(𝑡)
= 0 

这个式子，代入运动方程，就有： 

d

d𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑄̇(𝑡)
= 0 

𝜕𝐿/𝜕𝑄̇(𝑡)= 0，而𝜕𝐿/𝜕𝑄̇(𝑡)对应动量，故由平移不变性可推出动量守恒。 

现在数学说完了、物理说完了，前面我们提到，《群论》这门课是在一个正

常的大学里面数学、物理、化学三个系都会开的。化学家在我们这门学科的发展

过程中起了什么样的作用呢？应该说和我们物理学家同等重要。具体而言就是他

们在将这个理论应用到具体物性研究中扮演了重要的角色。最具代表性的领域是

理论化学，很关键的一个人物是鲍林（Linus Pauling）。这个人非常了不起，如果

说他是最具影响力的几个化学家之一与最具影响力的理论化学家（没有之一），



   

应该不为过。他是第一个将量子力学基本原理、分子轨道、分子设计这些概念引

入到化学研究中的人。也是我们现在公认的量子化学、分子生物学的开创人。 

这里为什么要这样推崇鲍林呢？原因很简单，我们科学，往广义的说，就是

用理性的观点去认知客观世界，这个理性的基本工具是数学。在我们认知的过程

中，由于侧重点的不同，科学会分化出很多学科，比如物理、比如化学、比如生

物。我们物理关注的是物质的存在形式与运动规律，化学关注的是不同物质放在

一起的反应，而生物关注的是生命的行为。我们相互之间是不应该排斥的。以物

理和化学为例，笔者在早期受教育的时候，始终认为它们是两个东西。直到做科

研，才意识到现在的凝聚态物理的研究中其实是非常需要化学知识的；而同时量

子化学，说白了，就是将量子力学基本原理应用到具体分子与凝聚态体系的行为

描述中去。应该说是物理和化学两个大的学科的交融，才使得两者都发展到了目

前的这个相当成熟的状态，而最早去推动这种交融的人，鲍林就是代表。这个人

本身是个化学家，美国人，笔者认为对他科研影响最大的一段经历，应该是他在

1926-1927 年在欧洲游学的这个时候。在这里他接触到了 Arnold Sommerfeld（索

末菲，1869-1951，德国人）、Niels Bohr（玻尔，1885-1962，丹麦人）、Erwin 

Schrödinger（薛定谔，1887-1961，奥地利人）等人。他在这里接受了量子力学的

训练，之后他敏锐得意识到这个东西在化学中的应用，并且开始用这些原理去研

究化学中的现象，比如分子轨道、分子振动谱，等等。这些都是我们目前的科学

研究中运用群论的最为直接的例子，在后面我们会详细讲。在之前推荐的参考书

中，Albert Cotton 的那本《Chemical applications of group theory》就是一个典型的

化学家写的群论教材。相比于我们物理学家写的教材，会更实际、易读。 

最后总结一下，我们这个学期要学习的群论，确实是人类文明在过去两百多
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年间发展出来的一个精华，是我们认识我们所处在的这个世界本质的重要工具，

在我们日常的科学研究中，起着非常重要的作用。此讲义内容为基础部分，说来

简单，但要想学明白，也需要花费很大的功夫。因此，谨慎选课、认真对待！ 
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第一章 群的基本概念

1.1 群  

定义 1.1（群）：设G是一些元素（操作）的集合，记为G = {⋯，g，⋯}，在G中定

义了乘运算，如果G中元素对这种运算满足下面四个条件： 

1) 封闭性：∀两个元素（操作）的乘积仍属于这类元素（操作）的集合； 

2) 结合律：对∀三个元素（操作）f、g、h，有(fg)h = f(gh)； 

3) 有唯一单位元素 e，使得对∀f ∈ G，有ef = fe = f； 

4) 对∀f ∈ G，存在且唯一存在f−1属于 G，使f−1f = ff−1 = e； 

这时我们称G是一个群，e为其单位元素，f−1为f的逆。 

去理解这个定义，我们先看一些例子。 

例1.1. 一个集合有两个操作E和I，E作用三维欧式空间中任一向量r⃗上，得到r⃗本

身，I作用这个r⃗上，得到−r⃗。问{E，I}是否形成一个群？ 

考虑这种问题的时候，就去想群的定义。两个元素，操作组合有 4 种，E ∙

E、E ∙ I、I ∙ E、I ∙ I，其中任何一个作用到r⃗上，结果不是r⃗就是−r⃗，所以效

果与E或者I作用到r⃗上一致，封闭性满足。 

结合律，类似(E ∙ I) ∙ E = E ∙ (I ∙ E)的关系对于这三个位置怎么填都成立。 

唯一单位元素E。 

逆元素，E的逆是E，I的逆是I。 

所以{E，I}形成一个群，称为空间反演群。 

例2. 这样一系列操作的集合，它们中每一个操作，都把 1、2、……、n 这 n 个

数，一对一的对应到 1、2、……、n 这 n 个数上。比如 

𝑃 = (
1 2 ……
m1 m2 ……

 n
   mn

)                    （2.1） 



 

就是把 1、2、……、n 对应到m1、m2、……、mn上，其中m1、m2、……、

mn是 1、2、……、n 的任意排列。 

注意，在这个标记中(
1 2 ……
m1 m2 ……

n
  mn

)与(
2 1 ……
m2 m1 ……

 n
  mn

)是一样的，

因为它们的效果都是把 1 变为m1、2 变为m2、…（以此类推） 

现在我们来看这样的操作的集合是否形成群？ 

1． 封闭性：不管怎么变，1、2、……、n 这 n 个数都是变到这 n 个数上，

封闭性满足； 

2． 结合律：设 P1 是把 1 变为 2，P2 是把 2 变为 3，P3 是把 3 变为 4，那

么 

(P1P2)P3=[(1→2)(2→3)](3→4)=(1→3)(3→4)=(1→4)         （2.2） 

P1(P2P3)=(1→2)[(2→3)(3→4)]=(1→2)(2→4)=(1→4)         （2.3） 

两者相等，结合律成立 

3． 单位元：有且唯一，什么都不变的那个操作 

4． 逆：存在且唯一，你变过去我再变回来 

所以这些元素的集合也构成一个群，我们称为 n 阶置换群，它的群元的个

数是 n!。在物理上，处理全同粒子体系的时候，会经常用到这一类群，我

们后面会专门介绍。 

例3. 是个几何图形的对称性，有三维欧式空间的一个正三角形，顶点是 A、B、

C。 
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（图 1：D3 群示意图） 

对于这样一个三角形，它有六个纯转动可以使自身回到自身的操作，分别

是： 

1. e：不动； 

2. d：绕 z 轴转 2π/3； 

3. f：绕 z 轴转 4π/3； 

4. a：绕 1 轴转 π； 

5. b：绕 2 轴转 π； 

6. c：绕 3 轴转 π； 

现在问：这六个操作是否形成群？ 

这个答案肯定还是按我们上面的思路来走，看它是否满足那四个条件？ 

但与此同时，我们还可以借用一下前面讲的置换群的概念，因为这些操作

无非是将（A、B、C）对应到（A、B、C）上去，而这六个几何操作有恰

恰和三阶置换群的六个变换一一对应。因此它们形成一个群。 

既然形成一个群，现在我们看它们的乘法关系。d 操作干的事情是

(
A B C
B C A

)，而 a 操作干的事情是(
A B C
A C B

)，因此： 

d ∙ a = (
A B C
B C A

) (
A B C
A C B

) = (
(
A B C
A C B

)

(
A C B
B A C

)
) = (

A B C
B A C

) = c 



 

（2.4） 

重复类似运算，可得完整乘法表： 

 e d f a b c 

e e d f a b c 

d d f e c a b 

f f e d b c a 

a a b c e d f 

b b c a f e d 

c c a b d f e 

（表 1：D3 群乘法表） 

这样一个群叫 D3 群，它是图形中的三角形的纯转动群，当我们除了转动

还包含反射、反演这些操作的时候，群元就会再多一些，群也不是这个 D3

群了。这里的 D3 群只包含转动操作。 

例4. 定义群的乘法为数的加法，则全体整数构成一个群，0 是其中的单位元素，

n 与-n 互逆。 

同理，全体实数也在这个乘法规则下构成一个群，全体复数也是。 

但如果我们把乘法定义为数乘，那么它们就不再是群了，因为这种情况下

单位元素只能是 1，而 0 是没有逆的。 

现在我们知道群是定义了乘法且满足一定规律的元素的组合，下面我们看一

下跟群相关的两个定义与一个定理。 

定义 1.2 有限群与无限群：群内元素个数称为群的阶，当群阶有限时，称为有限

群，当群阶无限时，称为无限群。（这个学期我们主要讲有限群） 

定义 1.3 Abel 群：群的乘法一般不可交换（这个在群的定义里面没有体现，因此

在一般的群中也不需要遵守，比如 D3 中 ad 就不等于 da），当群中元素乘法可以
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任意互换时，这个群称为 Abel 群。（由这个定义我们很容易想象 Abel 群的乘法

表都应该是相对于对角线对称的） 

定理 1.1 重排定理：设G = {⋯，gα，⋯}，对∀u ∈ G，当gα取遍G中所有元素时，

ugα给出且仅仅一次给出G中所有元素。 

证明： 

两个方面，1)任何G中元素都可以由ugα给出，2)仅仅一次给出。 

1. 给出。对任意gβ属于G，可取u−1gβ ∈ G，使得：u(u−1gβ) = gβ 

2. 仅仅一次给出。 

反证：设有gα ≠ gα′，使得ugα = ugα′，那么就会有：u−1ugα = u
−1ugα′，进

而gα = gα′，与假设矛盾。 

至此，第一节结束。四个内容，三个定义（群，有限、无限群、Abel 群），

一个定理（重排）。这些讲的都是群本身的性质，不牵扯其内部结构。既然要理

解群这个元素集合的结构特性，对其内部结构的认识不可避免。下面的内容很自

然与内部结构有关，子群与陪集。 

1.2 子群与陪集 

定义 1.4 子群：设 H 是群 G 的一个子集（部分元素的集合），若对群 G 相同的乘

法运算，H 也构成一个群，则称 H 为 G 的子群。 

这里需要注意的地方是和 G 相同的乘法。同时，上面我们定义群的时候，用

了四个条件。原则上，定义子群也需要这四个条件 1) 封闭性、2) 结合律、3) 单

位元、4) 每个元素唯一逆。但因为 H 属于 G，又是相同的乘法，所以结合律自

然成立。同时，如果 4)满足，则有f属于 H 时，f−1也属于 H，只要封闭性成立，

e 自然属于 H。因此，在证明子集为子群时，只要 1)与 4)成立就可以了。 



 

显然{e}与 G 本身都是 G 的子群，由于太明显，所以称为显然子群，或平庸

子群。而群 G 的非平庸子群称为固有子群。一般我们找群 G 的子群的时候找的

是它的固有子群（非平庸子群）。 

例5. n 阶循环群，它的定义是an = e，由{a、a2、⋯、an−1、an = e}组成。这

样的群是 Abel 群，乘法可易。以 6 阶循环群为例，G = {a、a2、⋯、a5、

a6 = e}，其中{e}与G是显然子群。{a2、a4、e}与{a3、e}为固有子群。 

例6. 在定义群的乘法为数的加法的时候，整数全体形成的群是实数全体形成的

群的子群。 

例7. 绕固定轴k⃗⃗转动的元素形成的群{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，是绕轴上某一点转动（过这点可

以有无数个轴）的群 SO(3)群的子群。 

定义 1.5 群元的阶：对任意一个有限群G，从中取一个元素a，从a出发作幂操作，

总是可以构成G的一个循环子群Zk的，这个Zk等于{a、a2、⋯、ak−1、ak = e}，

这时称k（满足这个性质的最小的k）为群元a的阶。 

这个概念很好理解，但有个地方需要说明一下，就是你凭什么说“从a出发，

总能构成G的一个循环子群的”？这是因为如果a = e，则Zk等于{e}，问题解决。

如果，a ≠ e，则a2 ≠ a（不然a = e），这时，如果a2 = e，则问题又解决了。如

a2 ≠ e，则它必为e与a之外的另一个元素，我把a2、a放到我的子集中，继续做a3，

同样a3 ≠ a2（不然a = e）、也不等于a（不然a2 = e），如果a3 = e，问题解决，如

a3 ≠ e，再把a3放到那个子集中。依次类推，因为G是有限群（阶为n），所以必然

存在一个k小于等于n，使得ak = e，来结束这个过程。这时，{a、a2、⋯、ak−1、

ak = e}这个集合自然就形成了k阶循环子群了。 

例8. 群元的阶的例子，对 D3 群，六个元素e、d、f、a、b、c。对d，从它出发，
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d2 = f，d3 = e，所以由d形成的循环子群是{e、d、f}，d的阶是 3。 

 

对f，f2 = d，f3 = e，所以由f形成的循环子群也是{e、d、f}，f的阶也是

3。类似，a，a2 = e，由a出发形成的循环子群是{e、a}，a的阶是 2；b，

b2 = e，由b出发形成的循环子群是{e、b}，b的阶是 2； c与a、b一样。 

说完了子群与群元的阶，下一个概念是陪集。 

定义 1.6 陪集：设H是群G的子群，H = {hα}，由固定的g ∈ G，可生成子群H的左

陪集：gH = {ghα|hα ∈ H}，也可生成子群H的右陪集：Hg = {hαg|hα ∈ H}。 

这个定义做两点说明。一是当H是有限子群时，陪集元素个数等于H的阶。

因为不可能存在hα ≠ hα′但ghα = ghα′或hαg = hα′g的情况。也就是说子群中元素

与陪集中元素一一对应。二是根据这个定义，陪集可以为子群本身。如果上面取

的g ∈ H，就是。如果不属于，就不是。关于子群和陪集，除了这两点，还有一个

很重要的性质，就是陪集定理。 

定理 1.2 陪集定理：设群H是群G的子群，则H的两个左（或右）陪集或者完全相

同，或者没有任何公共元素。 

换句话说，对于一个群G，如果它按照其子群H来进行分割：G = {g0H、g1H、

g2H、⋯}，g0 = e，其中任意两个陪集giH与gjH的关系是它们要么完全相同，要

么根本没有任何公共元素。 

证明：（以左陪集为例） 

设uH、vH是不同陪集。 

再假设uH与vH中间有一个公共元素uhα = vhβ，则有v−1uhα = hβ，进而v−1u =

hβhα
−1，v−1u ∈ H。 



 

这个时候，由于H本身是个群，所以由重排定理知道v−1uH = H，那么v(v−1uH)

自然等于 vH。而同时v(v−1uH) = uH。也就是说uH=vH，与假设矛盾。 

（证毕，右陪集证明类似） 

有了这个性质，我们在面对一个群的时候，按照它的一个子群和这个子群的

陪集去进行分割，我们会得到什么？ 

群是G，子群是H，它本身就是一个陪集。除了H，我们可以再取u1 ∈ G，但

∉ H，建一个H的陪集u1H，这个u1H与H是没有任何公共元素的，因为如果u1hα =

hβ，则u1 = hβhα
−1，与u1 ∉ H矛盾。这时可以将G写为H、u1H、以及它们以外的

元素的集合。这个时候在继续取u2属于G，但它不属于H，也不属于u1H。做陪集

u2H，u2H中的u2不在eH中，也不在u1H中，所以u2H与eH、u1H完全不同。 

依次类推，设 G 的阶是 n，H 的阶是 m。则每个陪集给出的都是全新的 m 个

群 G 中的元素。重复这个过程，直到把 G 中元素穷尽。那么这个 H 的陪集的个

数就应该是 n/m。这个 n/m 必须是个整数，这也就意味着子群 H 的阶 m 必为群

G 的阶 n 的因子。这个性质就是我们的第三个定理。 

定理 1.3 拉格朗日（Lagrange）定理：有限群子群的阶，必为群阶的因子。 

由这个定理，我们再去分析 D3 群的子群，我们说过它的子群有{e}、G、{e、

d、f}、{e、a}、{e、b}、{e、c}，这些子群的阶分别是 1、6、3、2、2、2，都是

6 的因子。用{e、d、f}来分割群的话，G={{e、d、f}、a{e、d、f}}，其中 a{e、

d、f}对照前面的乘法表，给出的恰恰是{a、b、c}。 

至此，前两节结束。讲了六个定义：1) 群，2) 群的阶、有限群、无限群，3) 

Abel 群，4) 子群，5) 循环子群与群元的阶，6) 陪集。三个定理：1) 重排定理，

2) 陪集定理，3) 拉格朗日定理。在导言里面我们提到群是一个有结构的元素的
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集合，这三个定理是最基本的结构性质，以后很多定理的证明都会用到。第二节

讲的子群和陪集是群中元素结构关系的一个方面，下面一节要讲的类与不变子群

是其另一个方面。 

1.3 类与不变子群 

此节中，类与不变子群是我们要重点阐明的概念。理解它们需要一个基础，

这个基础是共轭。 

定义 1.7 共轭：所谓共轭，指的是群G中两个元素f、h，如果在G中存在一个g，使

得f、h可以通过gfg−1 = h联系起来，则称f、h共轭，记为f~h。 

由此定义，我们首先知道共轭是相互的。因为如果gfg−1 = h，则g−1hg = f，

也就是g−1h(g−1)−1 = f，其中g−1 ∈ G。其次，我们知道共轭有传递性，也就是说

f1~f2，f2~f3，则f1~f3，为什么？因为由f1~f2，我们知道，一定存在g ∈ G，使得

gf1g
−1 = f2。而由f2~f3，我们又知道一定存在h ∈ G，使得hf2h

−1 = f3。把第一个

式子代入第二个，就会有hgf1g
−1h−1 = f3，进而hgf1(hg)

−1 = f3。而hg是属于 G

的，所以f1~f3。 

由此传递性，我们可以去定义类。 

定义 1.8 类：群 G 中所有相互共轭的元素形成的集合，称为群 G 的一个类。 

由于共轭关系的传递性，我们知道一个类是可以被其中任何一个元素所确定

的。这个有些像现实生活中的犯罪团伙，逮着一个，其他的也就差不多了。此比

喻不一定准确，但有相似的地方。 

而就由类中任何一个元素确定这个类的操作步骤而言，很简单，对一个类中

元素f，取任意g属于 G，做操作gfg−1。当g走遍 G 中所有元素的时候，那么 f 的

所有同类元素，没跑，就一个个全出现了。（地毯式搜捕） 



 

由这个共轭关系和类的定义，我们还可以得出： 

1) 一个群中的单位元素自成一类，因为对任意 f 属于 G，fef−1 = e； 

2) Abel 群的所有元素都自成一类，因为对任意 f 属于 G，取任意 h 属于 G，做

hfh−1 = hh−1f = f； 

3) 设群元素 f 的阶为 m，即fm = e，则与它同类的元素的阶也为 m。这是因为

它的同类元素可以写为gfg−1，对于这个元素，(gfg−1)k = gfkg−1。当 k<m 时，

fk不等于 e，所以gfkg−1也不可能为 e，因为如果它为 e，就有fk = e，与已知

矛盾。而 k=m 时，gfkg−1 = geg−1 = e，所以gfg−1的阶为 m。 

最后要说明的，是按类分割群和按陪集分割群是分割群的两种方法。按陪集

分割时，群元会被等分为若干部分，但按类就不一定了。同时在用gfg−1找f的同

类元素时，g 取不同值，gfg−1可不止一次给出同一元素，比如找单位元的同类元

素时，g 不管取什么，gfg−1给出的都是 e。 

跟类相关的第一个定理是关于类中元素个数的，跟 Lagrange 定理有像的地

方，内容如下。 

定理 1.4 有限群的每个类中元素的个数都是群阶的因子。 

（定理很简单，证明稍微有些麻烦） 

证明：（分三步） 

我们要找的是由 g 这个任意元素确认的类中元素的个数。 

第一步，先证明所有与 g 互易的元素 h 形成一个 G 的子群，记为Hg，这个根据

子群的定义，只需证明封闭和有逆就可以了。 

封闭：如h1g = gh1，h2g = gh2，则h1h2g = h1gh2 = gh1h2，也就是说h1h2属于

也这个集合。 
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有逆：如hg = gh，则h−1hg = g = h−1gh，进而gh−1 = h−1g，h−1也属于这个集

合。 

两个结合，所有与 g 互易的元素形成群 G 的一个子群，记为Hg。 

第二步，根据拉格朗日定理，我们可以把群 G 按照Hg的陪集，分割为{g0Hg、

g1Hg、g2Hg、……}。这里取g0为 G 中单位元素。 

现在我们要证明的是每个陪集中元素gihα，在hα取遍Hg中所有元素，也就是gihα

取遍这个陪集中所有元素的时候，gihαg(gihα)
−1给出同一个 g 类中元素giggi

−1，

且不同陪集给出的类中元素不同。 

这个证明是两个方面： 

1) 同一陪集同一元素，对陪集中任意元素gihα，做gihαg(gihα)
−1，由于hα于 g 互

易，结果都是giggi
−1。 

2) 不同陪集不同元素，giHg与gjHg两个陪集，给出元素为giggi
−1与gjggj

−1。如

giggi
−1 = gjggj

−1，则有gj
−1giggi

−1 = ggj
−1，进而gj

−1gig = ggj
−1gi，这也就是说

gj
−1gi属于Hg。这样，由重排定理知道Hg=gj

−1giHg，进而giHg = gjHg，与已知

它们为两个不同陪集矛盾。因此，不同陪集做共轭操作给出不同类中元素。 

第三步，G 中有 n 个元素，Hg阶为 m，我们按Hg做陪集分解会有 n/m 个子群与

陪集。每个陪集给出一个 g 的同类元素，一共是 n/m 个。这也就是说 g 的类中元

素个数为 n/m。n/m 显然是 n 的因子。 

现在我们再来回味一下之前说的两句话，1) 一个群的单位元素自成一类，2) 

Abel 群中每个元素自成一类。对于这两种情况，上面证明中用到的Hg就是群 G

本身，所以 m=n，n/m=1。这个类中只有一个元素。 

上面说的共轭、类的概念的对象都是元素。在《子群和陪集》那一节，我们



 

知道群中我们研究的对象除了元素，还有子群。因此，做个类比，上面提到的群

元素共轭的概念原则上也可以推广到子群之间。 

定义 1.9 共轭子群：设 H 和 K 是群 G 的两个子群，若存在 g 属于 G，使得K =

gHg−1 = {ghg−1|h ∈ H}。这时，称 H 和 K 是共轭子群。 

由这个定义，我们知道：1) 两个共轭的子群里面必有同类的元素；2) 与元

素共轭的传递性类似，子群共轭也有传递性。同时，与群元可以按类进行划分一

样，{{e}、{g1、g2}、{g3、g4、g5}、…..}，群的子群也可以按共轭子群类来进行

划分。比如，上例中，{e}自成一个共轭子群类，{e、g1}、{e，g2}是一个共轭子

群类，等等。这些概念比较繁琐，有些教材中会提到，但后面用到的地方不多，

我们这里稍微提一下。在类和子群的概念的结合中并不繁琐，同时我们以后也非

常多用到的一个概念是不变子群，我们重点讲解。 

定义 1.10 设 H 是 G 的子群，如果 H 中所有元素的同类元素都属于 H，则称 H

是 G 的不变子群（数学上一般称为正规子群）。 

不变子群是一种特殊的子群，它有一个非常重要的性质。 

定理 1.5 设 H 是 G 的不变子群，那么对任意固定的 f 属于 G，当hα取遍 H 中所

有元素的时候，fhαf
−1给出且仅仅一次给出 H 中所有元素。 

（这里对 f 的要求是 f 是任意一个属于 G 的固定元素即可，没要求它一定不属于

H。f 定了，fhαf
−1就一对一得给出 H 中所有元素。） 

证明：（两步） 

第一步，对任意hβ属于 H，都可以由fhαf
−1给出。这个很简单，因为 H 是不变子

群，所以取hα = f
−1hβf，则fhαf

−1就给出hβ，而这个hα = f
−1hβf，属于 H 的。 

第二步，属于 H 的不同的hα、hβ，fhαf
−1与fhβf

−1不同。这个很显眼，因为如果
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fhαf
−1与fhβf

−1相同，则hα、hβ相同，与假设矛盾。 

（证毕） 

说了半天道理，现在看几个例子。 

例9. 以加法为群的乘法，之前说过，有整数群，有实数群。我们也说过整数群

是实数群的子群，现在看它是不是实数群的不变子群。 

标准只有一个，就是看子群的同类元素是否属于这个子群。n，它的共轭

元素是 a+n-a=n 本身，属于整数群，所以是不变子群。 

实际上，所有 Abel 群的子群都是其不变子群。因为每个元素自成一类，

其同类元素自然在这个子群中。 

关于不变子群，还有一个很重要的性质。 

定理 1.6 不变子群的左陪集与右陪集是重合的。 

证明： 

利用定理 1.5，说的是 fHf-1=H，那么 fH=Hf（证毕）。 

这样的话对于不变子群，我们在说陪集的时候，就不用说左陪集或右陪集，

直接说陪集就可以了。除了上面那个性质，不变子群的陪集还有另外一个更加重

要的性质，就是两个（非子群的）不同陪集中元素的乘积，必为第三个陪集中的

元素。 

这个说的是什么呢？就是 H 是 G 的不变子群，由 H，可将 G 分解为 G={g0H、

g1H、g2H、…}。这样的话在这一系列的陪集中，取giH与gjH这两个陪集中的元

素gihα与gjhβ相乘，结果是这样的：当giH与gjH都不是g0H时，必属于giH与gjH外

的另一个陪集；当giH、gjH其中一个是g0H时，必属于giH与gjH中的另一个；giH

与gjH都是g0H时，必属于g0H。 



 

这里后两种情况很明显，第一种情况需要证一下。 

证明：（反证法） 

gihαgjhβ = gigjgj
−1hαgjhβ = gigjhα′hβ，我们把gigjH 这个陪集记作gkH。 

现在设gkH =giH，这个会导致gigjhα′hβ = gihγ，进而gj = hγhβ
−1hα′

−1。再由 H 是

子群，得gj属于 H，这样就与已知gj不属于 H 矛盾了。 

同理，如果gkH =gjH，就会有gigjhα′hβ = gihαgjhβ = gjhγ。这样的话，就有

gihαgjhβgj
−1gj = gjhγ，进而gihαhβ′gj = gjhγ，进而gihαhβ′ = gjhγgj

−1=hγ′，进而

gi属于 H 了，同样与已知矛盾。 

（证毕） 

这样的话，根据上面提到的三种情况的性质，我们可以定义一个基于不变子

群的商群。 

定义 1.11 商群：设群 G 有不变子群 H，由 H 将 G 分为{g0H、g1H、g2H、…、

giH、…}，把其中每个陪集看成一个新的元素，并由两个陪集中元素相乘得到另

一陪集中的元素，定义新的元素乘法，即： 

陪集串  →  新元素 

g0H                         f0 

g1H                         f1 

g2H                         f2 

 ⋮ ⋮ 

giH                         fi 

 ⋮.. ⋮ 

乘法规则对应关系： 

gihαgjhβ = gkhγ               fifj = fk 

这样得到的群{f0、f1、…、fi、…}称为 G 对其不变子群 H 的商群，记为 G/H。 
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说白了，就是把每个陪集当成一个新的元素，形成的新的结构。在导言的时

候，我们说过群论研究的是集合的结构特征及其生成规律，这里的不变子群与其

商群，就是群结构特征的一个典型的例子。我们可以把商群当成是群本身，以不

变子群及其陪集为基本单元的一种超结构。 

关于这些概念，我们还是通过一个例子来作具体的理解。 

例10. D3 群，它的元素是{e、d、f、a、b、c}，乘法表见前面的表 1，借助乘法

表，先看它的分类情况。任何群，{e}自成一类。a-1=a、b-1=b、c-1=c、d-1=f、

f-1=d。 

对 a ， 其 同 类 元 素 有 ： d-1ad=fad=fb=c 、 f-1af=daf=dc=b 、 a-1aa=a 、 b-

1ab=bab=bd=c、c-1ac=cac=cf=b。因此，a 的同类元素有 b、c。它们的阶都

是 2，也形成一个类。 

同理，d 的同类元素是 f，它们阶都是 3，形成一个类。D3 群有三个类。 

之前我们讲过，它的子群有{e}、G、{e、a}、{e、b}、{e、c}、{e、d、f}。

其中，不变子群有{e}、G、{e、d、f}，只有最后一个非平庸，记为 H。再

由 H，可把 G 分解为{H、aH}，作对应 H 对 f0，aH 对 f1，商群 G/H，就

是一个由{f0、f1}组成的二阶循环群。 

1.4 同构与同态 

到目前为止，我们讲的都是群自身的结构。群与群之间，也有结构关系。这

节要讲的同构与同态，说的就是这个。 

定义 1.12 若从群 G 到群 F 上，存在一一对应的满映射Φ，且这个映射本身保持

群的乘法运算规律不变，也就是说 G 中两个元素乘积的映射，等于群 G 中两个

元素映射的乘积，则称群 G 与群 F 同构，记作 G≅F。映射Φ称为同构映射，它



 

的作用是： 

 

（图 2：同构示意图） 

把单位元素映射到单位元素，把互逆元素映射到互逆元素，不然，结构就破坏了，

一一对应关系也会不成立。从数学角度，两个同构的群有完全相同的结构，没有

本质的区别。 

例11. 空间反演群{E、I}与二阶循环群{e、a}完全同构。 

例12. 三阶置换群与 D3 群完全同构。 

例13. 群 G 的两个互为共轭的子群H与K，由定义，是存在一个固定的 g 属于 G，

使得对任意的hα ∈ H，都有kα = ghαg
−1 ∈ K与之对应。这个对应关系是一

对一的，同时单位元素对应单位元素，互逆元素对应互逆元素。所以同一

个群的两个共轭子群同构。 

比如 D3 群，有三个子群{e、a}、{e、b}、{e、c}，它们相互共轭，{e、

c}=f{e、a}f-1，它们也相互同构。 

同构的群有完全相同的数学结构，但是具体可指代不同内容。比如 2+3=5，

在小孩眼里是糖，大人眼里是钱，科研工作者眼中是文章、引用、或者是真正看

得懂你的文章的同行的赞。 

这个理解也告诉我们同构是两个群之间结构关系的最强的相似性，除了这种
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完全的一对一且保持乘法规则，还可以把一对一这个限制弱化一下，这个就是我

们下面要讲的同态。 

定义 1.13 同态：设存在从群 G 到群 F 的满映射4（注意，没有一对一了）Φ，且

这个映射本身保持群的乘法运算规律不变，也就是说 G 中两个元素乘积的映射，

等于群 G 中两个元素映射的乘积，则称群 G 与群 F 同态，记作 G~F。映射Φ称

为同态映射，它的作用是： 

 

（图 3：同态示意图） 

由于一一对应改成了多一对应，所以同态关系不可逆。 

这样一个定义看起来好像结构特征并不强，就是随随便便的说了一句保持乘

法关系，但实际上，这一句话里面的信息已经非常大了。最为典型的一个表现就

是同态核定理。在引入这个定理之前，前说一下什么是同态核。 

定义 1.14 同态核：设 G 与 F 同态，那么 G 中与 F 的单位元素对应的所有元素的

集合称为同态核。 

对照上图，就是第一个小圈圈。 

                                                             
4数学上，关于同态的严格定义是没有满映射这个要求的，他们唯一的要求是保持乘法规则。在

我们的应用中，我们关注的是群的表示。在群表示的讨论中，满映射这个要求存在。为保持本

讲义讨论的一致性，我们从开头就做这样一个要求。 



 

定理 1.7 （同态核定理）设 G 与 F 同态，则有： 

1) 同态核 H 是 G 的不变子群； 

2) 商群 G/H 与 F 同构。 

（这个定理其实是把同态定义所蕴藏的极强的结构特征给说明了，因为我们如果

单从同态的定义出发去直观地理解，我们可能会觉得上面图中会出现这样的情况

1）与f0、f1、f2对应的 G 中小圈圈内 g 元素的个数不一定相同，因为你没说；2) 

每个小圈圈内的元素形成一个子集，它到底具有什么样的结构，比如说可以是子

群、可以是陪集，我都不知道，因为你也没说。） 

（同态核定理告诉我们的信息是：1) 每个小圈圈内元素个数相同；2) 与 F 中单

位元素对应的小圈圈内的 g 元素的集合构成 G 的一个子群；3) 这个子群不光是

子群，还是不变子群；4) 其它圈圈对应的是它的陪集；5) 如果把这些圈圈当成

新的元素，那么这些元素的结合形成的群与 F 群完全同构。你说这个结构关系强

不强？） 

证明：（分三步） 

第一步，先证同态核是子群。分两点 1)封闭、2)有逆。 

封闭，对hα、hβ属于同态核，我们知道它们对应的 F 中元素都是f0，由于乘法规

则不变，那么Φ(hαhβ) = Φ(hα)Φ(hβ) = f0f0 = f0，hαhβ也属于同态核。 

有逆，hα属于同态核，要证hα
−1也属于同态核。反证，设hα

−1不属于同态核，它对

应的元素为fi，那么就会一方面有Φ(hαhα
−1) = Φ(g0) = f0，另一方面Φ(hαhα

−1) =

Φ(hα)Φ(hα
−1) = f0fi = fi。也就是说fi等于f0。这与hα

−1不属于 H，对应的fi不等于

f0矛盾。因此假设不成立，hα属于同态核的话，hα
−1也属于同态核。 

第二步，再证 H 是不变子群。对∀hα ∈H，要证ghαg
−1 ∈H 对∀g ∈G 成立。 
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由映射定义，知道在Φ作用下，ghαg
−1对应：Φ(g)Φ(hα)Φ(g

−1) =

Φ(g)f0Φ(g
−1) = Φ(g)Φ(g−1) = Φ(g0) = f0，所以ghαg

−1依然属于 H，H 为不变

子群。 

第三步，G/H 与 F 同构。 

在这里，商群是我们把 H 以及它的陪集g1H、g2H、…分别都当成新的元素形成

的群。要证明它与 F 同构，需证明：1) H 与陪集串中每个集合对应 F 中一个元

素，2)不同集合对应不同元素，这样一对一的关系成立。由于 G 与 F 本身同态，

乘法关系是保持的，所以这个一对一的关系如果成立，G/H 就与 F 同构。 

这两点里面第一点很好证，H 中元素都对应f0，这个是因为同态核的定义。同时

giH中元素都对应Φ(gi)，记为fi。第二点，不同集合对应不同 F 中元素，用反证

法。设giH不等于gjH，是两个不同陪集，而它们对应的fi = fj。这样的话就会有

gi
−1gjhα对应fi

−1fjf0 = f0，这也就是说gi
−1gjhα属于 H，进而gi

−1gj ∈ H。这样的话

由重排定理，就知道giH等于gigi
−1gjH，等于gjH。与已知矛盾。 

（证毕） 

总结起来，就是通过上面三步，我们说明了同态核是不变子群，且 G 对同

态核的商群与 F 同构。下面看几个例子。 

例14. D3 群与二阶循环群 Z2 同态。为什么说这个成立呢？因为我们可以按照

下图建立一个满映射关系，这种关系能保持乘法规律不变。 



 

 

（图 4：D3 群与二阶循环群同态示意图） 

在这里，很显然{e、d、f}是同态核。如果大家翻到 D3 群乘法表的那一页

的话，很容易看到一种超结构，就是 6 x 6 的部分可以化成以 3 x 3 为基本

单元的 2 x 2 的结构。这个就是二阶循环群的超结构了。 

上面是由同态关系来说明商群与 F 同构。反过来，如果知道了商群与 F 同

构，能否得到 G 与 F 同态呢？这个答案也是肯定的，因为前面商群的定义说的

就是存在映射、且保持乘法规律不变的事情。 

这个时候大家可以想一下前面讲这些概念的时候的路子，基本都是由一个看

似不经意的定义出发，然后挖掘出这个定义内部包含的所有意思。对于定义这句

话，如果只看表面的意思，可能你会觉得没有什么。但正是这几句话，认真挖掘

的话，你会深刻地体会到里面包含的元素间，或者是群的结构间缜密的结构关系。

正是因为这个原因，我们讲的路子基本都是：定义、定理、定义、定理、．．．，从

而在你的脑子里建立起一个数学的概念体系。利用这个体系，我们后面再去看物

理中的问题。同态这个地方最典型，所以我在这儿提一句，供大家体会。5 

                                                             
5 2018 年春季，在这本讲义最终定型过程中，有幸看到阿热先生的那本经典教材，其中有这

样一句话来描述群论：Starting from a few innocuous sounding axioms defining what a group is, 

an elegant mathematical structure emerges, with many unexpected theorems，大致说的正是笔者

在这里描述的这种感觉。同时，在阿热先生那本经典教材的开头，他引了 18 世纪一个法国
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同态和同构说的是两个群的结构特征之间的关系，用来建立这种关系的一个

关键的概念是映射。关于这个映射本身，我们目前还没有说什么。下面要讲的几

个概念是关于这个的。 

定义 1.15 自同构映射：群 G 到自身的同构映射，记为 ν，做的事情是对∀gα ∈G，

有 ν(gα) ∈G 与之对应，且保持乘法规律不变，即 ν(gαgβ)=ν(gα) ν(gβ)。 

由于这个定义，我们知道自同构映射把 G 中单位元素映到单位元素，互逆

的元素映到互逆的元素。我们还知道自同构映射是一个操作，也可以当成一个元

素。如果把所有群 G 的自同构映射放在一起，也可以形成一个群。 

定义 1.16 群 G 的自同构群：如果我们把群 G 的所有自同构映射放在一起，定义

两个自同构映射 ν1 与 ν2 的乘积 ν1ν2 为先进行自同构映射 ν2，再进行自同构映射

ν1，那么所有的自同构映射是形成一个群的，这个群称为群 G 的自同构群，记为

A(G)。 

同时，我们还可以说群 G 的自同构群 A(G)的子群称为群 G 的一个自同构

群。注意，这个 A(G)是包含了群 G 的所有自同构映射，而‘一个自同构群’是

它的子群，用‘一个’来加了个限制。在自同构群 A(G)的子群中，存在这样的子

群，它的自同构映射的定义比较特殊。 

定义 1.17 内自同构映射：在群 G 中取一个元素 u，用它对群 G 中任意一个元素

g 进行ugu−1的操作。因为u(gigj)u
−1 = ugiu

−1ugju
−1，所以它是一个自同构映射，

称为内自同构映射。把类似映射放在一起形成的群，称为内自同构群，记为 I(G)。 

                                                             

著名的 Polymath（对他而言含数学、力学、物理）Jean-Baptiste le Rond d'Alembert（让·勒

朗·达朗贝尔）的一句名言：Algebra is generous; she often gives more than is asked of her。说

的也是这个感受。在阿热先生的一个课程录像上，他提到了 Geometry 不是，他是这个感觉，

他不知道为什么。笔者在讲义补充到这里的时候，也有同样的感觉，也不知道为什么。读者

如有答案，欢迎告知。 



 

    在这里，对内自同构映射，需要说一句，就是取不同 u，可能对应的映射是

同一个。比如，群是 Abel 群，取不同 u 对应的映射都是恒等映射。关于内自同

构映射群，有个性质，它是 A(G)的不变子群，这个怎么理解？ 

先证明它是子群，分两个方面。 

1) 封闭性，有内自同构映射f、h，它们定义的映射为fgf−1、hgh−1，记为 ν1、

ν2。它们的乘积为：fhgh−1f−1 = fhg(fh)−1，还是内自同构映射。 

2) 有逆，f对应的内自同构映射为fgf−1，它与f−1定义的内自同构映射乘积是

f−1fgf−1f = g，恒等映射。 

再证明它是不变子群，这个稍微复杂些，就是要证当 μ 是一个内自同构映射（∈ 

I(G)），ν 是一个自同构映射（∈ A(G)）时，νμν-1 是一个内自同构映射。也就是说

当它作用到群 G 中任意一个元素gα时，会得到 u1gαu1
-1，这里 u1 是群 G 中的一个

元素。 

（沿着这个思路往下走），ν 是一个自同构映射，ν-1 是它的逆，也是一个自同构

映射。设 ν-1 作用到gα上得到gβ，那么 ν 作用到gβ就会得到gα。gα是群 G 中任意

一个元素。 

现在看 νμν-1 作用到gα 上面什么效果（νμν-1(gα )），先是最右边的作用，得到

νμν−1(gα) = νμ(gβ)。然后是 μ 作用，因为它是一个内自同构映射，所以效果为

μ(gβ)=ugβu-1，其中这个 u 是属于 G 的一个固定元素。νμ(gβ)继续等于 ν(ugβu-1)。 

最后看 ν 作用上去的效果，因为乘积的投影等于投影的乘积，所以 ν(ugβu-1)等于

ν(u)ν(gβ) ν(u-1)，前面说过，u 为 G 中固定元素，所以对一个特定的 ν，ν(u)为群

G 中另一固定元素，且 ν(u-1)=ν(u)-1，所以最前面和最后面分别是群 G 中一个固

定元素 ν(u)对应的 ν(u)与 ν(u)-1。中间 ν(gβ)=gα，那么 νμν-1 作用到gα上的效果就
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是 ν(u)gαν(u)-1，其中 ν(u)为群中一个固定元素，这个映射为内自同构映射。 

（证毕） 

例15. 三阶循环群 Z3={e、a、a2}的自同构群是什么样子，它的元素有哪些？ 

单位元素对应单位元素，逆元对应逆元，所以只能有两个自同构映射。为

恒等映射，与 e 到 e、a 到 a2、a2 到 a 这个映射。自同构群包含两个元素，

与二阶循环群同构。 

而内自同构映射，因为 Z3 是 Abel 群，只包含恒等映射。内自同构群是自

同构群的不变子群。 

1.5 变换群 

变换群是以变换为群元形成的群，对它的讨论分变换对象以及变换操作。之

所以把变换群单独拎出来讲，是因为它是我们物理问题研究中最常用到的一种群，

包括我们后面要讲的点群、空间群，SO(3)群，它们都是些变换操作的集合，变

换的对象是我们感兴趣的物理系统。在这些章节的讨论中，我们会用到变换群的

一些概念。先看几个定义。 

定义 1.18 变换、完全对称群、变换群：设 X 是一个非空集合，X={x、y、z、…..}，

f 是将 X 映入其自身的一一满映射，f(x)=y∈ X，那么我们将 f 称为 X 上的变换或

置换。 

    在置换基础上，如果继续定义 X 上的两个置换 f、g 的乘积为 fg 为先对 X 进

行置换 g，再对 X 进行置换 f，即对∀x ∈X，有 fg(x)=f(g(x))，那么 X 的全体置换

在此乘法规则下形成一个群，称为 X 上的完全对称群，记为 SX。恒等置换 e 是

SX 的单位元素，置换元素 f 与其逆置换为互逆元素。完全对称群的子群称为 X 上

的变换群或对称群。若 X 为 n 个元素的集合，则称其上的完全对称群为 X 上的



 

n 阶置换群，记为 Sn。对群 G，当我们把群元当成变换对象时，它也有完全对称

群，记为 SG。关于 SG，有个凯莱定理。 

定理 1.8 凯莱（Cayley）定理：群 G 同构与 SG 的一个子群。 

证明：（就是找到一个 SG 的子群，再证明它与 G 同构） 

定义这样一个变换，取 G 中任意一个元素 g，它对 G 进行的变换就是 gG，根据

重排定理，它给出且仅仅一次给出 G 中所有元素，所以这是 G 上的一个变换。 

把 G 中的每个元素都抽出来当这个 g，当抽出的是单位元素的时候，对应恒等变

换。而 g 所对应的变换的逆变换为 g-1 所对应的变换，因为 g-1gG=G。这样是可

以形成一个 SG 的子群的。很显然这个 SG 的子群与 G 同构。 

（证毕） 

上面说的是跟变换群相关的性质，关注的是变换操作的集合，还没有关注变

换对象。跟变换对象相关的最重要的一个概念是变换对象中元素的等价性，以及

与之相关的轨道。 

定义 1.19 等价性：设 G 为 X 上的变换群，若对 x、y∈ X，∃g∈ G，使得 g(x)=y，

则称 x 与 y 等价，记为 x~y。 

    由这个定义出发，我们可以想象和群元的共轭比较类似，这里变换对象中元

素的等价也有传递和对称性。这里所谓的对称，指的是当 x 与 y 等价时，y 也与

x 等价。因为既然存在 g 属于 G，使得 g(x)=y，而 G 是一个群，那么肯定存在一

个 g 的逆，使得 g-1(y)=x。 

而传递，指的是由 x~y、y~z 得到 x~z。这个还是类似道理，因为 x~y，必有

g 属于 G，使得 g(x)=y；因为 y~z，必有 f 属于 G，使得 f(y)=z。由变换群的乘法

定义，可知 fg(x)=f(g(x))=f(y)=z。而因为 G 是一个变换群，所以 fg 属于 G，这个
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G 中的元素可以让 x 与 z 等价。 

基于等价，我们还可以定义一个 G 轨道的概念。 

定义 1.20 x 的 G 轨道：设 G 为 X 上的变换群，x 为 X 中元素，由 X 中所有与 x

等价的元素的集合，称为 x 的 G 轨道。 

这个和之前将的群元中类的概念有相似的地方，等价对应共轭。 

关于变换对象还有另外一个概念，不变子集。这个不变子集，说白了就是一

个集合，这个集合的特征是任意 G 中元素作用到这个集合中元素上，得到的还

是这个集合中的元素。说的严格些，就是： 

定义 1.21 设 G 为 X 上的变换群，若有 X 上的子集 Y，对应 G 中任意元素 g，它

得到的结果还属于 Y，则称 Y 为群 G 在 X 上的不变子集。 

由这个定义，我们可以看出： 

1． X 中每个 G 轨道都是 G 不变的，所以这些 G 轨道及其并集都是 G 在 X 上的

不变子集。 

2． X 中的任意子集 Y，总能找到 G 的一个子群 H，使得 Y 是 H 不变的，因为大

不了只包含恒等变换。 

看个例子。 

例16. 设 X 是二维平面，G 是绕 z 轴转动的二维转动群，G= {Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，

X={r⃗ = xî + yĵ}，前者为变换操作，后者为变换对象。对于 X 中任意一点

r⃗ = xî + yĵ，G 中元素Ck⃗⃗⃗(Ψ)作用到它上面的效果是： r⃗′ = (x cosΨ−

y sinΨ)î + (x sinΨ+  y cosΨ)j。̂ 

按照我们前面介绍的定义，r⃗与r⃗′是等价的，以原点 O 为圆心，过r⃗的圆周

上的所有点，都与其等价，它们的集合构成r⃗的 G 轨道。 



 

这些同心圆及其并集，是 X 的子集，也是 G 不变的，所以是 X 的 G 不变

子集。 

如取一个圆上等间距的四个点作为 X 的子集 Y，这个 Y 作对应的不变的

变换群就是 G 中的子群 H，H 包含的操作就是转动 π/2 以及它的整数倍的

操作。 

上面说了，X 的任意子集 Y 都有一个 G 的子群 H，使得 Y 对 H 不变。当 Y

只包含 X 中的一个点 x 时，这种不变关系还可以用来定义一个新的概念，就是

迷向子群。 

定义 1.22 设 G 是 X 上的变换群，x 是 X 中一点，G 的子群 Gx 保持 x 不变，也

就是 Gx={h|h∈G 且 hx=x}，则称 Gx 是 G 对 x 的迷向子群。 

迷向这个词在这里用得特别好，你可以把它当成一种感觉，就像段誉遇到了

王语嫣。这个迷向子群在我们讲点群的时候非常有用。关于它有个定理。 

定理 1.9. 设 Gx 是 G 对 x 的迷向子群，则 Gx 的每个左陪集把 x 映为 G 中一个特

定的点 y，且不同陪集把它映为不同的点。也就是说含 x 的 G 轨道上的点，与 Gx

的左陪集一一对应。 

证明：（老套路，两点，一是说每个 x 的 G 轨道上的点都对应一个陪集，且这个

陪集中所有元素都把 x 变为这一点，二是说不同陪集对应不同点。） 

先看第一点，对轨道上的任意一点 y，由 gx=y 得到，所以 g 肯定不属于 Gx。由

此，我们可以定义一个陪集 gGx，里面的任意一个元素 gh，作用到 x 上，都等于

ghx=gx=y。 

再看第二点，要证不同陪集对应不同点，反证，设不同陪集g1G
x、g2G

x对应同一

y，这样的话就会有g1h1x = g2h2x = y，其中h1为迷向子群元素。 
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这样我们可以进一步得到g2
−1g1h1x = h2x = x，也就是说g2

−1g1h1是迷向子群的元

素，这样g2
−1g1自然也是迷向子群中的元素。这时，由重排定理知Gx = g2

−1g1G
x，

那么g2G
x就自然等于g1G

x，与已知矛盾。 

（证毕） 

由这个定理我们也知道当群 G 的阶为 n，其迷向子群Gx阶为 m 时，含 x 的

G 轨道上点的个数就是 n/m。（点群那章中会用到） 

（举个与这几个概念相关的例子） 

例17. 设 A、B、C 是平面正三角形的三个顶点，只考虑转动，D3 是其对称群。

A 是 X 中一点，其迷向子群是什么？（答案：{e、a}） 

这个迷向子群的左陪集 b{e、a}={b、f}将 A 映为 C。左陪集 c{e、a}={c、

d}将 A 映为 B。含 A 的 G 轨道上点的个数是 6/2=3。 

1.6 直积与半直积 

这里要讲的直积与半直积，是利用同态的概念，相对与子群与陪集、类与不

变子群这两节内容对群结构的进一步的剖析。其中最强的结构是基于直积概念的，

但它的适用范围比较小。结构弱一些，适用性更强的一个关系是半直积。因为这

个原因，这节学习中的重点是半直积。 

讨论从直积开始，它说的是由两个已知的群 G1 与 G2，来构造一个新群 G，

而这个新群的元素，是由 G1 群中的元素，比如g1α，与 G2 群中的元素上得到g2β，

形成的有序对gα,β = (g1αg2β)。在两个由此定义的元素gα,β = (g1αg2β)与gα′,β′ =

(g1α′g2β′) 进 行 乘 法 时 ， 符 合 的 规 律 是 ： gα,βgα′,β′ = (g1αg2β)(g1α′g2β′)＝

(g1αg1α′g2βg2β′)。两个有序对中，属于 G1 的两个元素相乘，得到一个 G1 元素，

属于 G2 的两个元素相乘，得到一个 G2 元素，再由这个 G1 与这个 G2 元素形成的



 

有序对。 

针对这样一个有序对以及乘法定义，我们是可以定义一个群的，因为严格意

义上我们有集合了，我们也有乘法规则了。我们只需要证明这个集合满足群的四

个条件，它们就会形成一个群。下面我会一步步证明这四个条件成立，这个有序

对形成一个群，我们把这样的一个群叫做 G1 与 G2 的直积群。证明按四点进行： 

1. 封闭性，这个其实由乘法定义已经给出，gα,β与gα′,β′相乘的结果仍然是 G1 与

G2 中元素组成的有序对，仍然属于这个群。 

2. 结合律，这个要证gαβ(gα′β′gα′′β′′) = (gαβgα′β′) gα′′β′′，由乘法定义知， 

gαβ(gα′β′gα′′β′′) = (g1αg2β)(g1α′g1α′′g2β′g2β′′) = (g1αg1α′g1α′′g2βg2β′g2β′′) 

(gαβgα′β′)gα′′β′′ = (g1αg1α′g2βg2β′)(g1α′′g2β′′) = (g1αg1α′g1α′′g2βg2β′g2β′′) 

两者相等。 

3. 单位元素，(g10g20)存在且唯一。 

4. 逆元，对(g1αg2β)，逆元为(g1α
−1g2β

−1)，存在且唯一。 

基于这个证明，直积群的概念应该说也就清楚了，总结如下。 

定义 1.23 直积群：两个群 G1 与 G2，各贡献一个群元，g1α与g2β，形成一个有序

对gαβ = (g1αg2β)。这些有序对形成一个集合，如我们进一步定义这个集合中两

个 元 素 gαβ = (g1αg2β)与gα′β′ = (g1α′g2β′)在 进 行 乘 法 时 ， 满 足 的 规 则 是

gαβgα′β′ = (g1αg2β)(g1α′g2β′)＝(g1αg1α′g2βg2β′)，那么这个集合形成一个群。这

个群我们称为 G1 与 G2 的直积群 G，记为 G1⊗G2。 

前面我们说用直积概念是为了剖析群的结构，但目前我们不光没剖析群结构，

还利用 G1 与 G2 产生了直积群 G。这个看似和我们的目的无关，但其实把我们从



 

32 
 

G1 与 G2 产生 G 这个过程反过来看，把 G 分解为 G1 与 G2，也对应剖析 G 的结

构了。这个反过来的概念叫直积分解，具体如下。 

定义 1.24 直积因子：一个群 G，有两个子群 G1 与 G2，如果 G 中的任何一个元

素都可以唯一地表示为gαβ = g1αg2β，其中g1α属于 G1、g2β属于 G2，且g1αg2β =

g2βg1α，则 G 是 G1 与 G2 的直积，G1 与 G2 称为 G 的直积因子。 

做个说明，前面我们在引入直积群的概念时，利用了 G1 与 G2 元素形成的有

序对。这个有序对的乘法满足 G1 中元素与 G2 中元素分别相乘，然后再放在一起

形成有序对这样一个原则。要让这个关系成立，G1 与 G2 中的元素要么没有乘法，

要么它们有乘法，但可以互易。当没有乘法的时候，直积群中的元素就是一个有

序对，g1α与g2β是不能通过乘法合到一起的，我们只是通过 G1 与 G2 建立了一个

新的直积群 G。此操作没有任何实际意义。 

直积群这个概念有实际意义的情况是 G1 与 G2 中的元素有乘法，且互易，也

就是从 G 可以找到其直积因子 G1 与 G2 的情况。 

同时需要说明的是这个 G1 与 G2 本身不要求是 Abel 群，定义只要求它们之

间乘法互易。同时，G1、G2 与 G 之间存在两个结构关系，1) 它们只有一个公共

元素 e，2) 它们都是 G 的不变子群。这个怎么理解？ 

先看第一点，子群之间必有单位元素 e 这个公共元素，现在要证它们只有这

一个公共元素，就用反证法。设除了 e 还有一个 a 是它们的公共元素。如果这样

的话，那么 G 中的元素 a，就可以写成 G1 出 e、G2 出 a，相乘的结果；或者 G1

出 a、G2 出 e，相乘的结果，两种情况。与直积因子定义的时候第一条，唯一地

表示为gαβ = g1αg2β，其中g1α属于 G1、g2β属于 G2，矛盾。 



 

再看第二点，G1 与 G2 是 G 的不变子群。这个证明很简单，以 G1 为例，其

中任意元素g1α，其同类元素为：(g1α′g2β′)g1α(g1α′g2β′)
−1
= g1α′g1α(g1α′)

−1，仍

然属于 G1。 

看几个直积群的例子。 

例18. 定义 xy 平面上的向量为群元素，其乘法为向量加法，则 xy 平面上所有向

量的集合构成一个群，记为 G1。定义 z 轴上所有向量按同样乘法规则构

成群 G2。 

则它们作直积，形成三维空间所有向量的集合。同理，三维空间所有向量

的集合，按照向量加法为群元乘法，可分解为 xy 平面形成的群 G1 与 z 轴

形成的群 G2 的直积，G1 与 G2 为直积因子。 

这里，分解方法不唯一（任何一个平面与一个不属于它的直线都可以）。

但任意一种方法分解完了以后，G1 与 G2 都满足它们只有一个公共元素，

且它们都是 G 的不变子群这两个性质。 

例19. 6 阶循环群 Z6={a、a2、a3、a4、a5、e}，取其两个子群 G1={e、a3}，G2={e、

a2、a4}，则 Z6 中任意一个元素都可以唯一写成 G1 中元素与 G2 种元素的

乘积，且 G1 与 G2 乘法互易。这个时候，G1 与 G2 就是六阶循环群的直积

因子，也是它的不变子群。 

这两个都是直积的例子，结构关系很强。前面我们提到过，D3 群的结构关系

也很强，在这里它有直积因子吗？ 

例20. D3 群，取 G1={e、d、f}，G2={e、a}，这时 D3 群中任何一个元素也可以唯

一的表达为 G1 中元素g1α与 G2 中元素g2β的乘积g1αg2β，这个没有问题。

但是，G1 与 G2 的乘法不互易，与之相应g1αg2β ≠ g2βg1α，这时，D3 就不
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再是 G1 与 G2 的直积，G1 与 G2 也不都为 D3 的不变子群（G1 是，G2 不是）。 

不过这个时候，我们还是知道 D3 是可以由 G1 与 G2 按某种关系来构成的。

这个时候，我们不能用直积这个概念，我们退而求其次，把这个结构关系进行一

定程度的弱化，就会形成另外一个概念，叫半直积。 

半直积这个概念有一点点复杂，但是还可以（后面不缺更复杂的）。 

定义 1.25 半直积：设群 G1={g1α}，G2={g2β}。对 G1，如存在自同构映射群 A(G1)，

使得 G2 与之同态，也就是说对 G2 中任意g2β，我们总可以通过这个同态映射，

找到一个 G1 群的自同构映射νg2β
，利用这个自同构映射，我们可以定义一个 G1

群与 G2 群元素形成的有序对gα,β = 〈g1αg2β〉的集合，并且规定这个集合中元素乘

法满足：gα,βgα′,β′ = 〈g1αg2β〉〈g1α′g2β′〉 = 〈g1ανg2β(g1α′)g2βg2β′〉，下面我们会证

明这样的一个集合按照这样的一个乘法构成群，这个群我们称为 G1 与 G2 的半直

积群，记为 G1⊗sG2。 

我们现在来细细体会这个概念。半直积，很显然，没有直积那么强的结构型，

所以我们在定义这个有序对乘法的时候不能简单规定两个因子群的群元简单相

乘。但是，我们也说过，它还是有很强的结构性的，那么这个结构性就体现在 G2

必与 G1 的某个自同构映射群同态上。 

这句话比较绕，它最本质的功能，就是要建立一个规则，让 G1 与 G2 的有序

对能够相乘，得到新的有序对。就是在有序对相乘的时候，直积群是 G2 中元素

g2β不做任何限制地让 G1 中的元素g1α′跑到它前面跟 G1 中的元素g1α相乘。很无

私，背后是强烈的自信，因为我们这个有序对的集合的结构性太强的，它允许我

这么让步。对半直积群，我 G2 中元素g2β不是不让你过去，但你不能无视我，你

要过去，必须按照我制定的规则，变成 G1 中的另外一个元素νg2β(g1α′)。 



 

这个规则是怎么制定出来的呢？我 G2 不是和你 G1 的自同构群同态嘛，我们

前面说过，同态存在的话由 G2中的元素g2β就可以确定 G1的一个自同构映射νg2β。

我这个自同构映射干的是什么事情呢？就是你给我一个 G1 中元素g1α′，我让你变

成 G1 中另外一个元素νg2β(g1α′)。然后，在有序对乘法的时候，g1α′通过这个规则

变成νg2β(g1α′)，与g1α相乘，形成有序对中 G1 群的元素g1ανg2β(g1α′)。而g2β呢？

严于律人、宽以待己，再对别人进行完一系列的要求后，自己恬不知耻的不做任

何改变，跑到后面和g2β′相乘，变成了有序对里 G2 群的元素。 

用图表示的话这个过程中重要的就是一个同态关系和一个同构关系，如下： 

 

（图 5：半直积示意图） 

上面是按照我们这门课的习惯，用简单的几句话定了规则，下面我们看这些规则

产生的规律，这个规律就是它们形成一个群，我们按群的四要素来讨论。在这个

讨论中，我们用到的最为基本的两个性质是： 

1. νg2β(g1αg1α′) = νg2β(g1α)νg2β(g1α′)，νg2β是 G1 的自同构映射，乘积的映射等

于映射的乘积。（这个对应的是我们上图右面那个构映射关系） 

2. νg2βg2β′(g1α′) = νg2β(νg2β′(g1α′))，g2βg2β′是 G2 群中的两个元素的乘积，对应

G1 群的自同构映射νg2βg2β′。这个自同构映射作用到g1α′得到 G1 中的一个元

素，是等式左边的值。等式右边，g2β′是 G2 中的一个元素，由于与 G1 的自同

构群 A(G1)同态，也对应一个 G1 的自同构映射，νg2β′，这个自同构映射作用
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到g1α′上，得到 G1 中元素νg2β′(g1α′)。于此同时g2β也对应一个 G1 的自同构映

射νg2β，这个自同构映射作用到νg2β′(g1α′)得到的结果与等式左边相等。这个

相等的基础是因为 G2 与 G1 的自同构群 A(G1)同态，在这个同态关系中，乘

积的映射等于映射的乘积，所以νg2βg2β′等于νg2β乘以νg2β′。（这个对应的是我

们上图左边那个同态映射关系） 

证明： 

现在我们看群的四要素： 

1. 结合律，也就是： 

(〈g1αg2β〉〈g1α′g2β′〉)〈g1α′′g2β′′〉 = 〈g1αg2β〉(〈g1α′g2β′〉〈g1α′′g2β′′〉) 

左边等于 

〈g1ανg2β(g1α′)g2βg2β′〉 〈g1α′′g2β′′〉 = 〈g1ανg2β(g1α′)νg2βg2β′(g1α′′)g2βg2β′g2β′′〉 

右边等于 

〈g1αg2β〉 〈g1α′νg2β′
(g1α′′)g2β′g2β′′〉 = 〈g1ανg2β (g1α′νg2β′

(g1α′′)) g2βg2β′g2β′′〉 

=〈g1ανg2β(g1α′)νg2β(νg2β′
(g1α′′))g2βg2β′g2β′′〉  



 

由上面性质的第二点我们知道等式成立。 

2. 封闭性，G 中元素为 G1 与 G2 中元素形成的有序对，两个元素相乘按照乘法

规则还是这样的有序对，所以封闭性自然成立。 

3. 单位元素：g10、g20 分别是 G1 与 G2 中的单位元素，G2 中单位元素对应的映射

为恒等映射。同时任意一个 G1 的自同构映射作用到 g10 上都得到 g10。所以： 

〈g10g20〉〈g1αg2β〉 = 〈g10νg20(g1α)g20g2β〉 = 〈g1αg2β〉 

〈g1αg2β〉〈g10g20〉 = 〈g1ανg2β(g10)g20g2β〉 = 〈g1αg2β〉 

4. 逆元：〈g1αg2β〉的逆元为〈νg2β
−1(g1α

−1)g2β
−1〉。这个形式怎么定出来的？ 

先看 G2 的部分，它很简单，就是g2β
−1，因为在有序对乘法过程中，它不做任

何改变。 

再看 G1 的部分，它比较复杂。我们先设逆元中 G1 部分为g1α′。它要满足： 

〈g1αg2β〉〈g1α′g2𝛽
−1〉 = 〈g1ανg2β(g1α′)g20〉 = 〈g10g20〉 

也就是νg2β(g1α′) = g1𝛼
−1对任意g1α成立。将νg2β

−1作用到这个式子两段，就有

g1α′ = νg2β
−1(g1α

−1)。 

结合这四点，〈g1αg2β〉的集合形成一个群，称为半直积群。 

（证毕） 

关于半直积群，有个比较重要的性质就是 G1 是它的不变子群。因为： 

〈g1αg2β〉〈g1α′g20〉 〈νg2β
−1(g1α

−1)g2β
−1〉…(g20 对应恒等映射) 

= 〈g1αg2β〉 〈g1α′νg2𝛽
−1(g1𝛼

−1)g20g2𝛽
−1〉 

= 〈g1ανg2β(g1α′νg2β
−1(g1α

−1))g2βg2β
−1〉 

= 〈g1ανg2β(g1α′)νg2β(νg2𝛽
−1(g1𝛼

−1))g20〉 

= 〈g1ανg2β(g1α′)g1𝛼
−1g20〉 
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还是 G1 中元素。但 G2 没有这个特性，当 G2 也是 G 的不变子群时，半直积就变

成了直积。 

例21. D3 群，取 G1={e、d、f}，G2={e、a}。G1 的自同构映射群有两个元素，νe

是恒等映射，νa把 e 映为 e、f 映为 d、d 映为 f，所以 G2 与 G1 的这个自同

构群同态。这个时候，我们可以定义半直积群元素：{〈ee〉、〈ea〉、〈de〉、

〈da〉、〈fe〉、〈fa〉}。根据 D3 群乘法，我们可以知道它们分别对应：{e、a、

d、c、f、b}。G1 与 G2 的乘法不互易，但是由于 G2 与 G1 的自同构群的同

态映射关系，我们有：〈da〉〈fa〉 = 〈dνa(f)aa〉 = 〈ddaa〉 = 〈fe〉，对应到 D3 群

的乘法表中，就是 cb=f。 

同样：〈fa〉〈da〉 = 〈fνa(d)aa〉 = 〈ffaa〉 = 〈de〉，对应 D3 群乘法表中的 bc=d。

因此，D3 群具备以 G1={e、d、f}，G2={e、a}为因子形成的半直积结构，

是它们的半直积群。其中 G1 是 D3 的不变子群。 

1.7 习题与思考 

1. 证明：只有一个三阶群。 

2. 证明：两个子群的交集为子群。 

3. 证明：有两个四阶群，且都是 Abel 群。 

4.对群G = {1、𝑖、 − 1、− 𝑖}，有没有非平庸的不变子群。如有，G对它的商群是

什么？ 

5. 生成矩阵群，它的两个元素为(
0 1
−1 0

)和(
0 1
1 0

)，此群的阶是多少？共有多少

个共轭类？ 

6. 说出 D3 群的子群与不变子群。 

7. 证明：不是子群本身的陪集不包含子群的元，且不是群。 



 

8. 一个群可不可以有几个不同的不变子群。 

9. 证明：除恒元外其它所有元都是二阶的群是 Abel 群。 

10. 试问下列三个矩阵，按矩阵乘法规则，是否形成一个群？ 

(

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

)、  (

0 0
1 0

0 1
0 0

0 1
0 0

0 0
1 0

)、(

0 0
0 0

1 0
0 1

1 0
0 1

0 0
0 0

) 

至少需要添加几个矩阵才能构成一个群？求出这些要添加的矩阵，以及群的共轭

类。 

11. 考虑下面六个函数的集合： 

f1(𝑥) = 𝑥；f2(𝑥) = 1 − 𝑥；f3(𝑥) = 𝑥/(𝑥 − 1)； 

f4(𝑥) = 1/𝑥；f5(𝑥) = 1/(1 − 𝑥)；f6(𝑥) = (𝑥 − 1)/𝑥。 

定义两个函数的乘积是以后面函数的输出作为前面函数的输入得到的整体函数

依赖关系，如(f1f3)(𝑥) = f1(f3(𝑥))。证明该集合在此运算法则下形成一个群，且

该群与 D3 群同构。 

12. 设C𝑖为群中的一个类，C𝑖
∗为C𝑖中元素的逆的集合。证明：C𝑖

∗也是一个类。 

13. 写出下列置换的逆： 

p1 = (
1 2 3
3 5 7

     
4 5 6
1 2 8

    
7 8
4 6

)、p2 = (
1 2 3
2 5 6

     
4 5 6
8 1 7

    
7 8
4 3

) 

并验证(p1p2)
−1 = p2

−1p1
−1。 

14. 找出三阶对称群 S3 的所有子群，并指出哪个子群是不变子群，哪个子群是含

元素(
1 2 3
2 3 1

)的循环群？ 

15. 求六阶循环群的所有不变子群，以及其对应的商群。 

16. 用两个元素A与B生成一个群，使得它仅仅遵从关系式：A2 = Bk = (AB)2 = E，

式中k是大于 1 的有限整数。 
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17. 求 D3 群的自同构群，它是内自同构群吗？ 

18. 设群只有一个阶为 2 的元素h，证明：对∀g ∈ G，有gh = hg。 

19. 在D4群中，取子群G1 = {𝑒、𝑟、𝑟2、𝑟3}，G2 = {𝑒、𝑎}，证明：D4 = G1⊗s G2。 

20. 若G = H⊗s K，证明：1)商群G/H与K同构；2) G 与 H 和 K同态。 

21. 一个群与其子群是否总是同态，为什么？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

第二章 群表示理论 

2.1 群表示 

上一章讲了群的基本结构，这一章讲如何用数学的语言去描述群。这个对应

的理论叫群表示论，要用到的知识是线性代数，其中最基本的概念是群表示。 

如果用一句话来传达群表示这个概念的核心意思的话，我们可以说它是群 G

到线性空间 V 上的线性变换群 L(V, C)的同态映射关系。也就是说表示是同态映

射关系，它存在于一个我们要研究的抽象群和一个线性空间的线性变换群之间。

这里的线性变换群，大家也可以直接地理解为一个矩阵群。我们先把这句话说出

来，下面再来做详细解释，从线性空间说起、到线性变换、再到线性变换群。 

定义 2.1 线性空间：线性空间又叫向量空间，它是定义在数域 K（可以是实数域

R，也可以是复数域 C）上的向量集合 V={x、y、z、…..}，在 V 中可以定义加法

和数乘两种运算，设 x、y、z 属于 V，a、b、c 属于 K，向量加法和数乘具有封

闭性，且对加法满足： 

1. x+y=y+x 

2. (x+y)+z=x+(y+z) 

3. 有唯一 0 元素，对任意 x 属于 V，0+x=x+0 

4. 对任意 x 属于 V，有唯一(−x)，使得 x+(−x)=0， 

对数乘满足： 

1. 1 x = x 

2. (ab)x = a (bx) 

3. a(x+y)=ax+ay 

4. (a+b)x=ax+bx。 
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这些条件满足的话，V 这个向量集合就构成一个线性空间。 

线性空间最为直接的一个例子就是我们所处的三维实空间，这个 a、b、c 是

实数，V 中元素是三维空间中向量。线性空间中，我们知道最重要的一个概念是

线性相关与线性无关。 

定义 2.2 线性空间 V 中，任意 n 个向量𝑋⃗1、𝑋⃗2、⋯⋯、𝑋⃗n的线性组合𝑎1𝑋⃗1 + 𝑎2𝑋⃗2 +

⋯⋯+ 𝑎n𝑋⃗n = 0当且仅当𝑎1 = 𝑎2 = ⋯⋯ = 𝑎n = 0时成立，其中这些系数都是线

性空间数域 K 上的数，这时，称𝑋⃗1、𝑋⃗2、⋯⋯、𝑋⃗n这些向量线性无关。否则，它

们线性相关。 

基于线性无关的一个概念是线性空间的维数。 

定义 2.3 线性空间中线性无关的向量的最大个数 m，称为线性空间的维数，记为

dim V=m。 

有了线性空间、维数，下一步我们就可以定义基矢了。 

定义 2.4 设 V 是 n 维线性空间，则 V 中任意一组 n 个线性无关的向量，都可以

构成 V 的基矢，记为(𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)。空间中任意矢量都可以表示成为这 n

个基矢的线性组合，𝑋⃗ = ∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖
n
𝑖=1 ，矩阵形式为： 

𝑋⃗ = (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

 

其中，我们用[𝑋⃗]代表向量在这组基矢上的坐标，表示为：

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

。由此定义，显

然：[𝑒1]＝

(

 
 

1
0
⋮
⋮
0)

 
 

，[𝑒2]＝

(

 
 

0
1
⋮
⋮
0)

 
 

，⋯⋯，[𝑒n]＝

(

 
 

0
0
⋮
⋮
1)

 
 

。 



 

线性空间上的变换是线性变换，定义如下： 

定义 2.5 线性变换：线性变换 A 是将线性空间 V 映入 V 的映射，满足∀x⃗⃗，y⃗⃗ ∈ V，

a∈K，A：V→V，A(x⃗⃗) ∈V，A(ax⃗⃗ + y⃗⃗) = 𝑎A(x⃗⃗) + A(y⃗⃗)，也就是说这个变换作用到

向量的线性组合上，等于这个变换作用到向量上的线性组合。这样的变换称为线

性变换。 

关于线性变换，我们知道它可以在线性代数里面写成一个矩阵，这个矩阵的

样子是什么呢？我们这样看，A 作用到x⃗⃗上，得到y⃗⃗，我们记为：y⃗⃗ = A(x⃗⃗)，其中

y⃗⃗ = ∑ 𝑦𝑖𝑒𝑖
n
𝑖=1 ，x⃗⃗ = ∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖

n
𝑖=1 。根据A(ax⃗⃗ + y⃗⃗) = 𝑎A(x⃗⃗) + A(y⃗⃗)，我们知道： 

A(x⃗⃗) = ∑ A(𝑒𝑗)𝑥𝑗
n
𝑗=1                          (2.1) 

对任意一个基矢𝑒𝑗，我们做线性变换A(𝑒𝑗)，都会得到另外一个向量𝑒𝑗
′
，这个向量

用基矢组展开，可以写为： 

𝑒𝑗
′
= (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)

(

 
 

𝑎1𝑗
𝑎2𝑗
⋮
⋮
𝑎n𝑗)

 
 

                 (2.2) 

把式 2.2 代入式 2.1，我们可以得到： 

A(x⃗⃗) =∑A(𝑒𝑗)𝑥𝑗

n

𝑗=1

=∑𝑒𝑗
′
𝑥𝑗

n

𝑗=1

=∑∑𝑒𝑖𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

n

𝑖=1

n

𝑗=1

 

= (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)

(

 
 

𝑎11
𝑎21
⋮
⋮
𝑎n1

𝑎12
𝑎22
⋮
⋮
𝑎n2

⋯⋯
⋯⋯
⋱     
   ⋱
⋯⋯

𝑎1n
𝑎2n
⋮
⋮
𝑎nn)

 
 

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

 

而另一方面： 

y⃗⃗ = (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)

(

 
 

𝑦1
𝑦2
⋮
⋮
𝑦n)
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而y⃗⃗ = A(x⃗⃗)。两个向量相等，它们的所有分量都相等，所以线性变换 A 写成矩阵

的形式标记为[A][x⃗⃗] = [y⃗⃗]。具体矩阵表达形式为： 

(

 
 

𝑎11
𝑎21
⋮
⋮
𝑎n1

𝑎12
𝑎22
⋮
⋮
𝑎n2

⋯⋯
⋯⋯
⋱     
   ⋱
⋯⋯

𝑎1n
𝑎2n
⋮
⋮
𝑎nn)

 
 

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 
=

(

 
 

𝑦1
𝑦2
⋮
⋮
𝑦n)

 
 

 

矩阵元满足： 

(𝑒1
′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
) = (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)

(

 
 

𝑎11
𝑎21
⋮
⋮
𝑎n1

𝑎12
𝑎22
⋮
⋮
𝑎n2

⋯⋯
⋯⋯
⋱     
   ⋱
⋯⋯

𝑎1n
𝑎2n
⋮
⋮
𝑎nn)

 
 

。 

也就是说这个线性变换如果用矩阵表示的话，它的第 j 列，就是这个线性变换作

用到这个线性空间中我们已选定的基足的第 j 个基矢上得到的向量在这组基矢下

的展开系数。这样如果知道变换作用到基上会产生什么样的结果，就知道群元的

矩阵表示了。 

知道这个矩阵表示，我们就进而知道了它作用到线性空间中的任意一个向量

∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖
n
𝑖=1 上，得到的新向量的坐标： 

(

 
 

𝑎11
𝑎21
⋮
⋮
𝑎n1

𝑎12
𝑎22
⋮
⋮
𝑎n2

⋯⋯
⋯⋯
⋱     
   ⋱
⋯⋯

𝑎1n
𝑎2n
⋮
⋮
𝑎nn)

 
 

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

。 

现在线性空间、线性变换的定义都有了，我们还知道了在线性空间的一组基

下，线性变换的矩阵表示。下一步，如果我们进一步定义线性变换的乘法，那么

我们就可以把线性变换的集合往群的方向去描述了。这个群叫线性变换群。 

定义 2.6 线性变换群：定义两个线性变换的乘法为两个线性变换相继作用，则 n

维复线性空间 V 上的全部非奇异线性变换在此乘法下构成一个群，称为 n 维复

一般线性群 GL(V, C)，其子群 L(V, C)称为 V 上的线性变换群。 



 

在这里需要对“非奇异”这个要求做个说明。为什么要非奇异，因为我们这

个线性变换群或矩阵群是一个群，如果奇异了（矩阵的行列式为零），这个集合

不能形成群。这个就像在实数乘法作为群元乘法的时候，所有实数不能形成一个

群，因为零没有逆元，但所有非零实数就可以形成一个群，是一个道理。 

由这个定义我们也知道 GL(V, C)，复一般线性群（注意‘一般’两个字），

是包含 V 上的所有非奇异变换的。正常情况下，它是无穷多个，V 定了，它就定

了，但我们一般不关心它。 

线性变换群，是其中一些非奇异线性变换的集合（GL(V,C)的子集，形成群），

我们关心的是这个。因为群表示指的是我们感兴趣的抽象群 G，到这个线性变换

群的同态映射关系。 

定义 2.7 群表示：设有群 G，如存在一个从 G 到 n 维线性空间 V 上的线性变换

群 L(V,C)的同态映射 A，则称 A 是群 G 的一个线性表示，V 为表示空间，n 是

表示的维数。记为： 

A：G→ L 

∀gα ∈ G，有 A(gα) ∈ L 

∀gα, gβ ∈ G，有 A(gαgβ) = A(gα)A(gβ) 

显然，G 的单位元素，由同态的定义，对应的是 V 上的恒等变换，互逆元素对应

的是互逆的变换。 

对于线性空间 V，如果选定一组特定的基矢，那么每个线性变换可以由一个

矩阵表示，而线性变换群也会对应一个矩阵群。这时，抽象群 G 与线性变换群的

同态映射关系也可以理解为抽象群 G 与矩阵群的同态映射关系。画成图的话就

是这样的，左边是抽象群，右边是线性变换群，它在一个特定的基矢下表现为一
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个矩阵群。表示指的是从左边到右边的同态映射关系。 

 

（图 1：群表示示意图） 

因为是同态，我们第一章讲了，严格意义上是多对一，保持乘法规则满映射。如

果这个同态进一步严格，变为一对一的同构，那么相应的表示就变成了忠实表示。 

同时，对于两个同构的群G与G′，如果 A 是G的表示，那么因为G与G′的同构

（一对一）关系，A 也是G′的表示。（课上画图讲解） 

由上面讲的概念，我们看几个例子。 

例1. 任何群 G，恒与{1}（一阶单位矩阵）同态，这个表示称为一维恒等表示，

或显然表示、平凡表示（trivial representation）。 

推广一下，它和{(
1 0
0 1

)}也自然同态。一个群原则上说怎么都有无穷多个

表示，我们后面会介绍可约、等价这些概念把它们联系起来，而我们真正

关心的，是有个性那几个，我们称之为不等价不可约表示（后面会讲）。 

例2. 任何矩阵群，都是自身的表示，且为忠实表示。 

例3. 三个二阶群，1. {E, σk̂}（三维空间对 xy 平面的反射），2. {E, C𝑘⃗⃗(𝜋)}（绕

z 轴转𝜋角，3. {E, I}（空间反演操作）。表示空间为三维实空间，取基矢为

{𝑖̂, 𝑗̂, 𝑘̂}，它们的表示分别是什么？ 

很简单，步骤是按照我们之前说的线性变换对应的线性矩阵的定义。对 E

这个线性变换，因为恒等，所以把𝑖̂、𝑗̂、𝑘̂变为𝑖̂、𝑗̂、𝑘̂，对应的新向量在



 

旧基矢组下的展开系数分别为(1、0、0)，(0、1、0)、(0、0、1)，所以矩阵

为三阶单位矩阵。实际上单位元对应的都是单位矩阵。 

对非单位元，第一种情况，σk̂把𝑖̂、𝑗̂、𝑘̂变为𝑖̂、𝑗̂、-𝑘̂。所以展开系数为(1、

0、0)、(0、1、0)、(0、0、-1)，对应的表示矩阵为：(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)。 

第二种情况，C𝑘⃗⃗(𝜋)把𝑖̂、𝑗̂、𝑘̂变为-𝑖̂、-𝑗̂、𝑘̂，矩阵为：(
−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

)。 

第三种情况，I 把𝑖̂、𝑗̂、𝑘̂变为-𝑖̂、-𝑗̂、−𝑘̂，矩阵为：(
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)。 

结合一下，三个表示矩阵群分别是： {(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)，(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)}，

{(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)，(
−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

)}，{(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)，(
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)}。 

同时，既然表示可以理解为抽象群到矩阵群的同态映射关系，上面的三个

抽象群相互同构，那么这三个矩阵群也可以相互为那三个抽象群的表示。 

例4. 绕 z 轴的转动群{C𝑘⃗⃗(𝜑)}，表示空间为三维实空间，取基矢为{𝑖̂, 𝑗̂, 𝑘̂}。 

同样，还是将变换作用到基矢上，看效果。 

 

（图 2：欧式空间转动示意） 

C𝑘⃗⃗(𝜑)𝑖̂ = cos 𝜑 𝑖̂ + sin𝜑 𝑗 ̂

C𝑘⃗⃗(𝜑)𝑗̂ = − sin𝜑 𝑖̂ + cos𝜑 𝑗 ̂

C𝑘⃗⃗(𝜑)𝑘̂ = 𝑘̂ 
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表示矩阵为：(
cos𝜑 −sin𝜑 0
sin𝜑 cos𝜑 0
0 0 1

) 

上面例子中取的基矢当群元作用到它们上面的时候效果都很直接，好理解。

在下面我们讲具体表示的时候，还会遇到一类线性空间的基矢，是一些函数。在

这个线性空间中，线性变换作用到它们身上效果不像上面一样好理解，我们也介

绍一下。比如基组是{𝛹1(𝑟)、𝛹2(𝑟)、⋯⋯、𝛹n(𝑟)}（大家以后比较经常遇到的会

有平面波、高斯、球谐函数等等）。 

gα是我们抽象群的群元，它通过表示 A 所对应的线性空间的线性变换为

A(gα)。我们要想知道它的矩阵表示形式，根据上面的介绍，就要知道 A(gα)作用

到每个基函数上得到的新的函数按{𝛹1(𝑟)、𝛹2(𝑟)、⋯⋯、𝛹n(𝑟)}这组基展开的展

开系数。在这些函数中，𝑟是它们的变量（好好理解一下）。 

现在我们以𝛹𝑖(𝑟)为例，看 A(gα)作用到𝛹𝑖(𝑟)上会得到什么样的效果？我们

记A(gα)𝛹𝑖(𝑟)为𝛹𝑖
′(𝑟)，我们知道𝛹𝑖

′(𝑟)为一个新的函数。如果这个抽象群群元gα

的意义是它作用到三维实空间的一个向量𝑟上，得到一个新的向量𝑟′ = gα𝑟。 

 

（图二 函数变换示意图） 

那么𝛹𝑖(𝑟)这个函数本身的变化，由上图，我们可以想象满足𝛹𝑖
′(𝑟′) = 𝛹𝑖(𝑟)，

其中𝑟′ = gα𝑟，这也就意味着𝛹𝑖
′(𝑟) = 𝛹𝑖(g𝛼

−1𝑟)。再由于我们上面是把A(gα)作用

到𝛹𝑖(𝑟)上得到的函数A(gα)𝛹𝑖(𝑟)记为𝛹𝑖
′(𝑟)的，其中满足：𝛹𝑖

′(𝑟) = 𝛹𝑖(g𝛼
−1𝑟)，这



 

也就意味着A(gα)这个线性变换，作用到𝛹𝑖(𝑟)这个基函数上，得到的函数是

𝛹𝑖(g𝛼
−1𝑟)。我们要做的就是把𝛹𝑖(g𝛼

−1𝑟)按{𝛹1(𝑟)、𝛹2(𝑟)、⋯⋯、𝛹n(𝑟)}展开就可

以了。 

一种数学上更为规范的语言去总结上面的分析，我们可以说：gα是我们关心

的抽象群的群元；在一个由函数组成的线性空间，它表现为一个线性变换A(gα)；

这个A(gα)的作用对象是函数，也就是说A(gα)作用到函数𝛹𝑖上，结果是A(gα)𝛹𝑖。

这个新的函数，我们记为𝛹𝑖
′；我们对它的要求是𝛹𝑖

′(𝑟′) = 𝛹𝑖(𝑟)，也就是说变换

后的函数形式以变换后的坐标作为输入的话，输出的数值不变；根据这个要求，

我们可以得到前面推出的𝛹𝑖
′(𝑟) = 𝛹𝑖(g𝛼

−1𝑟)。 

这些讨论同样适用于其它群 G 的意义是作用到表示空间的基函数的变量的

其它情况。换句话说，只要抽象群的群元是用作在基函数的变量上的，上面的讨

论都适用。比如，我们后面会将一个东西叫群函数，我们也会用这个方法。现在

为了方面理解，你们可以先按我上面说的把函数变量当成三维欧式空间的向量，

抽象群群元是作用在这个向量上的变换。 

举个具体例子。 

例5. 线性空间为由下面六个函数组成的函数空间：{𝛹1(𝑟) = 𝑥
2、𝛹2(𝑟)=𝑦

2、

𝛹3(𝑟) = 𝑧2、𝛹4(𝑟) = 𝑥𝑦、𝛹5(𝑟) = 𝑦𝑧、𝛹6(𝑟) = 𝑥𝑧}。我们求 D3 群在它

上面的表示。这里的基础是 D3 群的群元作用到三维实空间向量𝑟上的效

果。以 d 为例，根据前面的讨论，我们知道效果是： 

𝑑𝑟 = (𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂) (
−1/2 −√3/2 0

√3/2 −1/2 0
0 0 1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
)=(𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂) (

−
1

2
𝑥 −

√3

2
𝑦

√3

2
𝑥 −

1

2
𝑦

𝑧

)。 

这 样 我 们 知 道 对 f 这 个 D3 群 的 群 元 ， 它 作 用 到 一 个 函 数 上 ，
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A(f)𝛹1(𝑟)=𝛹1(f
−1𝑟)=𝛹1(𝑑𝑟)=( −

1

2
𝑥 −

√3

2
𝑦)2=

1

4
𝑥2 +

3

4
𝑦2 +

√3

2
𝑥𝑦。展开系

数为
1

4
、

3

4
、0、

√3

2
、0、0。 

同样的方法作用到𝛹2(𝑟)到𝛹6(𝑟)上，我们就可以得到 f 的表示矩阵。其它

群元表示矩阵也由相同的方法得到。 

到这儿，这一节内容我讲完了，总结一下，三句话： 

1. 群表示指的是抽象群 G 与线性变换群的同态映射关系。 

2. 在求群表示矩阵的时候，我们要做的就是把每个基矢进行变换，然后按旧基

展开，展开系数为表示矩阵的列。 

3. 当表示空间的基为函数，而抽象群群元为其变量的变换时，函数变换满足的

规律是：A(gα)𝛹𝑖(𝑟) = 𝛹𝑖(g𝛼
−1𝑟)。 

2.2 等价表示、不可约表示、酉表示 

上一节我们在举群表示的例子的时候，开始我们就提到了一个群的表示严格

意义上是无穷多个，比如所有维数的单位矩阵都是这个群的表示。同时我们又提

到了研究类似重复提高这些维数得到的这些表示在我们这门课程里其实没有意

义，我们真正感兴趣的表示是不等价、不可约表示。要想理解什么是不等价不可

约表示，那么首先我们就要理解什么是等价、可约。 

先说等价表示，它在这一节的地位有点就像‘共轭’在‘类与不变子群’那

节一样。下面的定义是从韩老师那本书上摘下来的，非常好！但有一个地方要说

明（给完定义后进行）。 

定义 2.8 等价表示：设群 G={gα}在表示空间 V 上的一个表示 A 是{A(gα)}。也就

是说对每个gα有个非奇异变换与之对应，在一组基(𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)下，A(gα)

为gα对应的非奇异矩阵。设 P 是 V 上的一个非奇异矩阵，det(P)不为零，则相似



 

矩阵集合{P-1A(gα )P}也给出群 G 的一个表示，因为每个gα也唯一对应一个 P-

1A(gα)P，且：P-1A(gαgβ) P=P-1A(gα)A(gβ) P=P-1A(gα)PP-1A(gβ)P，保持乘法规律不

变。这个表示{P-1A(gα)P}称为{A(gα)}的等价表示。 

这个定义给我们的一个直观的感觉就是两个可以由相似变换联系起来的表

示就是等价表示。这个感觉是对的，这也是我的理解。但它同时可能造成一个略

显狭义的理解，就是你会觉得等价表示必须对应一个线性空间，因为它只提到了

线性空间 V。实际上，当两个表示对应的表示空间不一样，但他们对应的表示矩

阵群可以通过一个不依赖于gα的非奇异矩阵 P，由 P-1{A(gα)}P 通过联系起来的

时候，它们也等价。这种情况应该是广泛存在的，因为一个有限群的表示空间可

以有很多，但最后它的不等价不可约表示就那么几个。这个我们后面会做详细解

释。我建议大家先做最简单的理解：两个可以由相似变换联系起来的表示就是等

价表示。但同时记住，等价表示的表示空间可以不一样。 

针对这个理解，有三点需要进一步说明： 

1. 既然两个等价表示是由相似变换联系起来的，那么两个等价表示的表示空间

维数必须相同。 

2. 判断两个表示是否等价，原则上，我们是要找到不依赖于gα的非奇异矩阵 P，

这很难。实际上，我们后面会引入一个叫特征标的东西，有了它就很方便了。 

3. 表示{A(gα)}与{P-1A(gα)P}的基函数具体什么关系？ 

V 是一个线性空间，(𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)是它的一组基，我们标记为 B。群

G 在 B 这组基下对应的表示矩阵群为{A(gα)}。对于一个线性变换 A(gα)x⃗⃗ =

y⃗⃗，其矩阵形式为：[A(gα)]B[𝑥⃗]B = [y⃗⃗]B。这里[A(gα)]B的第 j 列，是(𝑒1，𝑒2，

⋯⋯，𝑒n)里的第 j 个基在A(gα)这个线性变换下得到的新矢量在这组基下的
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展开系数。 

同样，对于另一组基(𝑒1
′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
)（记为B′），A(gα)这组线性变换也

有一个矩阵表达式，它们作用到向量x⃗⃗上，矩阵形式为：[A(gα)]B′[𝑥⃗]B′ = [y⃗⃗]B′。 

当B′这组基与 B 这组基存在： 

(𝑒1
′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
) = (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)(𝑃)n×n 

的关系时，我们看[A(gα)]B与[A(gα)]B′存在什么样的联系？ 

y⃗⃗这个向量，在 B 下，是： 

y⃗⃗ = (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)

(

 
 

𝑦1
𝑦2
⋮
⋮
𝑦n)

 
 
= (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)[A(gα)]B

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

 

在B′下，就是： 

y⃗⃗ = (𝑒1
′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
)

(

 
 

𝑦1
′

𝑦2
′

⋮
⋮
𝑦n
′)

 
 

 

= (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)(𝑃)n×n[A(gα)]B′

(

 
 

𝑥1
′

𝑥2
′

⋮
⋮
𝑥n
′)

 
 

 

不管坐标系是哪个，向量是同样的向量，所以： 

(𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)[A(gα)]B

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

= (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)(𝑃)n×n[A(gα)]B′

(

 
 

𝑥1
′

𝑥2
′

⋮
⋮
𝑥n

′ )

 
 

 

进而： 



 

[A(gα)]B

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

=(𝑃)n×n[A(gα)]B′

(

 
 

𝑥1
′

𝑥2
′

⋮
⋮
𝑥n

′ )

 
 

           （2.3） 

对向量x⃗⃗，根据同样分析，有： 

x⃗⃗ = (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 
= (𝑒1

′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
)

(

 
 

𝑥1
′

𝑥2
′

⋮
⋮
𝑥n

′ )

 
 

= (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)(𝑃)n×n

(

 
 

𝑥1
′

𝑥2
′

⋮
⋮
𝑥n

′ )

 
 

 

进而 

(

 
 

𝑥1
′

𝑥2
′

⋮
⋮
𝑥n

′ )

 
 
= [(𝑃)n×n]

−1

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

 

将这个式子代入式 2.3，我们有： 

[A(gα)]B

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

=(𝑃)n×n[A(gα)]B′[(𝑃)n×n]
−1

(

 
 

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥n)

 
 

 

对任意x⃗⃗成立，所以，[A(gα)]B′ = [(𝑃)n×n]
−1[A(gα)]B(𝑃)n×n。 

也就是说{A(gα )}是群 G 在 V 上取基矢组(𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)的表示时，

{P−1A(gα)P}就是群 G 在 V 上取基矢组(𝑒1
′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
)的表示。其中，

(𝑒1
′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
)与(𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)的关系是： 

(𝑒1
′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
) = (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)(𝑃)n×n 

换句话，在表示空间不变的情况下，你可以说等价表示就是把基换一下，得

到的矩阵群。 
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在表示空间改变的情况，我们可以理解为{P-1A(gα)P }的基，与{A(gα)}的基做

线性变换后得到的基矢组 

(𝑒1
′
，𝑒2

′
，⋯⋯，𝑒n

′
) = (𝑒1，𝑒2，⋯⋯，𝑒n)(𝑃)n×n 

一一对应。 

现在说完了等价表示。一句话，它们是由相似变换联系起来的。相似变换，

大家在学线性代数的时候应该有印象，我们一般是用来做矩阵对角化的。也就是

说我们通过相似变换，找到一组新的基，使得矩阵在这组新基下具有对角化的形

式。类似的操作我们称为约化矩阵。下面我们要讲的概念，和约化矩阵有关，这

个概念是可约表示。 

定义 2.9 可约表示：设 A 是群 G 在表示空间 V 上的一个表示，如果 V 存在一个

G 不变的真子空间 W（‘真’指的是这个空间不能为 V 本身或只包含零向量），

则称 A 是可约表示。这里 G 不变的真子空间 W，是指对其中∀y⃗⃗，对∀g𝛼 ∈ G，

做A(g𝛼)y⃗⃗，得到的矢量仍然属于 W，也就是说∀A(g𝛼)都不会把 W 中向量变到 W

外面去。 

由这个定义，我们知道当 V 存在 G 不变的真子空间 W 的时候，总可以在 V

中取一组基(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m，𝑒m+1，⋯，𝑒n)，其中𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m是 W 中的

向量，W 的维数是 m。如果我们做线性变换表示矩阵的话，那么我们矩阵群中的

每个矩阵都具备这样的性质： 

A(g𝛼) = (
C𝛼 N𝛼
0 B𝛼

) 

这个里面C𝛼为m×m矩阵，N𝛼为m× (n −m)矩阵，B𝛼为(n − m) × (n − m)矩阵，

左下角的 0，代表(n −m) × m的零矩阵。 



 

这时，W 空间中向量的表示形式为：y⃗⃗ =

(

 
 

𝑦1
⋮
𝑦m
0
⋮
0 )

 
 

，显然A(g𝛼)y⃗⃗ ∈W。 

由这个定义，我们还可以去想，当一个群的表示矩阵群具有如上豆腐块形式

的话，这个表示可约吗？（答案：可约） 

反过来，当一个群的表示不具备如上豆腐块的形式，这个表示就不可约吗？

（不一定，可能基没有选对，比如我群是饶 z 轴的转动群，在三维空间，它肯定

可约，因为我的子空间 xy 平面对它不变。但是如果我选的基里面，前两个不属

于 xy 平面，那么我的表示矩阵就不会具备上面的样子）。 

换句话，判断一个群的表示是否可约，不是看它是否已经具备豆腐块的形式，

而是要看它是否具备成为豆腐块的潜质。这个潜质体现在它的表示空间上。表示

矩阵是外在的东西，表示空间是内在的东西，关键看内在。 

现在讲完了可约，说的是有个 G 的表示空间 V，存在真子空间 W，对∀y⃗⃗，

对∀g𝛼 ∈ G，做A(g𝛼)y⃗⃗，得到的矢量仍然属于 W。下面讲的两个概念与它的正交

补空间以及这个正交补空间在线性变换下的变换性质有关。这两个概念是线性空

间的直和与完全可约。 

定义 2.10 直和：对于群 G 的表示空间 V，W 与W′是它的子空间，如对∀x⃗⃗ ∈V，

都能找到y⃗⃗ ∈ W，z⃗ ∈ W′，使得x⃗⃗可唯一地分解为：x⃗⃗ = y⃗⃗ + z⃗，则称 V 是 W 与W′

的直和。记为：V = W⊕W′。唯一分解这个条件要求W∩W′ = {0}。 

再根据直和可以定义完全可约。 

定义 2.11 完全可约：我们把 G 的表示空间 V 分解为 W 与W′的直和，如 W 与W′

都是 G 不变的，则称 V 这个表示空间完全可约。 

显然完全可约是一种特殊的可约，我们在以后学习的过程中，会遇到很多的
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定理，说的都是“某某表示可约则完全可约”。在这本书的范畴内，基本我们讲

的都是完全可约6。 

由可约表示的定义，我们还可以通过其逆否命题得到：如果群 G 表示 A 的

表示空间 V 不存在 G 不变的真子空间，则称 A 是 G 的不可约表示。 

同时，由上面的讨论，我们还知道如果群 G 的表示不可约，它一定不能写成

豆腐块(
C𝛼 N𝛼
0 B𝛼

)的形式。 

如 G 的表示完全可约，这个豆腐块的形式还可以进一步变换为：(
C𝛼 0
0 B𝛼

)。

这时，W 中向量表示为：y⃗⃗ =

(

 
 

𝑦1
⋮
𝑦m
0
⋮
0 )

 
 

，W′中向量表示为：z⃗ =

(

  
 

0
⋮
0
𝑧1
⋮
𝑧m)

  
 

。 

这时我们称 A 可以约化为 C 与 B 的直和，记为A(g𝛼) = C(g𝛼) ⊕ B(g𝛼)。同

样，对 B、C 的表示空间，我们可进一步寻求约化，如每个可约都是完全可约，

则任何表示最终都可以约化为不可约表示的直和，记作：A(g𝛼) = ∑ ⊕mpA
p(g𝛼)p ，

其中mp代表不可约表示Ap出现的次数，称为重复度。 

有了这些概念，大家现在就可以理解“对任何群，求其全部不等价不可约表

示是我们群表示论的主要课题（注意是主要，比重要还重要）”这句话了。 

前面我们提到的“某某表示可约则完全可约”这句话，为了让大家先有个体

会，我们讲个定理。 

定理 2.1 对于有限群，表示可约则完全可约（有限群涵盖我们这学期主要内容）。 

证明： 

设可约表示可写成上三角形式： 

                                                             
6这里先交个底，下面慢慢体会。 



 

A(g𝛼) = (
G1(g𝛼) R(g𝛼)

0 G2(g𝛼)
) 

前面说过了，面G1(g𝛼)为m×m矩阵，R(g𝛼)为m× (n −m)矩阵，G2(g𝛼)为(n −

m) × (n − m)矩阵，左下角的 0，代表(n − m) × m的零矩阵。 

如果我们可以证明，存在一个矩阵 P，使得 P-1AP 后，得到： 

P−1A(g𝛼)P = G0(g𝛼) = (
G1(g𝛼) 0

0 G2(g𝛼)
) 

那我们就成功了。（沿着这个路子往下去找） 

这个 P 的形式可以设为： 

P = (
Im C
0 In−m

) 

其中 I 为单位矩阵，关键是要确定 C 这个m× (n −m)矩阵。 

由P−1A(g𝛼)P = G0(g𝛼)知A(g𝛼)P = PG0(g𝛼)，把它们的具体形式分别带入得： 

(
G1(g𝛼) R(g𝛼)

0 G2(g𝛼)
) (
Im C
0 In−m

) = (
Im C
0 In−m

) (
G1(g𝛼) 0

0 G2(g𝛼)
) 

也就是： 

(
G1(g𝛼) G1(g𝛼)C + R(g𝛼)

0 G2(g𝛼)
) = (

G1(g𝛼) CG2(g𝛼)

0 G2(g𝛼)
)。 

这样要证的就简化为了： 

G1(g𝛼)C + R(g𝛼)＝CG2(g𝛼)，                （2.4）  

也就是说存在 C，使它成立。 

我们先把这个式子放一下，去找些对证明有利的条件，把它变个形。这个条件是

由“A 是群表示”提供的，也就是： 

A(g𝛼) = (
G1(g𝛼) R(g𝛼)

0 G2(g𝛼)
)，A(g𝛼

−1) = (
G1(g𝛼

−1) R(g𝛼
−1)

0 G2(g𝛼
−1)

) 

同时A(g𝛼)A(g𝛼
−1) = In，因此： 

G1(g𝛼)G1(g𝛼
−1) = Im，G2(g𝛼)G2(g𝛼

−1) = In−m         （2.5） 

现在由式 2.5 对式 2.4 进行变形，后者两边右乘G2(g𝛼
−1)，得： 
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G1(g𝛼)CG2(g𝛼
−1) + R(g𝛼)G2(g𝛼

−1)＝CG2(g𝛼)G2(g𝛼
−1) = C 

等同于： 

G1(g𝛼)CG2(g𝛼
−1)＝C − R(g𝛼)G2(g𝛼

−1)             （2.6） 

也就是说只要找到一个 C，使得式 2.6 成立。 

这个 C 存不存在呢？我们可以试： 

C =
1

nG
∑ R(g)G2(g

−1)
g∈G

 

把这个表达式代入 2.6，左边等于： 

G1(g𝛼)CG2(g𝛼
−1)＝G1(g𝛼)

1

nG
∑ R(g)G2(g

−1)
g∈G

G2(g𝛼
−1) 

= G1(g𝛼)
1

nG
∑ R(g)

g∈G
G2(g

−1g𝛼
−1) 

=
1

nG
∑ G1(g𝛼)R(g)g∈G G2((g𝛼g)

−1)              （2.7） 

到这里还是做不下去，需要更多条件，跟上面一样，继续利用条件“A 是一个表

示”，知： 

A(g𝛼)A(g) = (
G1(g𝛼) R(g𝛼)

0 G2(g𝛼)
) (
G1(g) R(g)

0 G2(g)
) 

= (
G1(g𝛼)G1(g) G1(g𝛼)R(g) + R(g𝛼)G2(g)

0 G2(g𝛼)G2(g)
) 

= A(g𝛼g) = (
G1(g𝛼g) R(g𝛼g)

0 G2(g𝛼g)
) 

类似G1(g𝛼)G1(g)=G1(g𝛼g)这些条件我们前面用过了，这里用G1(g𝛼)R(g) +

R(g𝛼)G2(g) =  R(g𝛼g)，它等同于G1(g𝛼)R(g) = R(g𝛼g) − R(g𝛼)G2(g)，代入 2.7 式，

得： 

G1(g𝛼)CG2(g𝛼
−1) =

1

nG
∑ (R(g𝛼g) − R(g𝛼)G2(g))

g∈G
G2((g𝛼g)

−1) 

=
1

nG
∑ (R(g𝛼g))

g∈G
G2((g𝛼g)

−1) −
1

nG
∑ R(g𝛼)G2(g)

g∈G
G2((g𝛼g)

−1) 

=
1

nG
∑ (R(g𝛼g))

g∈G
G2((g𝛼g)

−1) −
1

nG
∑ R(g𝛼)G2(g𝛼

−1)
g∈G

 

上 式 第 一 部 分 由 重 排 定 理 等 于 C ， 第 二 部 分 由 于 加 和 与 g𝛼 无 关 ， 等 于



 

R(g𝛼)G2(g𝛼
−1)，所以上式继续等于： 

G1(g𝛼)CG2(g𝛼
−1) = C − R(g𝛼)G2(g𝛼

−1) 

这个就是我们要证的式 2.6 了。 

（证毕） 

总结一下，有限群可约则完全可约。证明中用到了对 g 的加和，所以这个证

明只对有限群成立。 

讲完了可约表示，下一个我们想说明的概念是酉（unitary，也叫幺正）表示。

这个概念的基础是酉变换（unitary transformation，幺正变换）。这个大家在线性

代数中应该学过，简单地说，酉变换就是一个保内积变换，当线性空间取的基是

正交归一基的时候，它表现为酉矩阵。 

也就是说酉变换的特点是：Û+Û = Î，这里它们都是算符。取正交归一基时，

其矩阵满足U+U = I，这里它们都是矩阵，Ũ∗是U的转置共轭，Ũ∗等于U−1。后面

的讨论为了方便，我们都取正交归一基，这样酉变换的矩阵就是酉矩阵。 

定义 2.12 酉表示：由酉变换群或酉矩阵群进行的表示是酉表示。 

根据上面的介绍，它的特征是：A(g𝛼)
+ = A(g𝛼)

−1 = A(g𝛼
−1)。写成矩阵元

的形式就是：[A(g𝛼)]𝑗,𝑖
∗ = [A(g𝛼)

−1]𝑖,𝑗=[A(g𝛼
−1)]𝑖,𝑗。 

关于酉表示，有个定理，也属于“某某表示可约则完全可约”的情况。 

定理 2.2 酉表示可约则完全可约。 

证明： 

酉表示是定义在内积空间 V 的，A 可约，则 V 中有 G 不变的真子空间 W。 

将 V 就 W 与其正交补空间 W
⊥作直和，V = W⊕W⊥。 

那么这样的话，对∀y⃗⃗ ∈ W，∀z⃗ ∈ W⊥，有(y⃗⃗|z⃗) = 0。我们目前已知 W 是 G 不变

的，下面只需证明W⊥也是 G 不变的即可。 
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因 W 是 G 不变的，所以对∀g𝛼 ∈ G，∀y⃗⃗ ∈ W，有A(g𝛼)y⃗⃗ ∈ W, A(g𝛼
−1)y⃗⃗ ∈ W，

A(g𝛼)
−1y⃗⃗ ∈ W。 

这样的话对∀g𝛼 ∈ G，∀z⃗ ∈ W⊥，也有： 

(A(g𝛼)z⃗|y⃗⃗) = (z⃗|A(g𝛼)
+y⃗⃗) = (z⃗|A(g𝛼)

−1y⃗⃗) = (z⃗|A(g𝛼
−1)y⃗⃗) = (z⃗|y⃗⃗′) 

其中，由于 y⃗⃗′ ∈ W，所以(z⃗|y⃗⃗′) = 0，这也就是说对∀g𝛼 ∈ G，∀z⃗ ∈ W⊥，有

(A(g𝛼)z⃗|y⃗⃗) = 0。W⊥也是 G 不变的。A 完全可约。 

（证毕） 

由这个性质，我们也可以得到：有限维酉表示总可分解为不可约表示的直和。 

2.3 群代数与正则表示 

现在我们讲完了群表示论这章的前两节，这一章一共是六节，我们在开始第

三节之前先说一下这六节分别是做什么的，方便有个整体的理解。 

第一节、 群表示 

第二节、 等价表示、不可约表示、酉表示 

第三节、 群代数与正则表示 

第四节、 有限群表示理论 

第五节、 特征标理论 

第六节、 新表示的构成 

这六节里面，前两节是基础，第一节告诉了我们什么是群表示，第二节讲了

等价表示、不可约表示、和酉表示。它们的目的是为了把我们的研究重点引到一

个群的不等价、不可约表示上来。 

在这个目的明确后，按理说，我们就应该讲有限群表示理论、特征标理论了。

前面我提过前两章是我们群论这门课的理论基础，从概念体系的角度来讲是重点。



 

现在，我要再进一步说明一下，其中第二章的第四、第五节，也就是有限群表示

理论与特征标理论，是重中之重。 

我们前两章花了那么大力气去解释的所有概念，说白了，都是为了让大家能

够理解这两节的内容。但在知道了群表示、等价、不可约、酉表示是什么之后，

在进入这两节之前，我们还需要进行最后一个铺垫。这个最后的铺垫就是《群代

数与正则表示》。这一节有两个重要的概念，群代数、正则表示。后面推有限群

表示理论基本定理的时候，必须要用到这两个概念。 

我们从群代数开始。在了解群代数之前，我们先看一下什么是代数？（很明

显，群代数是一种代数） 

定义 2.13 设 R 是数域 K 上的线性空间，在 R 上可定义乘法，如该乘法对∀x⃗⃗，

y⃗⃗，z⃗ ∈ R，∀𝑎 ∈ K，有： 

1. x⃗⃗y⃗⃗ ∈ R（两个向量的乘积仍然是这个线性空间的向量） 

2. x⃗⃗(y⃗⃗ + z⃗) = x⃗⃗y⃗⃗ + x⃗⃗z⃗、(x⃗⃗ + y⃗⃗)z⃗ = x⃗⃗z⃗ + y⃗⃗z⃗（乘法分配律） 

3. 𝑎(x⃗⃗y⃗⃗) = (𝑎x⃗⃗)y⃗⃗ = x⃗⃗(𝑎y⃗⃗)（数乘可结合交换） 

则称 R 是线性代数，或代数。 

由这个定义我们知道代数是定义了向量乘法，且该乘法满足如上三个条件的

线性空间。 

这三个性质中不包含向量乘法的结合律，也就是(x⃗⃗y⃗⃗)z⃗ = x⃗⃗(y⃗⃗z⃗)，当这个结合

律进一步成立的时候，对应的代数为结合代数。 

看个例子。 

例6. 全部n × n复矩阵，它们的线性组合还是n × n复矩阵，且满足线性空间的

那些要求，这些n × n复矩阵的集合是构成线性空间。这个线性空间我们 
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可以取： 

(

 
 

1
0
0
0
0

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

0
0
0
0
0)

 
 

、

(

 
 

0
0
0
0
0

1
0
0
0
0

0
0
0
0
0

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

0
0
0
0
0)

 
 

、

(

 
 

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

1
0
0
0
0

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

0
0
0
0
0)

 
 
⋯⋯ 

共n × n个。 

在这个线性空间的基础上，我们可以进一步定义向量乘法为矩阵乘法，这

时很明显，这个乘法是满足：x⃗⃗y⃗⃗ ∈ R；x⃗⃗(y⃗⃗ + z⃗) = x⃗⃗y⃗⃗ + x⃗⃗z⃗、(x⃗⃗ + y⃗⃗)z⃗ = x⃗⃗z⃗ +

y⃗⃗z⃗（乘法分配律）；𝑎(x⃗⃗y⃗⃗) = (𝑎x⃗⃗)y⃗⃗ = x⃗⃗(𝑎y⃗⃗)（数乘可结合交换）的。所以这

个线性空间同时也形成一个线性代数。 

另一个关于代数的例子与我们要研究的群有关，是群代数。对它进行定义的

基本思路是先以群元为基，它们的线性组合为向量，定义一个线性空间，叫群空

间。然后，再在这个群空间的基础上，定义一个向量乘法，之后去验证这个线性

空间中的向量在这个乘法下是否满足代数的定义，验证的结果是满足的，这样就

定义了一个群代数。 

我们先看群空间。 

定义 2.14 群空间：设 C 是复数域，G={gα}是一个群，群 G 原来只有其中元素的

乘法。我们以这些元素的线性组合为向量，对它们定义加法与数乘，使得对：∀x⃗⃗ =

∑ 𝑥𝛼gα𝛼 ，∀y⃗⃗ = ∑ 𝑦𝛼gα𝛼 ，𝑥𝛼、𝑦𝛼、𝑎 ∈  C，有： x⃗⃗ + y⃗⃗ = ∑ (𝑥𝛼 + 𝑦𝛼)gα𝛼 、𝑎x⃗⃗ =

∑ (𝑎𝑥𝛼)gα𝛼 ，那么我们称这个向量的组合形成一个线性空间。这个线性空间称为

群空间，记为 VG。 

定义 2.15 群代数：在上面定义的线性空间的基础上，进一步定义乘法规则。下

面的标记中，我们规定 G 中元素gα、gβ、gγ的关系为gαgβ = gγ。这时，对∀x⃗⃗ =

∑ 𝑥𝛼gα𝛼 ，∀y⃗⃗ = ∑ 𝑦𝛽gβ𝛽 ，有： 



 

x⃗⃗y⃗⃗ = (∑ 𝑥𝛼gα𝛼 )(∑ 𝑦𝛽gβ𝛽 )＝∑ 𝑥𝛼𝑦𝛽(gαgβ)𝛼,𝛽  

（这里有两个循环，分别作用到x⃗⃗的向量分量指标以及y⃗⃗的向量分量指标上） 

如果你觉得它不好看，也可以把它写为： 

x⃗⃗y⃗⃗ = ∑ (x⃗⃗y⃗⃗)𝛾gγ𝛾 ，其中(x⃗⃗y⃗⃗)𝛾 = ∑ 𝑥𝛼𝑦𝛼−1𝛾𝛼 ，𝑦𝛼−1𝛾代表向量y⃗⃗在g𝛼
−1gγ上的分量。 

这样定义的向量乘法是满足结合代数（比一般代数还更严格）的条件的，我们把

这个群空间基于上述定义的向量乘法形成的代数称为群代数，记为 RG。 

需要说明的是，在上面两个加和的式子中，加和的方式是不同的。第一种加

和很好理解，就是向量x⃗⃗有个分量的循环，向量y⃗⃗有个分量的循环，我们别做这两

个循环，看最终的效果。 

第二个式子的样子看起来好看些，因为∑ (x⃗⃗y⃗⃗)𝛾gγ𝛾 直接代表了一个群元的线

性组合，(x⃗⃗y⃗⃗)𝛾代表了它在gγ上的分量。但这种好看的背后隐藏的，是你在计算

(x⃗⃗y⃗⃗)𝛾的时候的辛苦。它不是凭空来的，要想知道这一组数，我们需要进行类似

∑ 𝑥𝛼𝑦𝛼−1𝛾𝛼 的加和。也就是选定一个γ指标，我们在求向量乘积结果的向量在这个

指标上的分量的时候，在对x⃗⃗与y⃗⃗的分量进行乘积加和的时候，加和指标是在x⃗⃗的

分量指标上，在gα走遍群 G 中所有元素的时候，与它相乘的y⃗⃗向量只取g𝛼
−1gγ这个

分量上的系数进行相乘，以保证乘完的结果是𝐠𝛄这个群元。 

这样说可能还是不太直接。为了在课上给个更直观的例子，我们还是取 C3

群，看这个概念在这里是什么样的？ 

例7. C3 群，元素为{e、d、f}，取群空间两个向量x⃗⃗ = e + 2d + 3f、y⃗⃗ = 2e + 3d +

f，利用上面的向量乘法定义，看x⃗⃗y⃗⃗等于什么？ 

1. x⃗⃗y⃗⃗ = ∑ 𝑥𝛼𝑦𝛽(gαgβ)𝛼,𝛽 = (e + 2d + 3f)(2e + 3d + f) = 2e + 3d + f +

4d + 6f + 2e + 6f + 9e + 3d = 13e + 10d + 13f 

2. x⃗⃗y⃗⃗ = ∑ (x⃗⃗y⃗⃗)𝛾gγ𝛾  
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gγ = e时，加和在x⃗⃗指标上，但这个加和对y⃗⃗中向量有要求。x⃗⃗中的 e 只

能对应y⃗⃗中的 e，两个系数相乘贡献 2；x⃗⃗中的 d 只能对应y⃗⃗中的 f，两个

系数相乘贡献 2；x⃗⃗中的 f 只能对应y⃗⃗中的 d，两个系数相乘贡献 9。加

在一起 13。 

gγ = d时，x⃗⃗中的 e 只能对应y⃗⃗中的 d，两个系数相乘贡献 3；x⃗⃗中的 d 只

能对应y⃗⃗中的 e，两个系数相乘贡献 4；x⃗⃗中的 f 只能对应y⃗⃗中的 f，两个

系数相乘贡献 3。加在一起 10。 

gγ = f时，x⃗⃗中的 e 只能对应y⃗⃗中的 f，两个系数相乘贡献 1；x⃗⃗中的 d 只

能对应y⃗⃗中的 d，两个系数相乘贡献 6；x⃗⃗中的 f 只能对应y⃗⃗中的 e，两个

系数相乘贡献 6。加在一起 13。 

加在一起还是13e + 10d + 13f。 

这样定义的乘法，显然满足结合代数的条件： 

１．x⃗⃗y⃗⃗ ∈ RG 

２．x⃗⃗(y⃗⃗ + z⃗) = x⃗⃗y⃗⃗ + x⃗⃗z⃗、(x⃗⃗ + y⃗⃗)z⃗ = x⃗⃗z⃗ + y⃗⃗z⃗ 

３．𝑎(x⃗⃗y⃗⃗) = (𝑎x⃗⃗)y⃗⃗ = x⃗⃗(𝑎y⃗⃗) 

４．(x⃗⃗y⃗⃗)z⃗ = x⃗⃗(y⃗⃗z⃗) 

因此形成一个代数。 

现在有了群空间 VG 的定义、群代数 RG 的定义，那么对群中任意群元g𝑖，我

们都可以通过群代数 RG 的定义，把它映射为一个群空间 VG 上的线性变换。因

为对 VG 上任意向量x⃗⃗ = ∑ 𝑥𝑗g𝑗𝑗 ，g𝑖作用到它上面等于L(g𝑖)x⃗⃗ = ∑ 𝑥𝑗g𝑖g𝑗𝑗 ，还是群

空间向量。这样定义的每个群元g𝑖对应的群空间中的线性变换，我们记为L(g𝑖)。 

我们把每个群元对应的群空间 VG 上的线性变换都放在一起，是一个线性变

换的集合。对于这个线性变换的集合，如果我们进一步定义两个线性变换L(g𝑖)与



 

L(g𝑗)的乘积L(g𝑖)L(g𝑗)为先让L(g𝑗)作用，再让L(g𝑖)作用，那么根据上面定义的

线性变换规则，我们很容易证明这个线性变换的集合是满足群的四个条件的。这

样的话我们就可以建立一个群 G，到它的群空间 VG 上的线性变换群{L(g𝑖)}的映

射。同时这样的映射保持群 G 的乘法关系不变。 

定义 2.16 左正则表示：由如上所述的抽象群 G 与线性变换群{L(g𝑖)}的同态映射

关系，形成群 G 的一个表示，因为线性变换L(g𝑖)从左边作用到群空间的向量上

的，我们称之为左正则表示。 

这样一个表示，对g𝑖 ≠ g𝑗，所对应的线性变换肯定是不同的，因为假设它们

相同，那么它们作用到g𝑘上一样，就会得到g𝑖g𝑘 = g𝑗g𝑘，进而g𝑖 = g𝑗，与假设矛

盾。所以这样同态映射还是一个同构映射。左正则表示是群表示的忠实表示7。 

与左正则表示对应，在定义线性变换的时候，我们也可以定义群元g𝑖所对应

的线性变换，在作用到群空间 VG的任意向量x⃗⃗ = ∑ 𝑥𝑗g𝑗𝑗 上时，效果为∑ 𝑥𝑗g𝑗g𝑖
−1

𝑗 。

这个结果对应群空间中的一个向量，所以它也是群空间上的一个线性变换，记为

R(g𝑖)。如果进一步定义这个线性变换所对应的线性变换的集合{R(g𝑖)}中两个元

素R(g𝑖)与R(g𝑗)相乘R(g𝑖)R(g𝑗)为先让R(g𝑗)作用，再让R(g𝑖)作用，那么这个线性

变换的集合也是形成一个线性变换群的。并且群 G 也和这个线性变换群同构。

也就是说{R(g𝑖)}也形成群 G={g𝑖}的一个表示，这个表示称为右正则表示。 

左正则与右正则表示统称正则表示。有时也叫正规表示。因为它的表示空间

是 n 维的，所以它是一个 n 维表示。 

对于上面定义的L(g𝑖)x⃗⃗ = ∑ 𝑥𝑗g𝑖g𝑗𝑗 （左正则），或者R(g𝑖)x⃗⃗ = ∑ 𝑥𝑗g𝑗g𝑖
−1

𝑗 （右

                                                             
7这个同构很重要，因为它意味着做正则表示矩阵与抽象群群元存在一一对应关系。基于这个关

系，在后面有限群表示理论那一节，我们会利用正则表示来剖析群的结构。这句话可在学完第

四节后回头体会。 



 

66 
 

正则）这种变换，我们写的这个表达方式稍微有些复杂。其实对它们来说，如果

在线性空间（也就是群空间）中取一组基，我们把这些线性变换作用到这组基上

的结果写出来之后，这些线性变换作用到这个线性空间的任何一个向量上的效果

也就自然清楚了。 

基于这样一个原因，大家看其它书的话，经常有用这些方式来定义左正则变

换和右正则变换的： 

L(g𝑖)g𝑗 = g𝑖g𝑗，L(g𝑖)L(g𝑗)g𝑘 = g𝑖g𝑗g𝑘； 

R(g𝑖)g𝑗 = g𝑗g𝑖
−1，R(g𝑖)R(g𝑗)g𝑘 = g𝑘g𝑗

−1g𝑖
−1 

这个定义和我们上面的定义，效果是一样的。用这个定义的话线性变换群是抽象

群的表示这样个关系还更好说明，因为： 

L(g𝑖)L(g𝑗)g𝑘 = g𝑖g𝑗g𝑘 = L(g𝑖g𝑗)g𝑘 

R(g𝑖)R(g𝑗)g𝑘 = g𝑘g𝑗
−1g𝑖

−1 = g𝑘(g𝑖g𝑗)
−1
= R(g𝑖g𝑗)g𝑘 

这里，我是把两个说法都说一下，供大家参考。 

在这个正则表示的定义中，我们已经用到了群代数的概念，为什么？ 

（因为已经牵扯到了群空间向量的乘法，不管是左正则表示还是右正则表示，他

们背后的群空间与群代数的概念是完全一样的。不一样的是定义变化的时候把变

换对应到了不同的乘法形式上，对左正则，定义的变换对应的乘法是L(g𝑖)g𝑗 =

g𝑖g𝑗，对右正则，定义的变换对应的乘法是R(g𝑖)g𝑗 = g𝑗g𝑖
−1，向量乘法本身的规

则相同） 

现在看几个正则表示的表示矩阵，以左正则表示为例。 

例8. 二阶循环群 Z2={e、a}，群空间中的基为|e⟩、|a⟩。L(e)|e⟩=ee=1|e⟩ + 0|a⟩，

L(e)|a⟩=ea=0|e⟩ + 1|a⟩，L(a)|e⟩=ae=0|e⟩ + 1|a⟩，L(a)|a⟩=aa=1|e⟩ + 0|a⟩。



 

所以线性变换所对应的矩阵群为：{(
1 0
0 1

)、 (
0 1
1 0

)}。 

Z2 是个二阶群，这个线性变换群也是一个二阶群，表示为忠实表示。 

前面我们说过表示可约与不可约这样一个概念，我们说了可约表示可以写

成豆腐块的形式。豆腐块的表示一定可约，但不是豆腐块的表示不一定不

可约，因为它可以通过相似变换变为豆腐块的形式。 

对于上面的二阶矩阵群，就是这样一个例子。它表面上没有豆腐块的形式，

但是如果我们取X =
1

√2
(
1 1
1 −1

)，那么X−1 =
1

√2
(
1 1
1 −1

)，用相似变换就

会得到X {(
1 0
0 1

)、 (
0 1
1 0

)} X−1 = {(
1 0
0 1

)、 (
1 0
0 −1

)}。这个矩阵群就

有豆腐块的形式了。 

实际上，对有限群，后面我们会说到（Burnside 定理），除了一阶群，正则

表示都可约。 

例9. D3 群，六个元素，乘法表为： 

 e d f a b c 

e e d f a b c 

d d f e c a b 

f f e d b c a 

a a b c e d f 

b b c a f e d 

c c a b d f e 

我问左正则表示中，a 对应的表示矩阵是什么？ 

看乘法表中 a 对应那一行，说明 L(a)作用到六个群元基矢上，展开系数分

别为：（0、0、0、1、0、0）、（0、0、0、0、1、0）、（0、0、0、0、0、1）、

（1、0、0、0、0、0）、（0、1、0、0、0、0）、（0、0、1、0、0、0）。所以



 

68 
 

表示矩阵是：

(

  
 

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0)

  
 

。 

到这儿，我们相当于是把为了介绍有限群表示理论、特征标理论这两节所需

要的概念都介绍完了。下面我们就开始这门课在这个学期最重要的两节。 

2.4 有限群表示理论 

这一节的主体是五个定理：舒尔引理（Schur’s Lemma）一、舒尔引理二、有

限群内积空间的每个表示都有等价的酉表示、正交性定理、完备性定理。 

在这五个定理里面，正交性定理、完备性定理又是核心。也就是说，这门课

的理论基础是前两章，前两章讲了一堆概念，但最重要的东西在第二章的第四、

第五两节，而这两节里面，最核心的内容又是第四节的正交性、完备性两个定理。

为了引出这两个定理，我们会花比较大的力气去详细地解释前三个都是什么。在

这个过程中，大家脑子里记住我说的这句话，不至于迷失。 

定理 2.3 舒尔引理一：设群 G 在有限维向量空间 VA 与 VB 有不可约表示 A 与 B，

若对∀g𝛼 ∈ G，有将 VA 映入 VB 的线性变换 M，满足：B(g𝛼)M = MA(g𝛼)，则： 

1. 当表示 A 与 B 不等价时，M≡0（为零矩阵）； 

2. 当 M 不为零时，A 与 B 必等价。 

在开始证明之前我们说明两点： 

1. M 是什么？它是一个线性变换，你给它一个 VA 中的向量x⃗⃗，M 作用后的结果

Mx⃗⃗是一个 VB 中的向量。 

2. ‘则’后面这两句话的关系，是逆否命题，所以证明一个就可以了。 

证明：（我们证明第一句，用反证法） 



 

设 A 与 B 不等价时，有 M 不为零矩阵的情况。（我们分三步来说明这个不可能） 

第一步：做 VA 的子空间 N，N 的定义是 VA 中向量的集合，这些向量的特点是

当 M 作用到它上面的时候，得到的是 VB 中的零向量，也就是 Mx⃗⃗ = 0。 

由这个定义，我们可以知道这个 N 是 G 不变的，因为对∀g𝛼 ∈ G，∀x⃗⃗ ∈ N，由已

知B(g𝛼)M = MA(g𝛼)可以得到：MA(g𝛼)x⃗⃗ = B(g𝛼)Mx⃗⃗ = B(g𝛼)0 = 0。 

也就是说∀g𝛼 ∈ G，∀x⃗⃗ ∈ N，A(g𝛼)x⃗⃗ ∈ N。（N 是 VA 中 G 不变的子空间） 

我们的已知条件里面说了，A 是不可约表示，表示空间是 VA。这里这个 N 是 G

不变的，那么它要么等于 VA，要么只包含零元素。 

第二步：当 N=VA 时，这就意味着当 M 作用到 VA 中所有向量的时候，得到的都

是 VB 中的零向量。这个结果用矩阵表示的话就是： 

(

M11 M12

M21 M22

⋯ M1n

⋯ M2n
⋯ ⋯
Mn1 Mn2

⋱ ⋮
⋯ Mnn

)(

x1
x2
⋮
xn

) = 0 

对任意的 x1、x2、⋯、xn 成立，这样的话 M 必为零矩阵。 

第三步：上面两步告诉我们的事情是在本定理已知条件下，如果想让 M 不为零

矩阵，N 只能只包含 VA 中的零向量。我们下面要说明的是如果这个情况存在，

则 A 与 B 等价。也就是说这种情况不能存在。 

我们现在看 N 只包含 VA 中的零向量会带来什么样的后果？一共是两个： 

1. VA 中任意两个不同向量x⃗⃗1与x⃗⃗2必对应 VB 中的两个不同元素。因为如果这个

不成立，它们对应同一个元素的话，就会有 Mx⃗⃗1=Mx⃗⃗2，进而 M(x⃗⃗1 − x⃗⃗2) = 0。

x⃗⃗1与x⃗⃗2为 VA 中两个不同向量，所以x⃗⃗1 − x⃗⃗2不为零，与 N 只能只包含 VA 中的

零向量矛盾。 

2. 当x⃗⃗走遍 VA 中所有元素的时候，Mx⃗⃗走遍 VB 中所有元素。 
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设 R 为 M 作用到 VA 中所有元素时形成的 VB 中向量的集合，记 R= 

{y⃗⃗ ∈ VB|y⃗⃗ = Mx⃗⃗, x⃗⃗ ∈ VA}。R 肯定是 VB 的子空间。 

同时，因为对∀y⃗⃗ ∈R，∀g𝛼 ∈ G，有：B(g𝛼)y⃗⃗ = B(g𝛼)Mx⃗⃗ = MA(g𝛼)x⃗⃗ = Mx⃗⃗
′ ∈R。

所以 R 还是 VB 的 G 不变子空间。B 也是不可约表示，所以 R 要么为 VB，要么

只包含 VB 中的零向量。 

由于我们设了 M 不为零矩阵，所以 R 显然不能只包含零向量，那么 R 为 VB。

也就是说对任意 VB 中的元素，都可以由 VA中的元素通过 M 进行线性变换得到。 

把上面的 1、2 两点结合起来，我们知道的是 M 是一个 VA 与 VB 间的一一满映

射。这样的一个映射是存在逆的，也就是说由MA(g𝛼) = B(g𝛼)M，我们是可以得

到：A(g𝛼) = M
−1B(g𝛼)M，也就是说 A 与 B 等价。这个和已知 A 与 B 为不等价

不可约表示矛盾。所以我们第三步开始说的 N 只包含 VB 中的零向量这个情况还

是不成立的。 

所以最终的情况只能是：N=VA（M 作用后得到 VB 中零向量的 VA 中向量的集合

为 VA 本身），M≡ 0。 

（证毕） 

这个定理说的更直接些，就是两个不等价不可约表示，不可能通过一个非零

的线性变换 M，由MA(g𝛼) = B(g𝛼)M联系起来。说完了舒尔引理一，下来是二。 

定理 2.4 舒尔引理二：设 A 是群 G 在有限维复空间 V 上的不可约表示，若 V 上

的线性变换 M 满足MA(g𝛼) = A(g𝛼)M对任意 G 中元素成立，则 M=λE。λ为数域

上的数，E 为单位变换。 

也就是说与不可约表示任意一个表示矩阵互易的矩阵必为常数矩阵。 

证明： 



 

我们从有限维复空间变换 M 的一个性质出发来证明，这个性质是：复空间线性

变换 M 至少有一个非零本征矢。即总存在y⃗⃗ ≠ 0，使得 My⃗⃗ = λy⃗⃗。 

这句话可能并不是对所有人都很直接，包括我自己，需要稍微解释一下。M 是一

个线性变换，我们可以通过求解|M − λE| = 0这样一个λ的 n 次多项式，得到至少

一个λ0（本征值可以有重复度，但再怎么重复，会有这样一个λ0），使得|M − λ0E| =

0。与之相应的 M 的本征矢是：My⃗⃗ = λ0y⃗⃗。 

这个y⃗⃗ ≠ 0。为什么这么说呢？因为 My⃗⃗ = λ0y⃗⃗等同于(M−λ0)y⃗⃗ = 0，M−λ0是个奇

异矩阵，也就是说如果把他的每一列当作一个向量的话，这些向量是线性相关的。

因为它们线性相关，所以必然存在一组不为零的系数，和它们作线性组合的时候

得到的向量为零。而这组不为零的系数，对应的恰恰是向量y⃗⃗在我们事先选定的

基下的展开系数。既然这组系数不为零，那么这个向量y⃗⃗自然也不为零。 

因此 M 至少存在一个不为零本征矢，本征值为λ0。 

现在，我定义一个 V 中向量的集合，这个集合的特点是 M 作用到其中任何一个

向量上，结果为这个向量乘上λ0，我们把这个集合记为 R，R={y⃗⃗ ∈ V|My⃗⃗ = λ0y⃗⃗}。 

这 样 对 于 R 中 任 意 一 个 向 量 y⃗⃗， 由MA(g𝛼) = A(g𝛼)M就 会 有 ：MA(g𝛼)y⃗⃗ =

A(g𝛼)My⃗⃗ = λ0A(g𝛼)y⃗⃗，也就是说A(g𝛼)y⃗⃗还是属于这个集合，R 是 G 不变的。 

A 是不可约表示。R 要么为 V，要么只包含其中零元素。前面已经说了 R 非空，

那么 R 就等于 V。 

这也就是说对任意 V 中元素x⃗⃗，都有 Mx⃗⃗=λ0 x⃗⃗。这样 M 只能是单位变换乘上λ0。 

在线性变换的矩阵表达式中，M 就是一个常数矩阵。 

（证毕） 

定理 2.5 有限群在内积空间的每一个表示都有等价的酉表示。 
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证明： 

设 A 是有限群 G 在内积空间 V 上的一个表示，即对∀g𝑖、gj ∈ G，有A(g𝑖)、A(g𝑗)

与之对应，且保持乘法规律不变A(g𝑖)A(g𝑗) = A(g𝑖g𝑗)。 

取∀x⃗⃗，y⃗⃗ ∈V，当 A 不是酉表示的时候，内积(A(g𝑖)x⃗⃗|A(g𝑖)y⃗⃗) ≠ (x⃗⃗|y⃗⃗)。 

现在的任务，说白了，就是找一个 A 的等价表示，记为X−1A(g𝑖)X，使得

(X−1A(g𝑖)Xx⃗⃗|X
−1A(g𝑖)Xy⃗⃗) = (x⃗⃗|y⃗⃗)对∀x⃗⃗ ∈V、∀g𝑖 ∈G 成立。 

如何去找这个 X 呢？我们可以去想，内积的取法其实是可以很多种的。在(x⃗⃗|y⃗⃗)

内积定义的基础上，如果我们定义一个新的内积取法为： 

⟨x⃗⃗|y⃗⃗⟩ =
1

n
∑ (A(g𝑗)x⃗⃗|A(g𝑗)y⃗⃗)

n

𝑗=1
 

也就是说对每个A(g𝑗)，利用旧内积的定义，做(A(g𝑗)x⃗⃗|A(g𝑗)y⃗⃗)，然后再对 G 中

元素进行加和求平均。使得任意两个向量在进行类似操作后，还得到一个数。 

在这个新的内积的定义下，我们可以得到对∀g𝑖 ∈G，有： 

⟨A(g𝑖)x⃗⃗|A(g𝑖)y⃗⃗⟩ =
1

n
∑ (A(g𝑗)A(g𝑖)x⃗⃗|A(g𝑗)A(g𝑖)y⃗⃗)

n

𝑗=1
 

=
1

n
∑ (A(g𝑗g𝑖)x⃗⃗|A(g𝑗g𝑖)y⃗⃗)
n
𝑗=1 =

1

n
∑ (A(g𝑘)x⃗⃗|A(g𝑘)y⃗⃗)
n
𝑘=1 =⟨x⃗⃗|y⃗⃗⟩ 

（这里用到了重排定理）。也就是说A(g𝑖)在这个新内积的定义下是个酉变换。 

现在我们取两组基，(e⃗⃗1，e⃗⃗2，⋯，e⃗⃗m)与(f⃗1，f⃗2，⋯，f⃗m)，在 m 维线性空间 V

中，分别对就内积定义( | )与新内积定义⟨ | ⟩正交归一。 

这两组基可以通过一个非奇异线性变换 X 联系起来，(f⃗1，f⃗2，⋯，f⃗m) = (e⃗⃗1，

e⃗⃗2，⋯，e⃗⃗m)(X) 

任意一个 V 中向量x⃗⃗，在这两组基下，坐标分别为：(

𝑥1
⋮
𝑥m
)与(

𝑥1
′

⋮
𝑥m
′
)。它们的关系

是：(
𝑥1
′

⋮
𝑥m
′
) = (X−1) (

𝑥1
⋮
𝑥m
)，因为： 



 

x⃗⃗ = (e⃗⃗1，e⃗⃗2，⋯，e⃗⃗m)(

𝑥1
⋮
𝑥m
) = (f⃗1，f⃗2，⋯，f⃗m) (

𝑥1
′

⋮
𝑥m
′
)

= (e⃗⃗1，e⃗⃗2，⋯，e⃗⃗m)(X)(
𝑥1
′

⋮
𝑥m
′
) 

两个向量相等它们的各个分量都要相等。 

因为(e⃗⃗1，e⃗⃗2，⋯，e⃗⃗m)在( | )下正交归一，有：(x⃗⃗|y⃗⃗) = (𝑥1
∗ ⋯ 𝑥m

∗ ) (

𝑥1
⋮
𝑥m
)。 

另一组基(f⃗1，f⃗2，⋯，f⃗m)在⟨ | ⟩下正交归一，有⟨x⃗⃗|y⃗⃗⟩ = (𝑥1
′∗ ⋯ 𝑥m

′∗) (
𝑥1
′

⋮
𝑥m
′
)。

由于(
𝑥1
′

⋮
𝑥m
′
) = (X−1) (

𝑥1
⋮
𝑥m
)，后者可以进一步写成： 

⟨x⃗⃗|y⃗⃗⟩ = (𝑥1
∗ ⋯ 𝑥m

∗ )(X−1)+(X−1) (

𝑥1
⋮
𝑥m
)。 

而前面说过： 

(x⃗⃗|y⃗⃗) = (𝑥1
∗ ⋯ 𝑥m

∗ ) (

𝑥1
⋮
𝑥m
) 

从⟨x⃗⃗|y⃗⃗⟩、(x⃗⃗|y⃗⃗)的形式，我们可以看出这两个向量在两个内积定义下一般不等，

但是⟨Xx⃗⃗|Xy⃗⃗⟩等于(x⃗⃗|y⃗⃗)。 

有 了 这 个 关 系 ， 我 们 继 续 看 ： (X−1A(g𝑖)Xx⃗⃗|X
−1A(g𝑖)Xy⃗⃗)， 它 首 先 等 于 ：

⟨XX−1A(g𝑖)Xx⃗⃗|XX
−1A(g𝑖)Xy⃗⃗⟩ = ⟨A(g𝑖)Xx⃗⃗|A(g𝑖)Xy⃗⃗⟩。再由于⟨A(g𝑖)x⃗⃗|A(g𝑖)y⃗⃗⟩ = ⟨x⃗⃗|y⃗⃗⟩，

我们继续有：(X−1A(g𝑖)Xx⃗⃗|X
−1A(g𝑖)𝑋y⃗⃗) = ⟨A(g𝑖)Xx⃗⃗|A(g𝑖)Xy⃗⃗⟩ = ⟨Xx⃗⃗|Xy⃗⃗⟩。 

最 后 ， 再 由 ⟨Xx⃗⃗|Xy⃗⃗⟩等 于 (x⃗⃗|y⃗⃗)， 我 们 继 续 得 到 ： (X−1A(g𝑖)Xx⃗⃗|X
−1A(g𝑖)Xy⃗⃗) =

⟨Xx⃗⃗|Xy⃗⃗⟩ = (x⃗⃗|y⃗⃗)。 

也 就 是 说 在 原 先 内 积 的 定 义 下 ， (X−1A(g𝑖)Xx⃗⃗|X
−1A(g𝑖)Xy⃗⃗) = (x⃗⃗|y⃗⃗)， 表 示

X−1A(g𝑖)X为酉表示。 

（证毕） 
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在这里，引入⟨ | ⟩内积的定义，只不过是为了找到一组基，使原来的线性

变换群在这组基下的等价线性变换群X−1A(g𝑖)X是一个酉群。 

在这个证明中三个关键的地方是：1. ⟨ | ⟩定义，2.由此定义以及重排定理

得到的⟨A(g𝑖)x⃗⃗|A(g𝑖)y⃗⃗⟩ = ⟨x⃗⃗|y⃗⃗⟩这个性质，以及 3. ⟨Xx⃗⃗|Xy⃗⃗⟩=(x⃗⃗|y⃗⃗)。这三个结合起

来推出的(X−1A(g𝑖)Xx⃗⃗|X
−1A(g𝑖)Xy⃗⃗) = (x⃗⃗|y⃗⃗)。 

前面说过有限群可约则完全可约。这样对任何内积空间中的有限群的表示，

我们先可以把它化为不可约表示的直和。然后利用这些不可约表示都有等价的酉

表示，把它们划为相互之间不等价的不可约的酉表示。这样的话我们最终面对的，

就都是不等价不可约的酉表示。 

下面的正交性与完备性定理，针对的就是这样的不等价不可约酉表示。讲之

前我们再进行最后一个铺垫，群函数这个概念。我们从它和我们之前讲的群代数

的关系出发，先把这个关系讲出来，然后详细解释： 

1． 群函数是一个函数，你给我一个群元，我给你一个数。它可以组成一个线性

的函数空间，该空间与群空间对应，其中向量（也就是群函数）也与群空间

中向量对应。 

2． 群空间中定义向量乘法形成群代数，同样，群函数空间中定义函数向量的乘

法，也形成群函数空间的代数。基于群代数有正则表示吗。在群函数空间，

因为前面的一对一关系，也有正则表示。这些规律都是一样的。 

用图的方式来说明的话，就是这个关系： 



 

 

现在我们详细解释。 

1． 为什么说群函数和群空间中的向量（也就是群代数中的向量）一一对应？ 

群函数f(gi)是这样一个函数，你给我一个群元，我给你一个数。 

而群空间（群代数）中的向量f⃗ = ∑ f(g𝑖)
n
𝑖=1 g𝑖，也具备这样的特征，你给我一

个群元，就等于告诉我了你关心的基，然后我就可以告诉你我这个向量在这

个基上的分量。 

每个群函数，你都可以通过f⃗ = ∑ f(g𝑖)
n
𝑖=1 g𝑖构造一个向量。同样每个向量，你

也都可以由这个式子对应一个群函数，所以群函数与群空间中的向量一一对

应。 

2． 我们在讲群空间的时候说了向量的加法与数乘，在讲群代数的时候，说了向

量的乘法。那么在群函数空间我们也可以进一步定义群函数作为向量的加法

与数乘以及向量之间的乘法，进而定义群函数空间以及群函数空间的代数，

方式是将群函数的乘法与群代数中的向量乘法进行一个对应。 

具体实施过程就是针对两个群函数空间中的函数，我们定义其乘法与加法满
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足： 

1). (𝑎x)(g𝑖) = 𝑎x(g𝑖) 

2). (x + y)(g𝑖) = x(g𝑖) + y(g𝑖) 

3). xy(g𝑖) = ∑ x(g𝑗)y(
n
𝑗=1 g𝑗

−1g𝑖) 

其中前两点是对应群空间性质的，第三点是对应群代数性质。很显然这个和

我们群空间中向量，群代数中向量乘法的定义都是一一对应的。 

这样定义的一个结果就是群函数空间中不光群函数与群代数中的向量一一对

应，它们之间的加法、数乘、向量（函数）乘法也是一致的。因此我们就可

以最直接的把群函数与群代数中的向量一一对应起来。 

在这种对应关系中，群代数中的向量对应的群函数空间中的函数是什么样子

的呢？由f⃗ = ∑ f(g𝑖)
n
𝑖=1 g𝑖大家想一下。是不是：g1(g𝑖) = δ1,𝑖，g2(g𝑖) = δ2,𝑖，⋯⋯，

gn(g𝑖) = δn,𝑖？ 

由于群空间是 n 维的，那么很自然，群函数空间也是 n 维的。在这个 n 维的

函数空间中，与群空间向量内积对应，如果我们定义两个函数 x、y 的内积为： 

(x|y) =
1

n
∑x∗(g𝑖)y(g𝑖

n

𝑖=1

) 

那么这个群函数空间就构成了一个内积空间。 

这些定义，说白了，和群代数中向量、向量内积的定义都是一一对应。用群

元所对应的群函数作基，它们之间的内积是什么样子的？ 

(g𝑖|g𝑗) =
1

n
𝛿𝑖𝑗 

正交，但不归一。 

对于我们前面讲过的正则表示，在这样一个内积定义下，具备什么样的性质？

答案是酉表示。因为： 



 

(L(g𝑘)x⃗⃗|L(g𝑘)y⃗⃗) = (L(g𝑘)∑ x(g𝑖)g𝑖
n
𝑖=1 |L(g𝑘)∑ y(g𝑗)g𝑗

n
𝑗=1 )

= (∑ x(g𝑖)L(g𝑘)g𝑖
n
𝑖=1 | ∑ y(g𝑗)L(g𝑘)g𝑗

n
𝑗=1 )

= (∑ x(g𝑖)g𝑘g𝑖
n
𝑖=1 | ∑ y(g𝑗)g𝑘g𝑗

n
𝑗=1 ) =

1

n
∑x∗(g𝑖)y(g𝑖

n

𝑖=1

) = (x|y) 

在这里大家可以注意到我们关于内积、正则表示的处理，在定义了函数乘法的群

函数空间的代数和群代数之间是随意互换的。大家好好体会一下。 

上面这些理解我们可以总结为三句话。之后我们对有限群不等价、不可约酉

表示的正交性定理以及完备性定理的理解会从这三句话来展开进行。 

1． 对一个群 G 的 s 维表示 A，它的矩阵元A(g𝑖)是不是一个群函数？因为这个表

示有 s2 个矩阵元，这个表示是否可以给出 s2 个群函数？ 

2． 群函数空间的群函数，因为与群空间中的向量一一对应，自由度为群的阶数

n。 

3． 我们要讲的不等价、不可约酉表示的正交性与完备性定理，说的就是有限群

不等价、不可约酉表示的矩阵元作为群函数在群函数空间的正交性与完备性。 

（先看正交性定理） 

定理 2.6 设有限群G = {g𝛼}有不等价不可约酉表示 A1、A2、⋯、Ap、⋯、Ar、⋯，

其维数分别为：S1、S2、⋯、Sp、⋯、Sr、⋯。这些不等价不可约酉表示矩阵元，

作为群函数，在群函数空间这个内积空间，有这个性质： 

(Ａ
𝜇𝜈

p
|Ａ

𝜇′𝜈′

r
) =

1

Sp
δprδ𝜇𝜇′δ𝜈𝜈′ 

写成加和的形式就是： 

∑(Ａ
𝜇𝜈

p
)
∗

Ａ
𝜇′𝜈′

r
n

𝑖=1

=
n

Sp
δprδ𝜇𝜇′δ𝜈𝜈′ 

这里，正交性存在于三个 index 上，分别是不等价不可约酉表示的指标 p(r)，矩
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阵行的指标𝜇(𝜇′)，矩阵列的指标𝜈(𝜈′)。其中Ａ
𝜇𝜈

p
这个群函数与其自身，内积为

1

Sp
。 

证明： 

作 Sp 维矩阵 C，基于另一个任意的 Sp 维矩阵 D，C 与 D 的关系为： 

C =
1

n
∑Ap(g𝑖)D

n

𝑖=1

Ap(g𝑖
−1) 

由这个 C 的定义，对∀ g𝑖 ∈ G，利用重排定理，有： 

Ap(g𝑗)C =
1

n
∑Ap(g𝑗)A

p(g𝑖)D

n

𝑖=1

Ap(g𝑖
−1) =

1

n
∑Ap(g𝑗g𝑖)D

n

𝑖=1

Ap(g𝑖
−1)

=
1

n
∑Ap(g𝑗g𝑖)D

n

𝑖=1

Ap ((g𝑗g𝑖)
−1
)Ap(g𝑗) = CAp(g𝑗) 

由舒尔引理二，A 是不可约表示，所以C = λ(D)ESp×Sp。 

这个性质是对任意形式的 D 都成立的。这个时候我们取一个特殊的 D 的形式，

就是它是这样一个矩阵，除了第𝜈′行、第𝜈列矩阵元为 1，其它矩阵元均为零。 

将这个取法代入 C 的定义式，就有 C 的矩阵元等于： 

C𝜇′𝜇 =
1

n
∑∑ A

𝜇′𝜇1

p (g𝑖)D𝜇1𝜇2
𝜇1𝜇2

n

𝑖=1

A𝜇2𝜇
p (g𝑖

−1) 

其中D𝜇1𝜇2只有在𝜇1 = 𝜈′、𝜇2 = 𝜈时才为 1，其它都为 0，所以： 

C𝜇′𝜇 =
1

n
∑ A

𝜇′𝜈′

p (g𝑖)
n
𝑖=1 A𝜈𝜇

p (g𝑖
−1)               （2.8）  

同时由于 Ap 是酉表示，所以Ap(g𝑖
−1) = Ap(g𝑖)

−1 = Ap(g𝑖)
+，具体到矩阵元，就

是： 

A𝜈𝜇
p (g𝑖

−1) = [Ap(g𝑖
−1)]𝜈𝜇 = [Ap(g𝑖)

+]𝜈𝜇 = [Ap(g𝑖)]𝜇𝜈
∗ = (A𝜇𝜈

p (g𝑖))
∗

 

这样的话，由 C 的矩阵元的对角性质，就有： 

C𝜇′𝜇 =
1

n
∑ A

𝜇′𝜈′

p (g𝑖)
n
𝑖=1 (A𝜇𝜈

p (g𝑖))
∗

= λ(D)𝛿𝜇′𝜇         （2.9） 

第一个正交关系就出来了。 



 

之后我们来看λ(D)等于什么？对式 2.8，我们取𝜇′ = 𝜇，并对𝜇加和。这样的话一

方面我们有： 

∑C𝜇𝜇

Sp

𝜇=1

=
1

n
∑A𝜇𝜈′

p (g𝑖)

n

𝑖=1

A𝜈𝜇
p (g𝑖

−1) =
1

n
∑A𝜈𝜇

p (g𝑖
−1)A𝜇𝜈′

p (g𝑖)

n

𝑖=1

=
1

n
∑[Ap(g𝑖

−1g𝑖)]𝜈𝜈′

n

𝑖=1

=
1

n
∑δ𝜈𝜈′

n

𝑖=1

= δ𝜈𝜈′ 

另一方面，由式 2.9 它又等于 

∑C𝜇𝜇

Sp

𝜇=1

=∑ λ(D)𝛿𝜇′𝜇

Sp

𝜇=1

= λ(D)Sp 

也就是说：δ𝜈𝜈′ = λ(D)Sp，这样式 2.9 进一步变为： 

1

n
∑A

𝜇′𝜈′

p (g𝑖)

n

𝑖=1

(A𝜇𝜈
p (g𝑖))

∗

=
δ𝜈𝜈′
Sp

𝛿𝜇′𝜇 

到这个地方，我们在定理中提到的三个正交关系我们已经证明了两个。分别是不

等价、不可约酉表示矩阵元群函数的行与列。在确定这个关系的过程中，我们用

到的一个关键的性质是舒尔引理二。之前讲两个舒尔引理的时候我们说过它们在

证明不等价不可约酉表示的正交性、完备性定理的时候会起到很大的作用。在证

行指标、列指标的正交性的时候我们用到的是舒尔引理二，它说的是当一个矩阵

与一个不可约表示的矩阵群中所有矩阵都对易的时候，这个矩阵必为常数对角矩

阵。常数对角矩阵本身会产生行、列指标的正交性。这个其实是对应的。 

下面要证明的不等价不可约酉表示矩阵元作为群函数对不等价不可约表示的指

标还有一个正交性。对两个不等价不可约 A、B，如 AM=MB，前面我们的舒尔

引理一说 M 比为零矩阵。这个零矩阵本身也蕴藏着一个正交性，这个正交恰恰

是在不等价不可约表示的指标上的。因此，我们下一个正交关系的证明很自然要

用到的就是舒尔引理一。 
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这里我们设两个不等价不可约酉表示是 Ar 与 Ap，它们的维度分别是 Sr 与 Sp。现

在构造一个Sr × Sp维的矩阵C′，形式为： 

C′ =
1

n
∑Ar(g𝑖)D′

n

𝑖=1

Ap(g𝑖
−1) 

其中D′为任意的一个Sr × Sp维的矩阵。对这样定义的一个C′，它满足： 

C′Ap(g𝑗) =
1

n
∑Ar(g𝑖)D′Ap(g𝑖

−1)Ap(g𝑗)

n

𝑖=1

=
1

n
∑Ar(g𝑗)A

r(g𝑗
−1)Ar(g𝑖)D′Ap(g𝑖

−1)Ap(g𝑗)

n

𝑖=1

= Ar(g𝑗)
1

n
∑Ar(g𝑗

−1g𝑖)D′Ap ((g𝑗
−1g𝑖)

−1
)

n

𝑖=1

= Ar(g𝑗)C′ 

这时，由舒尔引理一，当 r 与 p 为不等价不可约表示的时候，C′ ≡ 0。 

而另一方面，由C′矩阵的定义，它的矩阵元是： 

C′𝜇′𝜇 =
1

n
∑∑ A𝜇′𝜇1

r (g𝑖)D′𝜇1𝜇2
𝜇1𝜇2

n

𝑖=1

A𝜇2𝜇
p (g𝑖

−1) 

取 D′矩阵为只有在𝜇1 = 𝜈′、𝜇2 = 𝜈时才为 1，其它都为 0，那么上式继续等于： 

C′𝜇′𝜇 =
1

n
∑A𝜇′𝜈′

r (g𝑖)

n

𝑖=1

A𝜈𝜇
p (g𝑖

−1) 

前面说过对酉表示有A𝜈𝜇
p (g𝑖

−1) = (A𝜇𝜈
p (g𝑖))

∗

，因此继续： 

C′𝜇′𝜇 =
1

n
∑A𝜇′𝜈′

r (g𝑖)

n

𝑖=1

(A𝜇𝜈
p (g𝑖))

∗

 

而 r 与 p 不同时，C′ ≡ 0，因此： 

1

n
∑A𝜇′𝜈′

r (g𝑖)

n

𝑖=1

(A𝜇𝜈
p (g𝑖))

∗

= 0 

在 r 与 p 相同的时候，是我们证明的前一部分： 



 

1

n
∑A

𝜇′𝜈′

p (g𝑖)

n

𝑖=1

(A𝜇𝜈
p (g𝑖))

∗

=
δ𝜈𝜈′

Sp
𝛿𝜇′𝜇 

的情况。因此，三个正交关系一结合，就是： 

∑(Ａ
𝜇𝜈

p
)
∗

Ａ
𝜇′𝜈′

r
n

𝑖=1

=
n

Sp
δprδ𝜇𝜇′δ𝜈𝜈′ 

或： 

(Ａ
𝜇𝜈

p
|Ａ

𝜇′𝜈′

r
) =

1

Sp
δprδ𝜇𝜇′δ𝜈𝜈′。 

（证毕） 

第一次学的时候有个容易混淆的地方再说明一下，r、p 是不等价不可约酉表

示的 index，Sr 与 Sp 是它们的维度。r 与 Sr、p 与 Sp 没有要求相等。 

比如一个 n 阶群，有两个一维不等价不可约酉表示、三个二维不等价不可约

酉表示、两个三维不等价不可约酉表示。那么它的不等价不可约酉表示的个数是

2+3+2=7 个。不等价不可约酉表示的 index 是：1、2、3、4、5、6、7。它们的维

度分别是：S1=1、S2=1、S3=2、S4=2、S5=2、S6=3、S7=3。 

这些不等价不可约酉表示的矩阵元，因为正交，提供的群函数空间的维度是：

12+12+22+22+22+32+32=32。 

前面正交性定理说的是这 32 个群函数在群函数空间正交，很高大上的。下

面的完备性定理同样牛，说是这 32 个群函数在群函数空间完备。 

定理 2.7 完备性定理：设 Ap (p=1、2、⋯、q)是有限群G = {g𝛼}的所有不等价不

可约酉表示，则 Ap 生成的群函数A𝜇𝜈
p (g𝑖)在 p 走遍所有不等价不可约酉表示的

index，𝜇、𝜈走遍所有行和列的 index 时，在群函数空间是完备的。 

证明： 

用到的性质很简单，我们有一个群空间，当我们按群代数中定义的向量乘法来作
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线性变换的时候，这个群空间是右正则表示R(g𝑗)的表示空间，这个表示空间是

n 维的。它的基你可以说是群空间中的向量g1、g2、⋯、gn，也可以说是群函数

空间中的函数g1(g𝑖) = 𝛿1𝑖、g2(g𝑖) = 𝛿2𝑖、⋯、gn(g𝑖) = 𝛿n𝑖，这个群函数空间是 n

维的。 

现在我们从这 n 维的、完整的群函数空间找子函数空间，这个等同于从 n 维的群

空间找子向量空间。我们会注意到存在这样的子空间：对第 p 个不等价不可约酉

表示，它的第𝜇行矩阵元，一共 Sp 个，(∑ A𝜇1
p (g𝑖)

n
𝑖=1 g𝑖)、(∑ A𝜇2

p (g𝑖)
n
𝑖=1 g𝑖)、⋯、

(∑ A𝜇Sp
p (g𝑖)

n
𝑖=1 g𝑖)，由于正交性，形成一个 Sp 维的子空间。 

取其中任意一个向量，比如第𝜈个，(∑ A𝜇𝜈
p (g𝑖)

n
𝑖=1 g𝑖)，作线性变换： 

R(g𝑗) (∑A𝜇𝜈
p (g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑖) =∑A𝜇𝜈
p (g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑖g𝑗
−1 

记g𝑖g𝑗
−1 = g𝑘，它继续等于： 

R(g𝑗) (∑A𝜇𝜈
p (g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑖) =∑A𝜇𝜈
p
(g𝑘g𝑗)

n

𝑘=1

g𝑘 =∑∑A𝜇𝜆
p (g𝑘)A𝜆𝜈

p
(g𝑗)

Sp

𝜆=1

n

𝑘=1

g𝑘

=∑A𝜆𝜈
p
(g𝑗)

Sp

𝜆=1

(∑A𝜇𝜆
p (g𝑘)

n

𝑖=1

g𝑘) 

这里(∑ A𝜇𝜆
p (g𝑘)

n
𝑖=1 g𝑘)还是那 Sp 个基，A𝜆𝜈

p
(g𝑗)是展开系数，在这里𝜈是一个固定

的数，代表的是我不等价不可约酉表示矩阵元第𝜇行这Sp个群函数形成的基中的

第𝜈个。当R(g𝑗)作用到它上面之后，它还变成这Sp个群函数的线性组合，展开系

数是对应我表示矩阵的第𝜈列，在这里恰恰是A𝜆𝜈
p
(g𝑗)。这个相互关系意味着两个

事情： 

1． 不等价不可约酉表示矩阵元对应的群函数，以每一行的群函数为基组形成的

线性空间，都成右正则表示的 G 不变的子空间（因为对这行的每一个函数进

行变换，结果还是这行群函数的线性组合）。 



 

2． 这组基所对应R(g𝑗)的表示矩阵，恰恰是Ap这个矩阵本身。 

这个时候，对于我们已知的 q 个不等价不可约酉表示，它们的矩阵元群函数，个

数将是S1
2 + S2

2 +⋯+ Sq
2。由于它们之间的正交性，我们可以用它们的线性组合

来构成一个线性空间，由上面说的性质，这个线性空间是 G 不变的，我们记为

V。完备性定理要说的是这个 V 就等于 RG。 

为了证明这一点，我们构造 V 对 RG 的正交补空间，记为V⊥。我们证明它只包含

零元素。 

我们用到的性质是R(g𝑗)是酉表示，它可约则完全可约。当我们把 RG 分为 V 与

V⊥的时候，由于 V 是 G 不变的，V⊥与它正交互补，所以V⊥也是 G 不变的。 

这时我们在V⊥中取基矢组X1、X2、⋯、XSr。这里我们取最简单的情况，就是这

个 G 不变的子空间只包含 r 这个不可约表示，当然它还可以作为几个不可约表

示的直和。然后我们证明即使这种情况，也是不可能的。 

为了证明这个，我们把R(g𝑗)作用到X1、X2、⋯、XSr中第α个向量上，效果为： 

R(g𝑗) (∑X𝛼(g𝑖)g𝑖

n

𝑖=1

) = (∑X𝛼(g𝑖)g𝑖g𝑗
−1

n

𝑖=1

) 

取g𝑖g𝑗
−1 = g𝑘，上式继续等于： 

R(g𝑗) (∑X𝛼(g𝑖)g𝑖

n

𝑖=1

) = (∑X𝛼(g𝑘g𝑗)g𝑘

n

𝑘=1

) 

另一方面，前面说过，由于X1、X2、⋯、XSr承载了群 G 的第 r 个不等价不可约

酉表示，R(g𝑗)作用到(∑ X𝛼(g𝑖)g𝑖
n
𝑖=1 )上，同时还可写为： 

R(g𝑗) (∑X𝛼(g𝑖)g𝑖

n

𝑖=1

) =∑A𝛽𝛼
r (g𝑗) (∑X𝛽(g𝑖)g𝑖

n

𝑖=1

)

𝛽

 

这样的话就会有： 
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(∑X𝛼(g𝑘g𝑗)g𝑘

n

𝑘=1

) =∑A𝛽𝛼
r (g𝑗) (∑X𝛽(g𝑖)g𝑖

n

𝑖=1

)

𝛽

 

这个等式意味着群空间的两个向量相等（或者说两个群函数相同）。群空间中两

个向量相等的话它们的每个分量都应该相同，我们关注单位元素g0上的分量，左

边是：X𝛼(g𝑗)，右边是：∑ A𝛽𝛼
r (g𝑗)X𝛽(g0)𝛽 ，并且这个相等对∀g𝑗 ∈ G都要成立。 

这样的我们就可以构造两个向量：∑ X𝛼(g𝑗)g𝑗
n
𝑗=1 与∑ (∑ A𝛽𝛼

r (g𝑗)X𝛽(g0)𝛽 )g𝑗
𝑛
𝑗=1 ，

它们是相等的。对后面这个向量，我们可以进一步把它变换为： 

∑(∑A𝛽𝛼
r (g𝑗)X𝛽(g0)

𝛽

)g𝑗

𝑛

𝑗=1

=∑(∑A𝛽𝛼
r (g𝑗)g𝑗

n

𝑗=1

)X𝛽(g0)

𝛽

 

这也就意味着： 

∑X𝛼(g𝑗)g𝑗

n

𝑗=1

=∑(∑A𝛽𝛼
r (g𝑗)g𝑗

n

𝑗=1

)X𝛽(g0)

𝛽

 

这个等式大家想一下会意味着什么样的矛盾？ 

左边是V⊥中的向量，右边∑ A𝛽𝛼
r (g𝑗)g𝑗

n
𝑗=1 是 V 中的基，∑ (∑ A𝛽𝛼

r (g𝑗)g𝑗
n
𝑗=1 )X𝛽(g0)𝛽

是它们的线性组合，所以是 V 中的向量。而我们说过，V 与V⊥是正交补空间，

它们不能有非零的公共元素。这样的话假设自然就不成立了，V 就等于 RG。这

样就意味着对于一个有限群，它的所有不等价不可约酉表示的矩阵元形成的群函

数空间，对于群代数，是完备的！ 

（证毕） 

这个时候，再结合正交性定理： 

(Ａ
𝜇𝜈

p
|Ａ

𝜇′𝜈′

r
) =

1

Sp
δprδ𝜇𝜇′δ𝜈𝜈′ 

我们知道√Sp (Ａ
𝜇𝜈

p
(g𝑖)g𝑖)更是构成了群函数空间中正交归一的完备基，所有的

群函数，都可以按这个基组来进行展开。 

再进一步，由这个定理，我们还可以得出两个重要的推论： 



 

1. Burnside 定理。 

群 G 的群空间是 n 维的，它的群函数空间也是 n 维的。而另一方面，由

√Sp (Ａ
𝜇𝜈

p
(g𝑖)g𝑖)构成的群函数空间是S1

2 + S2
2 +⋯+ Sq

2维的。因为这些群函

数在群函数空间是完备的，所以：S1
2 + S2

2 +⋯+ Sq
2 = n。这个关系，基本限

定了一个有限群不等价不可约表示的维数情况。这个后面我们在讲完一个类

与不等价不可约表示个数的关系以后，会详细举例说明。 

2. 前面我们说过，对第 p 个不等价不可约表示第μ行矩阵元群函数形成的线性空

间，右正则变换R(g𝑗)作用到它的ν列矩阵元群函数上面的话，有： 

R(g𝑗) (∑A𝜇𝜈
p (g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑖) =∑A𝜆𝜈
p
(g𝑗)

Sp

𝜆=1

(∑A𝜇𝜆
p (g𝑘)

n

𝑖=1

g𝑘) 

这意味着我群 G 的第 p 个不等价不可约表示第μ行矩阵元群函数形成的线性

空间，承载着我这个不等价不可约表示。因为我有Sp行，所以我可以承载Sp

次，每次的基，和我R(g𝑗)本身对应的那 n 个维度中的基，差的就是一个相似

变换。如果把R(g𝑗)化为群 G 的不等价不可约表示的直和的话，形式是：

∑ ⊕ SpA
p(g𝑗)

q
p=1 。 

对左正则变换，相似的，L(g𝑗)也可以写成∑ ⊕ SpA
p(g𝑗)

q
p=1 ，只不过在这个里

面，承载每个Ap(g𝑗)的不再是不等价不可约酉表示矩阵的某行对应的群函数

了，而是某列的共轭，因为： 

L(g𝑗) (∑A𝜇𝜈
p∗ (g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑖) =∑A𝜇𝜈
p∗ (g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑗g𝑖 

(取g𝑗g𝑖 = g𝑘) 
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=∑A𝜇𝜈
p∗
(g𝑗

−1g𝑘)

n

𝑘=1

g𝑘 =∑A𝜇𝜈
p∗
(g𝑗

−1g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑖 =∑∑A𝜇𝜆
p∗
(g𝑗

−1)A𝜆𝜈
p∗(g𝑖)

Sp

𝜆=1

n

𝑖=1

g𝑖

=∑A𝜇𝜆
p∗
(g𝑗

−1)

Sp

𝜆=1

(∑A𝜆𝜈
p∗(g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑖) =∑A𝜆𝜇
p
(g𝑗)

Sp

𝜆=1

(∑A𝜆𝜈
p∗(g𝑖)

n

𝑖=1

g𝑖) 

到这里，我们有限群表示理论这一节就讲完了。前面我们提到过我们这门课

的理论基础部分最重要的两节是有限群表示理论与特征标理论。在有限群表示理

论这一节，我们讨论的是一个有限群的不等价不可约酉表示矩阵元应该满足的性

质。前面我们也提高过，一个群的表示可以有很多，但不等价不可约表示就那么

几个。如果我们知道两个同维的酉表示都不可约，那么根据这一节讲的内容，每

个表示内的矩阵元群函数是正交的，这两个表示间的矩阵元群函数是否正交，就

关键取决于它们是否等价了。 

等价我们之前介绍过，最本质的定义就是要找到一个不依赖于群元的矩阵 X，

通过B(g𝑖) = X
−1A(g𝑖)X，将两个矩阵群联系起来。但找这个 X 其实是很麻烦的。

下面一节要介绍的特征标理论，就为我们在进行类似等价的分析时提供了一个非

常方便的手段。 

2.5 特征标理论 

定义 2.15 特征标：设 A={A(g𝛼)}是群G = {g𝛼}的一个表示，这个表示的特征标定

义为{χ(g𝛼)}，其中 

χ(g𝛼) = trA(g𝛼) =∑A𝜇𝜇(g𝛼)

𝜇

 

由这个定义，我们很容易知道： 

1. 等价表示的特征标相同，原因是相似变换不改变矩阵的特征根，当让也不改

变它的迹； 



 

2. 在一个表示中，共轭元素的特征标相同，因为 

 A(f) = A(hgh−1) = A(h)A(g)A(h−1) 

同时，把这个性质进行一个推广，我们也很容易知道： 

1. 设K𝛼是群G中含元素g𝛼的一个类，那么K𝛼中所有元素的特征标相同。换句话

来说，χ是类的函数。不同类元素，可以有不同的特征标，这个没有限制，但

同一个类中的元素，必须有相同的特征标。 

2. G中单位元素自成一类，由于它与单位矩阵对应，所以特征标等于维度。 

上面的这些性质对所有群都成立，不要求G是有限群。当G是一个有限群，

有q个不等价不可约表示时，它的特征标是个群函数，也是个类函数（好好体会

一下这句话）。这个特征标函数具有一个很重要的正交特征。 

定理2.8 特征标第一正交定理：有限群不可约表示的特征标满足 

(χp|χr) =
1

n
∑χp∗(g𝑖)χ

r(g𝑖)

n

𝑖=1

= δpr 

证明： 

注意，酉表示这个要求没有了，原因是既然有限群的任何一个不可约表示都有

等价的酉表示，而等价表示特征标相同，所以这个酉表示的要求，自然就可以

放宽了。而证明的时候，我们只需要证明对酉表示特征标函数(χ′p|χ′r)正交，那

么对与它相似的表示，这个特征标正交条件(χp|χr)自然成立。 

对不等价、不可约酉表示，它有 

∑(Ａ′𝜇𝜈
p
)
∗

Ａ′𝜇′𝜈′
r

n

𝑖=1

=
n

Sp
δprδ𝜇𝜇′δ𝜈𝜈′

与之相应的 
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(χ′p|χ′r) =
1

n
∑[(∑Ａ′𝜇𝜇

p
(g𝑖)

Sp

𝜇=1

)

∗

(∑ Ａ′𝜇′𝜇′
r (g𝑖)

Sr

𝜇′=1

)]

n

𝑖=1

=∑ ∑ (
1

n
∑Ａ′𝜇𝜇

p∗
(g𝑖)Ａ′𝜇′𝜇′

r (g𝑖)

𝑛

𝑖=1

)

Sr

𝜇′=1

Sp

𝜇=1

=∑ ∑
1

Sp
δprδ𝜇𝜇′

Sr

𝜇′=1

Sp

𝜇=1

= δpr 

（证毕）

由于特征标是类函数，这个加和还可以写成： 

(χp|χr) =
1

n
∑n𝑖χ

p∗(K𝑖)χ
r(K𝑖)

q′

𝑖=1

= δpr 

其中q′为群 G 中类的个数，而n𝑖是第 i 个类中元素的个数。 

由这个定理，我们知道： 

1. 一个不可约表示与其自身，作特征标内积的话，结果是 1； 

2. 对一个可约表示，它总可约化为一系列不等价不可约表示的直和：B = ∑ ⊕
q
p=1

mpA
p。其中每个不等价不可约表示，都有等价的酉表示。这个时候由特征标

正交定理，我们有： 

(χA
𝑝
|χB) = (χA

𝑝
| ∑ ⊕mp′χ

A𝑝′q
p′=1 ) = mp 

这也就是说一个可约表示中某个不可约表示的重复度，可由这个可约表示与

这个不可约表示的内积给出； 

3. 基于 2，我们还可以知道对可约表示 B，有： 

(χB|χB) = (∑ ⊕mpχ
A𝑝q

p=1 | ∑ ⊕mp′χ
A𝑝′q

p‘=1 ) = ∑mp
2

q

p=1

> 1 

也就是说可约表示的特征表内积总是大于 1 的。 

同时关于群函数与这里讲的类函数，还有一个关系以及由它引起的性质必须

说一下。这个性质跟我们前面说的 Burnside 定理有类似的地方，是一个从维度引

出的群表示的性质。 



  

这个性质解释的话最好还是从群函数和类函数的关系说起。群函数我们都是

到，就是你给我一个群元，我给你一个数。群函数空间和群空间同维，都是 n。

而类函数，我们之前说过，就是你给我一个类，我给你一个数。按照这个对应关

系，类函数空间的维度是多少？ 

答案：类函数空间的维度就是这个群中类的个数。 

由于类函数要求群中同类的群元给出的数相同，这个可以说是对群函数加了

一个额外的限制，因此，我们也可以说类函数是一种特殊的群函数。 

现在群函数和类函数的关系明确了，我们想说的下一个性质与有限群不等价

不可约表示的特征标有关，内容是： 

定理 2.9 有限群的所有不等价不可约表示的特征标在类函数空间是完备的。 

证明： 

设群 G 是我们关心的有限群，A𝑝是它的所有不等价不可约表示，其中p = 1，

⋯，q，q 是这个群的不等价不可约表示的个数。对有限群，由于每个表示都有

等价的酉表示，所以A𝑝这个系列有另外一个和它们等价的不等价不可约酉表示，

记为：A′
p。 

由之前讲的有限群不等价不可约酉表示矩阵元在群函数空间完备这个性质，我们

知道对任意的一个群函数f(g𝑖)，它都可以写成： 

f(g𝑖) = ∑ aμ,ν
p

𝑝,μ,ν A′μ,ν
p
(g𝑖)    式 2.10 

而类函数，由于f(g𝑖) = f(g𝑗
−1g𝑖g𝑗)，可以写为： 

f(g𝑖) =
1

𝑛
∑f(g𝑗

−1g𝑖g𝑗)

n

𝑗=1

 

这样由式 2.10 可知这个类函数可以进一步写成： 
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f(g𝑖) =
1

n
∑∑ aμ,ν

p

𝑝,μ,ν

A′μ,ν
p
(g𝑗
−1g𝑖g𝑗)

n

j=1

=
1

n
∑∑∑aμ,ν

p
A′μ,λ
p
(g𝑗
−1)A′λ,σ

p
(g𝑖)A

′
σ,ν
p
(g𝑗)

λ,σ𝑝,μ,ν

n

j=1

= ∑∑aμ,ν
p
A′λ,σ
p
(g𝑖) (

1

n
∑A′μ,λ

p
(g𝑗
−1)A′σ,ν

p
(g𝑗)

n

j=1

)

λ,σ𝑝,μ,ν

= ∑∑aμ,ν
p
A′λ,σ
p
(g𝑖) (

1

n
∑A′λ,μ

p∗
(g𝑗)A

′
σ,ν
p
(g𝑗)

n

j=1

)

λ,σ𝑝,μ,ν

= ∑∑aμ,ν
p
A′λ,σ
p
(g𝑖) (

1

Sp
δλ,σδμ,ν)

λ,σ𝑝,μ,ν

=∑∑
1

Sp
aμ,μ
p
A′λ,λ
p
(g𝑖)

λ𝑝,μ

=∑(
1

Sp
∑aμ,μ

p

μ

)(∑A′λ,λ
p
(g𝑖)

λ

)

p

=∑apχ′p(g𝑖)

p

=∑apχp(g𝑖)

p

 

这也就是说任何一个类函数，都可以用我这个有限群的不等价不可约表示的特征

标函数来展开。换句话说，类函数的空间维度，就应该等于我不等价不可约表示

的个数。 

（证毕） 

这个时候我们再结合上面分析类函数空间性质的时候得到的一个群群元可

以分多少个类，它的类函数空间但就是多少维，很自然，我们就可以得到“一个

群的不等价不可约表示的个数就等于这个群中类的个数”这样一个性质了。 

这个由特征标函数的完备性推出的性质，和由不等价不可约酉表示表示矩阵

函数的完备性推出的 Burnside 定理，合在一起，就是我们对一个有限群的不等

价不可约表示情况分析时的最为有力的工具了。 

我们现在知道了特征标作为群函数的正交性、完备性。按照上一节，有限群

不等价不可约酉表示性质描述那一部分的路子，大家可能会觉得我们要讲的应该

都结束了。但实际情况是这一节我们还有两个关键的内容。这两个内容都和上面



  

那个性质“有限群不等价不可约表示数等于群中类的个数”有关。 

在我们之前讲的正交定理中，我们的加和号是走遍群元，或者说走遍类的，

具体形式是： 

(χp|χr) =
1

n
∑ χp∗(g𝑖)χ

r(g𝑖)

n

𝑖=1

=
1

n
∑n𝑖χ

p∗(K𝑖)χ
r(K𝑖)

q′

𝑖=1

= δpr 

在讲这个定理的时候，我们还不知道有限群的不等价不可约表示数 q 等于它类的

个数q′。现在我们知道了q′ = q，那么这个加和号会出现另外一种情况：加和到

不等价不可约表示这个指标上，这种情况下，会不会出现正交指标存在于类这个

index 上面的情况呢？也就是： 

1

n
∑n𝑖χ

p∗(K𝑖)χ
p(Kj)

q

p=1

= δij 

这个答案是对，而这种正交关系我们称为特征标第二正交定理。 

定理 2.10  

1

n
∑n𝑖χ

p∗(K𝑖)χ
p(Kj)

q

p=1

= δij 

证明： 

我们可以设计一个矩阵 F，q × q的，行指标走遍不等价不可约表示，列指标走遍

类。F 的形式为（第 r 行，第 i 列）： 

Fri = √
n𝑖
n

χr(K𝑖) 

这样一个矩阵的矩阵元很明显具备这样的性质： 

𝐹pi
∗ = √

n𝑖
n

χp∗(K𝑖) = (F+)ip 

之前我们讲过的特征标第一正交定理， 

1

n
∑n𝑖χ

p∗(K𝑖)χ
r(K𝑖)

q

𝑖=1

= δpr 
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按照这个矩阵形式，可表述为： 

∑Fri(F
+)ip

q

𝑖=1

= (FF+)𝑟p = δpr 

这也就意味着FF+ = E，F+ = F−，进而：F+F = E。这个式子，写成矩阵元的形

式，就是： 

(F+𝐹)𝑖j =∑(F+)irFrj

q

𝑟=1

=∑[√
n𝑖
n

χr∗(K𝑖)√
n𝑗

n
χr∗(K𝑗)]

q

𝑟=1

= δij 

由于 i，j 不等时两边都为零，所以也可以写为： 

1

n
∑n𝑖χ

r∗(K𝑖)χ
r(Kj)

q

r=1

= δij 

（证毕） 

由特征标的两个正交关系，我们可以引入的一个很重要的东西就是有限群表

示的特征标表。它的具体定义我们可以这样理解：既然特征标是类函数，它又对

不同不等价不可约表示可以不同，那么原则上，在分析一个有限群的特征标时，

我们可以按两个轴来展开。第一个轴是有限群的类，第二个轴是群的不等价不可

约表示指标。因为类数等于不等价不可约表示数，所以由这两个轴做出的表的行

数和列数是相同的，都等于有限群的类的个数。在这个表的每一列，我们记为

n𝑖{K𝑖}，其中{K𝑖}是类，n𝑖是其中元素个数。而每一行，我们记为A𝑝，是不等价不

可约表示的 index。这个表的具体形式是： 

 n1{K1} n2{K2} ⋯ 
n𝑞{K𝑞} 

A1 χ1(K1) χ1(K2) ⋯ χ1(Kq) 

A2 χ2(K1) χ2(K2) ⋯ χ2(Kq) 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 

A𝑞 χq(K1) χ𝑞(K2) ⋯ χq(Kq) 



  

在这里，行列之间都有正交，对应的就是特征标的两个正交定理。 

例10. n 阶循环群{a，a2，⋯，a𝑛 = e}，它是 Abel 群，有 n 个类，所以每个不

等价不可约表示都是一维的。A(a)是 a 的表示，它是一个数，它要满足的

特性是：(A(a))
𝑛
= 1，所以，A(a)可以是：exp[2π𝑖 ∗ (p − 1)/n]，其中 i 是

虚部因子，p 是不等价不可约表示的指标，从 1 到 n。 

它所对应的特征标表就是： 

 1{e} 1{a} 1{a2} 1{a3} 

A1 1 1 1 1 

A2 1 𝑖 −1 −i 

A3 1 −1 1 −1 

A4 1 −i −1 I 

这里行列的正交性大家都可以检验一下。 

到这儿，跟特征标函数相关的概念和定理我们都说完了。在这一节开始的时

候，我们提过要确定两个表示等价，最笨的方法是找相似变换矩阵。因为这个太

麻烦了，我们才会引入特征标这个概念。现在我们把特征标的所有性质讲完了，

回到这个问题，也就是这节课最后一句话：两个表示等价的充要条件是它们的特

征标相等。 

必要性不用解释了，等价特征标必相同，因为相似变换不改变特征标。充分

性怎么理解？这个要从类函数空间中不等价不可约表示特征标函数的正交性与

完备性出发。两个表示的特征标相同，说明它们对应的类函数相同。同一个类函

数，在类函数空间，是可以分解为相同的不等价不可约表示特征标函数的线性组

合的。也就是说表示是 A 与 B，它们都可能可约，但如果它们的特征标相同，那

就意味着当我把它们分解为不等价不可约表示的直和的时候，⊕mpA
p的形式是

完全一样的。这也就意味着下面关系： 
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1 与 2 通过相似变换称为具有相同结构的豆腐块 3 与 4，而 3 与 4 之间每个豆腐

块相互又是等价的，所以表示的特征标相同与表示等价互为充要条件。 

到这个地方，我们这门课理论部分最重要的两节就结束了。还是那句话，这

是个坎儿，迈过了后面内容很自然你就能理解了。 

这一章的最后一节是新表示的构成。它说的是一个什么事情呢？在前面的学

习中，我们应该有这样一个感觉，对一个群对称性的分析，最重要的地方就是要

知道它的特征标表。在求这个特征标表的时候，我们说了，Burnside 定理和群元

的分类是最重要的。当群比较小，它的分类比较简单的时候，我们很容易结合

Burnside 定理、群元的分类、以及特征标的两个正交定理把特征标表求出来。但

是当群比较大的时候，这样就不太容易了。这个时候，我们要做的，就是从这些

比较复杂的群的因子，也就是比较简单的群出发，去构造这些比较复杂的群的表

示。那么新表示的构成这一节，讲的基本就是这样一个事情。 

它由四个部分构成：群表示的直积、直积群的表示、诱导表示、群表示在其

子群上的缩小。其中第四个概念最简单，第三个最复杂。第二、第三个最有用。 



  

2.6 新表示的构成 

先看群表示的直积，这个概念比较直接，但在讲它之前，我们还是先看一下

矩阵直积。 

我们知道一个n × n的矩阵 A=(aik)，一个m×m的矩阵 B=(bjl)，这两个矩阵

的直积为C = A⊗ B，它的群元为cij,kl = (aikbjl)。这是一个(n × m) × (n × m)的

矩阵，行指标为 ij，列指标为 kl。用这个行列指标时，为方便起见，我们规定格

式为： 

C = (

a11B a12B
a21B a22B

… a1nB
… a2nB

⋮ ⋮
an1B an2B

⋱ ⋮
… annB

) 

这样规定的格式和其它方式规定的格式，差的是一个相似变换。 

由这种方式定义的直积矩阵显然具备如下四个性质： 

1. 两个单位矩阵的直积是单位矩阵； 

2. 两个对角矩阵的直积是对角矩阵； 

3. 两个酉矩阵的直积仍为酉矩阵； 

4. 若A(1)与A(2)是 阶 相 同 的 矩阵 ，B(1)与B(2)是 阶 相 同 的矩 阵 ， 则 (A(1)⊗

B(1))(A(2)⊗B(2)) = (A(1)A(2)) ⊗ (B(1)B(2))。 

这四个性质里面 1、2 很好理解。3、4 需要解释一下。先解释 4，3 利用 4 就

很好理解了。对 4 中的式子，左边A(1)的行列指标为(i，k)，B(1)的行列指标为

(j，l)，A(1)⊗B(1)的指标为(ij，kl)。同样A(2)的行列指标为(i′，k′)，B(2)的行列

指标为(j′，l′)，A(2)⊗B(2)的指标为(i′j′，k′l′)。当A(1)⊗B(1)与A(2)⊗B(2)作乘

法时，指标加和的要求是k = i′、l = j′。产生的矩阵指标为(ij，k′l′)。 

而式子右边，A(1)A(2)的指标为(i，k′)，加和要求是k = i′；B(1)B(2)的指标为
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(j，l′)，加和要求为l = j′。在A(1)A(2)与B(1)B(2)作直积时，没有加和的要求，只

有指标的组合，组合后结果为(ij，k′l′)。这样在进行右边的操作的时候，总结一

下，就是加和要求为k = i′、l = j′，产生的矩阵指标为(ij，k′l′)。和左边完全相同。

这样的话(A(1)⊗B(1))(A(2)⊗B(2)) = (A(1)A(2)) ⊗ (B(1)B(2))成立。 

由这个式子成立，我们再去看第 3 点性质。这一点说的是 A 是一个酉矩阵，

具备A+A = En，B 是一个酉矩阵，也具备B+B = Em。要说明 A⊗B 也是酉矩阵，

满足(A⊗ B)+A⊗ B = En×m。这个时候根据第 4 点，很容易有(A⊗ B)+A⊗ B =

(A+⊗B+)A⊗ B = (A+A)⊗ B+B = En⊗Em = En×m。 

（补充：如果上述理解不直接，也可以换个角度，因为 A 是酉矩阵，满足A+A =

En，这个关系按照矩阵元的性质表示，就是： 

(

a11
∗ a21

∗

a12
∗ a22

∗
… an1

∗

… an2
∗

⋮ ⋮
a1n
∗ a2n

∗
⋱ ⋮
… ann

∗

)(

a11 a12
a21 a22

… a1n
… a2n

⋮ ⋮
an1 an2

⋱ ⋮
… ann

) = En 

进而∑ aik
∗ aik′

n
i=1 = δkk′。同样，对 B 也有：∑ bjl

∗bjl′
m
j=1 = δll′。 

当 A 与 B 作直积 C 时，矩阵元为cij,kl = aikbjl，要看 C 是否为酉矩阵，就是要看

C+C是否为单位矩阵，体现在矩阵元上，就是∑ cij,kl
∗ cij,k′l′ij 是否等于δkk′δll′？这个

时候，把 C 的矩阵元代入，就有： 

∑cij,kl
∗ cij,k′l′

ij

=∑(aik
∗ bjl

∗ )aik′bjl′

ij

= (∑aik
∗ aik′

n

i=1

)(∑bjl
∗bjl′

m

j=1

) = δkk′δll′ 

补充完毕） 

现在有了矩阵直积的定义与性质，我们来看群表示的直积。 

定义 2.16 群表示的直积：群 G 有两个表示 A 与 B，作表示矩阵的直积C(g𝛼) =

A(g𝛼) ⊗ B(g𝛼)，这个直积矩阵群保持群的乘法规律不变，因为对∀g𝛼，g𝛽 ∈ G，

有： 



  

C(g𝛼)C(g𝛽) = (A(g𝛼) ⊗ B(g𝛼)) (A(g𝛽) ⊗ B(g𝛽))

= (A(g𝛼)A(g𝛽)) ⊗ (B(g𝛼)B(g𝛽)) = A(g𝛼g𝛽) ⊗ B(g𝛼g𝛽)

= C(g𝛼g𝛽) 

这时，C 也是群 G 的一个表示。这个表示称为 A 表示与 B 表示的直积表示。 

因为矩阵直积的迹等于其因子迹的乘积，所以直积表示的特征标等于其因子

的特征标的乘积： 

χC(g𝛼) = χA(g𝛼)χ
B(g𝛼) 

如果 A 与 B 都是群 G 的不可约表示，那么(χA|χA) = (χB|χB) = 1，而(χA|χB) =

0。这个时候直积表示的特征标内积为： 

(χC|χC) =
1

n
∑χA∗(gi)χ

B∗(gi)χ
A(gi)χ

B(gi)

n

i=1

 

这个加和是没法做分解的，一般情况下结果大于 1，对应可约表示。这个也很好

理解，群空间你没有变，但你把表示矩阵变胖了很多。我这个群空间允许的不可

约表示都是那些由 Burnside 定理和群的分类情况确定的瘦矩阵，你来个胖子，肯

定不属于我们这个瘦人集团。 

我自己能想到两个不可约表示的直积仍为不可约表示的情况是：A 与 B 中

间任何一个（比如 B）是一维表示，且满足χB∗(gi)χ
B(gi)这个数，对任意gi都等于

1。 

看个例子。 

例11. 我们最常见的 D3 群它的特征标表是： 

  1{e} 2{d} 3{a} 

A1 1 1 1 

A2 1 1 -1 
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A3 2 -1 0 

由这个特征标表，我们知道下面几个直积群的特征标分别为： 

A1⊗A3             2            -1           0 

与A3等价，不可约；  

A2⊗A3            2            -1           0 

与A3等价，不可约；  

A1⊗A2            1             1           -1 

与A2等价，不可约； 

A3⊗A3            4             1           0 

可约了。我们把它记为 C，由(χC|χA
1
) = 1，(χC|χA

2
) = 1，(χC|χA

3
) = 1我

们知道它约化完的结果为A1⊕A2⊕A3。 

以上就是群表示的直积部分，下面我们看直积群的表示。这里，G1 = {g1𝛼}

与G2 = {g2𝛽}是两个我们已知的群，G 是它们的直积群。由上一章我们讲的，这

个关系意味着任意一个 G 中元素，可唯一写成g1𝛼g2𝛽的形式，g1𝛼g2𝛽 = g2𝛽g1𝛼，

且两个 G 中元素g1𝛼g2𝛽与g1𝛼′g2𝛽′的乘积，可由g1𝛼g1𝛼′g2𝛽g2𝛽′得到，G1与G2中

元素乘法互易，它们都是 G 的不变子群。 

这是一个非常强的关系。当这个关系成立的时候，如果 A 是G1的表示，B 是

G2的表示，那么对任意 G 中元素g1𝛼g2𝛽，都有一个矩阵A(g1𝛼) ⊗ B(g2𝛽)与之对

应。且这种对应关系会保持 G 中元素的乘法规律不变，因为g1𝛼g2𝛽这个 G 中元

素与g1𝛼′g2𝛽′这个 G 中元素对应的矩阵乘法满足： 



  

C(g1𝛼g2𝛽)C(g1𝛼′g2𝛽′) = (A(g1𝛼) ⊗ B(g2𝛽)) (A(g1𝛼′) ⊗ B(g2𝛽′))

= (A(g1𝛼)A(g1𝛼′)) ⊗ (B(g2𝛽)B(g2𝛽′))

= A(g1𝛼g1𝛼′) ⊗ B(g2𝛽g2𝛽′) 

= C(g1𝛼g1𝛼′g2𝛽g2𝛽′) = C(g1𝛼g2𝛽g1𝛼′g2𝛽′) 

左边是g1𝛼g2𝛽对应的矩阵与g1𝛼′g2𝛽′对应的矩阵的乘积，右边是g1𝛼g2𝛽与g1𝛼′g2𝛽′

乘积对应的矩阵，形成表示。这样的表示我们称为直积群的表示。 

这个直积群的表示和我们前面讲的群表示的直积有什么区别呢？最重要的

一点点就是在群表示的直积那里，我已经知道了它的两个表示，我干的事情是用

这两个表示矩阵做直积，来形成新的表示。而在直积群的表示这里，我们本来是

不知道 G 的任何表示的，我们知道的是它的两个不变子群的表示，我们同时知

道这个群可以写成这两个不变子群的直积。我们是基于这个关系构造的群 G 的

表示。由于这个差别，在前面我们说群表示的直积形成的新的表示时，两个不可

约表示形成的新的表示可能可约。而在这里，如果 A 与 B 是G1与G2的不可约表

示，那么A(g1𝛼) ⊗ B(g2𝛽)对应的 G 的表示也不可约。因为设G1与G2的阶为 n 和

m 时，有： 

(χC|χC) =
1

nm
∑∑χA∗(g1α)χ

B∗(g2β)χ
A(g1α)χ

B(g2β)

m

β=1

n

α=1

= (
1

n
∑χA∗(g1α)χ

A(g1α)

n

α=1

)(
1

m
∑χB∗(g2β)χ

B(g2β)

m

β=1

) 

当 A 与 B 不可约时，1 乘上 1 还是 1。换句话说，对 G，如果它太复杂，我们可

以利用直积群的表示这个概念，由它因子的不可约表示来构造它的不可约表示。 

下面我们看诱导表示。这个概念的难度在我们这门课里面是数一数二的，当

然，有用程度也很高。不然我们没必要自找麻烦。 
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它的主要作用是什么呢？前面我们讲过，新表示的构成这一节的一个中心思

想是从已知表示构造新的表示。实际研究中，最经常面对的情况是群 G 比较复

杂，它的子群比较简单，我们要从它子群的表示出发构造群 G 的表示。前面讲的

直积群的表示处理的实际就是这样一个情况。但是我们必须要清楚，在直积群的

表示那里，我们对群 G 结构特征的要求是非常高的。这个群本身必须可以分解

为两个子群的直积，实际情况下这种条件很难成立。这里要讲的诱导表示，面对

的就是这样的情况。对它而言，我只要求群 G 存在一个子群就行了，我们从这个

子群的表示出发构造群 G 的表示，我们不要求这个子群是不变子群，我们更不

要求这个群 G 可以直积分解。 

用图画出来，这里的结构关系是这样的： 

 

我们有群 G，它很复杂，我们不知道它有什么表示。我们知道的是它有一个子群

H，这个 H 简单很多，它有一个表示 B 我们知道，同时我们知道这个表示的表示

空间是 W。我们想知道由这些信息，能否给出 G 的一个表示？ 

这里“诱导”也是这个意思了，就是有已知的 H 的信息，得出未知的 G 的

信息。把这个目的明确后，我们就去看怎么诱导了？这个说白了，就是要去定义

一个线性变换群，使得 G 与它同态。而定义这个线性变换群，说白了三步： 

1. 定义一个线性空间，使得线性变换可以作用到这个线性空间的向量上； 



  

2. 定义这个线性变换； 

3. 把这些线性变换放在一起，看它们是否形成群，是否与 G 同态（也就是保持

乘法规律不变）。 

当这些都做完以后，我们就可以说我们从 H 诱导出了 G 的一个表示了。下

面我们的讨论也会按这个思路来进行。 

一. 把诱导表示记为 U，表示空间记为 V，这个 V 是什么？ 

这个 V 我们把它定义为一个函数空间，既然已知条件是 H、B、W，那么这

个函数空间必然与这些已知条件有关。怎么个相关法？ 

我们可以定义 V 中向量是这样一个函数，这个函数的特点是你给我一个 G 中

的群元，我给你一个 W 空间中的向量，我们把这个函数记为 f。 

这个相当于是把 W 空间的信息利用起来了，把 G 这个群利用起来了，但是

H、B 还没有利用。为了把这个 B 是 H 的表示这个信息再利用起来，我们规

定，对任意 h 属于 H，任意 g 属于 G，有：f(hg) = B(h)f(g)。 

这是一个限制条件，也就是说 f 并不是所有你给我一个 G 中群元，我给你一

个 W 空间中的向量，这样一个函数。我还要求f(hg) = B(h)f(g)对任意 h、g

成立。在这个等式中，左边是 W 空间中一个向量，右边f(g)也是 W 空间中一

个向量，B(h)是 W 空间上的线性变换，作用到 W 空间的向量f(g)上，得到 W

空间的另一个向量B(h)f(g)。这个等式要求这个向量与 f 这个函数直接以 hg

为输入得到的 W 空间的向量相同。 

二. 线性变换 U(g)是什么？ 

上面是对诱导表示的表示空间的定义，现在我们看表示的线性变换。我们对

它的要求是它作用到 V 中向量 f 上，得到的 V 中向量U(g)f，满足：[U(g)f](g′′) =
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f(g′′g)。 

注意这里[U(g)f]是一个 V 中向量，换句话说也是一个函数，对这个函数你给

它一个 G 中群元，它给你一个 W 空间向量。我们对这个 V 中向量的要求是

如果你给它一个群元g′′，那么它给你的 W 空间的向量，与函数 f 以g′′g为输

入得到的 W 空间中的向量相等。 

这个是对线性变换U(g)的要求。在第一点中，我们说了 V 中的向量 f 要满足：

f(hg) = B(h)f(g)。在这里，U(g)作用到 f 上，得到 V 中的另一个向量[U(g)f]，

显然，[U(g)f]也是要满足要求：[U(g)f](hg′′) = B(h)[U(g)f](g′′)的。这个要求

满不满足呢？答案是满足，因为对这个式子，有： 

[U(g)f](hg′′) = f(hg′′g) = B(h)f(g′′g) 

再根据[U(g)f](g′′) = f(g′′g)，继续有： 

[U(g)f](hg′′) = B(h)f(g′′g) = B(h)[U(g)f](g′′) 

这也就是说U(g)作用到 V 中的一个向量上，得到的确实是 V 中的另一个向

量。 

三. 这个线性变换群保持抽象群 G 的乘法规律不变。 

现在我们是定义完了诱导表示的表示空间 V，它是一个函数空间，其中函数

是 f，f 的特征是你给我一个群 G 中群元，我给你一个 H 表示 B 的表示空间

W 中的向量，且 f 满足：f(hg) = B(h)f(g)，对∀h ∈ H、∀g ∈ G成立。 

同时我们定义完了线性变换U(g)，它满足：[U(g)f](g′′) = f(g′′g)对∀g、g′′ ∈ G，

∀f ∈ V成立。 

现在我们看{U(g)}是否形成群？以及 G 与{U(g)}是否同态？同态要满足的关

系是： 

[U(g′)U(g)f](g′′) = [U(g′g)f](g′′) 



  

对∀g、g′、g′′ ∈ G，∀f ∈ V成立。我们先证这个关系成立，然后说明{U(g)}形

成群。两者合在一起，G 与{U(g)}同态自然成立。 

证明这个关系成立比较简单： 

[U(g′)U(g)f](g′′) = [U(g′)f](g′′g)（先对后一半作用，同时记f(g′′g)这个函数为

φ(g′′)，因为对这个式子而言，变量是g′′，线性变换作用到的，是一个以g′′为

变量的函数） 

因此，它可以继续写为： 

[U(g′)U(g)f](g′′) = [U(g′)f](g′′g) = [U(g′)φ](g′′) = φ(g′′g′) 

这里U(g)f这个函数φ依然属于 V，因此U(g′)作用到φ(g′′)上等于φ(g′′g′)。 

这个时候把φ本来的样子代入，就有：φ(g′′g′) = f(g′′g′g)。进而： 

[U(g′)U(g)f](g′′) = φ(g′′g′) = f(g′′g′g) 

而[U(g′g)f](g′′) = f(g′′g′g)。因此： 

[U(g′)U(g)f](g′′) = [U(g′g)f](g′′) 

对∀g、g′、g′′ ∈ G，∀f ∈ V成立。 

关系成立后，第二点：{U(g)}是否形成群呢？答案是肯定的。首先由于

[U(g0)f](g′′) = f(g′′)，U(g0)是单位元素；其次U(g−1)与 U(g)互逆；第三是上

面 说 了 U(g′)U(g) = U(g′g) ， 乘 法 关 系 保 持 ； 最 后 (U(g′′)U(g′))U(g) =

U(g′′g′)U(g) = U(g′′g′g) = U(g′′)U(g′g) = U(g′′)(U(g′)U(g))，结合律也成立。

四点结合，{U(g)}形成群。 

{U(g)}形成群与前面说的U(g′)U(g) = U(g′g)这两点再一结合，{U(g)}就是 G

的一个表示。我们把这个表示称为诱导表示，记作：HUG
B、HUB、或UB。 

为了更清楚地把它的产生过程再说明一遍，我们把刚才那个图补完： 
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（从 1 到 7 依次讲下来，加上f(hg) = B(h)f(g)、[U(g)f](g′′) = f(g′′g)两个限制条

件，我们就可以证明{U(g)}就是 G 的表示了） 

上面是搞清楚了诱导表示的基本原理。实际应用中，除了这个基本原理，可

能更重要的是我们要知道如何去产生诱导表示的矩阵？ 

要搞清楚这个问题，在前面求群表示的时候我们已经说过，标准程序是什？ 

答案：如下三布。 

1. 搞清楚表示空间的维度，在这里就是 V 这个函数空间的维度； 

2. 在这个函数空间中，取这个维度个线性无关的函数，作为基； 

3. 将线性变换{U(g)}作用到这些基上，得到新函数，把每个新函数按旧基展开，

展开系数对应表示矩阵的列。 

先看第一步，这个函数空间有多少维？ 

1. 要确定一个函数空间的维度，说白了就是要看我们需要用几个数来确定一个

函数。在群代数以及它对应的群函数那里，我们需要群的阶 n 个数来确定一

个群函数，所以群函数空间的维度为 n。在类函数那里，我们需要类的个数个

数来确定一个类函数，所以类函数的维度为类的个数。 



  

在这里，我们的函数空间 V 具备这样的特质，你给我一个群元，我给你一个

W 空间中的向量。群元有 n 个选择（自由度为 n），这个 W 空间中的向量是

d 维的（自由度为 d），两方面加在一起，要确定这样一个函数，我们有n × d

个自由度，这个函数空间是n × d维的。 

但是在得出这个结论的时候，我们忽略了一个对 V 中函数 f 的限制，也就是

f(hg) = B(h)f(g)，对∀h ∈ H、∀g ∈ G成立。这个限制有什么意义呢？这个限

制其实以为着对 f，我们不需要知道所有 f(g)的值，只需要知道一部分，就可

以把所有 f(g)的值通过f(hg) = B(h)f(g)得到。为什么呢？ 

因为我们可以把群 G，按其子群 H 进行陪集分解，G = {Hg1、Hg2、⋯、Hg𝑙}，

其中g1是 G 中单位元，l=n/m，n 是 G 的阶，m 是 H 的阶。这样分割的话，

你给我一个任意群元 g，我都可以把它定位在某一个陪集中，写成 hgi，这样，

它所对应的 W 空间中的向量，就可以通过f(hgi) = B(h)f(gi)得到。这里B(h)

已知，也就是说我只需要知道在上面的陪集分解中每个gi对应的f(gi)，那么所

有的f(g)就都知道了。这样 V 的维度就缩小为
n

m
d，以后记𝑙 =

n

m
。 

2. 有了这样一个认识，我们就开始选基了。这个基应该有 l×d 个，每个都是这

样一个函数，这个函数干的事情是你给我一个上面陪集分解时的gi，我给你

一个 W 空间中的向量。 

我们用两个指标来标记这一组基，r 与 j，这组基的形式为：erj(gk) = δjke⃗⃗r，

其中 r 是 W 空间的维度指标，走遍 1 到 d，e⃗⃗r是 W 里面 d 个线性无关的向量

（H 表示 B 的表示空间）。j 是从 1 到 l 中间的一个数，这样 rj 有 l × d个组

合。 

这里erj(gk)起的作用呢？是你给我一个 G 中按 H 的陪集分解得到的，g1、g2、
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到g𝑙中的一个元素，我给你一个 W 空间中的矢量。当我这个函数的输入不是

g1、g2、到g𝑙中的一个元素，而是 G 中任意一个元素时，我这个函数会根据

你这个元素在我 G 的陪集分解中的定位，把你写成hgi的形式，然后我erj(hgi)，

就等于B(h)erj(gi)。B(h)已知，erj(gi)已知，erj(hgi)自然就知道了。 

也就是说，对确定这组基组，最终会落定在 r 与 j 分别取遍从 1 到 d、1 到 l

的值时，erj(gk)分别对应什么样的函数？ 

我们先看 r=1，j=1 的情况，这个时候，对erj(gk)这个函数，你给我g1，我给

你 W 中的e⃗⃗1，你给我g2，我给你 W 空间中的零向量，你给我g3到g𝑙，我都给

你 W 空间中的零向量。 

r=2，j=1 时，对erj(gk)这个函数，你给我g1，我给你 W 中的e⃗⃗2，你给我g2，

我给你 W 空间中的零向量，你给我g3到g𝑙，我都给你 W 空间中的零向量。 

r=3，j=1 等情况依次类推。 

r=d，j=1 时，对erj(gk)这个函数，你给我g1，我给你 W 中的e⃗⃗d，你给我g2，

我给你 W 空间中的零向量，你给我g3到g𝑙，我都给你 W 空间中的零向量。 

r=1，j=2 时，对erj(gk)这个函数，你给我g1，我给你 W 中的零向量，你给我

g2，我给你 W 空间中的e⃗⃗1，你给我g3到g𝑙，我都给你 W 空间中的零向量。 

r=2，j=2 时，对erj(gk)这个函数，你给我g1，我给你 W 中的零向量，你给我

g2，我给你 W 空间中的e⃗⃗2，你给我g3到g𝑙，我都给你 W 空间中的零向量。 

r=3，j=2 等情况依次类推。 

r=d，j=2 时，对erj(gk)这个函数，你给我g1，我给你 W 中的零向量，你给我

g2，我给你 W 空间中的e⃗⃗d，你给我g3到g𝑙，我都给你 W 空间中的零向量。 

j=3 到 l，对每个 j，r 等于 1 到 d 的情况依次类推。当 r、j 的组合走遍 d× 𝑙个



  

维度。V 中的 l × d个基就定了。 

3. 定义完这样一个基以后，我们就要求诱导表示的表示矩阵了。这个说白了，

就是要看U(g)作用到erj(gk)上的效果，根据U(g)的定义，我们知道： 

U(g)erj(gk) = erj(gkg) 

这里，erj(gkg)对应什么样的 W 空间中的向量，我们可以根据 G 按 H 进行陪

集分解的具体形式，确定gkg为hgi，然后再根据erj(hgi) = B(h)erj(gi)来确定。

这个没有问题。但是，当我会回到线性变换本身，要想把erj(gkg)写成以gk为

变量的函数，并且把它用erj(gk)来展开，就没那么容易了。 

这个时候我们首先需要明确的是 g 是一个确定的群元，我们要求的是它的线

性变换矩阵。这个U(g)作用到erj(gk)上，得到的是erj(gkg)。这个erj(gkg)我们

不知道是什么，我们需要通过 H 对 G 的陪集分解，把它确定为某个hgi。g 定

了，gk定了，这个 h 与gi也就定了。然后我们通过erj(gkg) = erj(hgi) =

B(h)erj(gi)可以得到： 

U(g)erj(gk) = B(h)erj(gi) 

B(h)是一个我们已知的变换矩阵。我们现在需要做的，是把erj(gi)的变量变作

gk，这样的话我们就可以得出U(g)的矩阵表示了。 

我们怎么做到这一点？我们用的性质是gi是g1、g2、到g𝑙中的一个群元，gk也

是g1、g2、到g𝑙中的一个群元。当我g1、g2、到g𝑙排好位置以后，gi与gk差的

是一个平移。假设 i+t 等于 k，那么erj(gi) = erj+t(gk)。把 j+t 记为 m，那么

上面那个变换就变成了： 

U(g)erj(gk) = B(h)erm(gk) 

erm(gk)是我们基矢组中的一个，展开系数就可以由右边确定了。 
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这个式子的右边要想不为零，由erm(gk)的定义，要求 m=k。而这个式子的左

边要想不为零，由erj(gi)定义，也要求 i=j。与此同时由gkg = hgi，知 h=gkggi
−1。 

结合 m=k、i=j，我们就知道：gmggj
−1 = h ∈ H。注意，这里 m、j 是基erm(gk)、

erj(gi)的第二个指标，这也就是说只有这个基的第二个指标 m、j 所对应的gm、

gj通 过gmggj
−1的 方 式 作 用到群 元 g 上 得 到 的 群 元gmggj

−1 = h ∈ H时 ，

U(g)erj(gk)的展开系数才不为零。这时展开系数由B(h)，即 B(gmggj
−1)决定。

其它情况下，结果都是零。 

基于这个理解，表示矩阵的具体形式就非常简单了。对∀g ∈ G，U(g)等于： 

U(g) =

(

 

Ḃ(g1gg1
−1) Ḃ(g1gg2

−1)

Ḃ(g2gg1
−1) Ḃ(g2gg2

−1)

… Ḃ(g1gg𝑙
−1)

… Ḃ(g2gg𝑙
−1)

⋮ ⋮
Ḃ(g𝑙gg1

−1) Ḃ(g𝑙gg2
−1)

⋱ ⋮
… Ḃ(g𝑙gg𝑙

−1))

  

其中： 

Ḃ(gmggj
−1) = {

B(gmggj
−1), if  gmggj

−1 ∈ H

0,                 otherwise
 

在这个表述中，我们是把Ḃ(gmggj
−1)这个d × d的矩阵作为基本单元，把U(g)

写成了𝑙 × 𝑙块。在这𝑙 × 𝑙中，对一个特定的 m，因为gmg只能分解到一个 H 的

陪集中，所以只有一个Ḃ(gmggj
−1)非零。同样，不同gmg与gm′g，必对应不同

陪集（因为不然由gmg = h1gj与gm′g = h2gj可得gm = h1h2
−1gm′，进而gm ∈

Hgm′，与Hgm、Hgm′是不同陪集矛盾），这样U(g)这个矩阵以 B 这个d × d的

矩阵作为基本单元，写出来的样子就是： 

U(g) =

(

  
 

0 0
0 B

… 0
… 0

⋮ ⋮
B
⋮
0

0
⋮
0

⋱ ⋮

…
0
B
0)

  
 

 

这种类似于正则表示的样子了。 



  

举个例子，还是用 D3。 

例12. 这个 G={e、d、f、a、b、c}，H={e、d、f}。H 是个三阶循环群，有表示

B(e) = 1、B(d) = ε = exp [
2πi

3
]、B(f) = ε2 = exp[4πi/3]。求由它诱导出的

G 的表示？ 

这里需要的信息是 D3 群乘法表： 

 e d f a b c 

e e d f a b c 

d d f e c a b 

f f e d b c a 

a a b c e d f 

b b c a f e d 

c c a b d f e 

G={Hg1、Hg2}，g1 = e、g2 = a。 

由上面给出的诱导表示的式子，很直接： 

UB(e) = (
Ḃ(eee−1) Ḃ(eea−1)

Ḃ(aee−1) Ḃ(aea−1)
) = (

B(e) 0
0 B(e)

) = (
1 0
0 1

) 

UB(d) = (
Ḃ(ede−1) Ḃ(eda−1)

Ḃ(ade−1) Ḃ(ada−1)
) = (

B(d) 0
0 B(f)

) = (
ε 0
0 ε2

) 

UB(f) = (
Ḃ(efe−1) Ḃ(efa−1)

Ḃ(afe−1) Ḃ(afa−1)
) = (

B(f) 0
0 B(d)

) = (ε2 0
0 ε

) 

UB(a) = (
Ḃ(eae−1) Ḃ(eaa−1)

Ḃ(aae−1) Ḃ(aaa−1)
) = (

0 B(e)

B(e) 0
) = (

0 1
1 0

) 

UB(b) = (
Ḃ(ebe−1) Ḃ(eba−1)

Ḃ(abe−1) Ḃ(aba−1)
) = (

0 B(f)

B(d) 0
) = (0 ε2

ε 0
) 

UB(c) = (
Ḃ(ece−1) Ḃ(eca−1)

Ḃ(ace−1) Ḃ(aca−1)
) = (

0 B(d)

B(f) 0
) = (

0 ε
ε2 0

) 

这个诱导表示特征标为 2、-1、0，是不可约表示。 
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由前面的式 2.11，我们还知道诱导表示的特征标整体可写为： 

𝜒U(g) = ∑ trḂ(gjggj
−1)𝑙

j=1    (式 2.12) 

在这个加和的时候，j 走遍从 1 到 l=n/m。这里gjggj
−1 ∈ H时Ḃ是 B，否则是零矩

阵。我们可以注意到这样一个性质，就是我们这个g1到g𝑙其实是在对 G，依据 H

进行陪集分解的时候用到的 H 外的那些群元，整个 G 可以写成Hg1到Hg𝑙的并集。

对一个陪集，比如Hgj中的任何一个元素 hgj，把它作用到 g 上，都会有这样的性

质：就是如果gjggj
−1 ∈ H，则hgjggj

−1h−1 ∈ H，而如果gjggj
−1 ∉ H，则hgjggj

−1h−1 ∉

H。因为如果不然，就会反推出gjggj
−1 ∈ H。同时trḂ(gjggj

−1) = trḂ(hgjggj
−1h)。

这样的话，式 2.12 中那个对gj的加和，就可以扩展到 G 中所有元素上，唯一需

要注意的是对 H 中元素遍历的时候，给了 m 遍（H 的阶）相同的结果，所以要

把这个重复的部分扣除，最终有： 

𝜒U(g) =
1

m
∑ trḂ(tgt−1)𝑡∈G                     (2.12) 

在诱导表示这个硬骨头啃下来之后，我们这一节就剩下两个简单很多的内容了：

1、群表示在子群上的缩小，2、Frobenius 定理。这两个都可以几句话说清。 

先说群表示到其子群的缩小。说的是这样一个事情，A 是群 G 的一个表示，

对∀g ∈ G，都有一个线性变换A(g)与之对应，且有A(g1g2) = A(g1)A(g2)。那么这

个对应关系对 G 的子群 H 中的元素自然也成立，即对∀h ∈ H ⊂ G，都有一个线

性变换A(h)与之对应，且有A(h1h2) = A(h1)A(h2)。也就是说线性变换群{A(h)}

形成了 G 的子群 H 的一个表示。我们把这样的一个表示称为 G 的表示 A，到其

子群 H 的缩小，记为A|H。 

对于类似表示的缩小，如果 A 是 G 的不可约表示，那么A|H是 H 的不可约

表示吗？ 



  

答案是：不一定。比如对于 D3 群，有二维不可约表示： 

A(e) = (
1 0
0 1

)、A(d) = (
ε 0
0 ε2

)、A(f) = (ε2 0
0 ε

)、 

A(a) = (
0 1
1 0

)、A(b) = (0 ε2

ε 0
)、A(c) = (

0 ε

ε2 0
) 

它在 D3 的子群 H={e、d、f}上的缩小，就不是这个三阶循环群的不可约表示。 

这个就是群表示在子群上得缩小说的意思了。那么 Frobenius 定理呢？说的

是群 G 有个子群 H，G 有不可约表示 A，H 有不可约表示 B，它们本来是两个道

上的车，看起来没啥关系。但是由我们前面的讨论我们知道由 H 的不可约表示

B，可以诱导出 G 的一个表示 U，这个表示 U 对 G 来说可能是可约的。同时对

G 的不可约表示 A，它在 H 上有个缩小A|H，这个缩小对 H 来说也可能是可约

的。 

Frobenius 定理说的是：由于诱导表示和群表示的缩小这两个定义本身蕴藏

的结构关系，我们可以知道 G 的不可约表示 A 在由 H 的不可约表示 B 所诱导出

来的 G 的表示 U 中的重复度，等于 H 的不可约表示 B 本身在 G 的不可约表示

A 对 H 的缩小（也就是 H 的表示A|H）中的重复度。用图形的方式表达，就是： 

 

用数学式子写出来，就是： 

(χA|χU) = (χB|χ) 

其中χA、χU是群 G 的不可约表示 A 与由 H 的不可约表示 B 所诱导出来的 G 的



   

112 
 

诱导表示 U 的特征标；χB、χ是群 H 的不可约表示 B 与由 G 的表示 A 在 H 上的

缩小构成的 H 的表示A|H的特征标。 

怎么证？我们可以这样看，式子的左边为： 

(χA|χU) =
1

n
∑ χA∗(g)χU(g)

g∈G

=
1

n
∑ χA∗(g) {

1

m
∑trḂ(tgt−1)

t∈G

}

g∈G

=
1

nm
∑∑ χ𝐴∗(g)trḂ(tgt−1)

g∈Gt∈G

 

这里 t 与 g 的加和都走遍 G，记s = tgt−1，则g = t−1st，那么对 t 与 g 的加和，

是可以换作对 s 与 t 的加和的，也就是上式可继续等于 

=
1

nm
∑∑ χA∗(t−1st)trḂ(s)

s∈Gt∈G

 

由Ḃ定义，它继续等于 

=
1

m
∑{

1

n
∑ χA∗(t−1st)

t∈G

}

s∈H

χB(s) 

因为对χB求和，要求 s 属于 H，所以加和范围自然缩小到 H。同时，又由于在 t

走遍 G 时，χA∗(t−1st) = χA∗(s)都成立，所以，上式继续等于 

=
1

m
∑ χA∗(s)

𝑠∈H

χB(s) = (χ|χB) 

由于重复度为实数，它继续等于 

= (χB|χ) 

也就是 

(χA|χU) = (χB|χ) 

Frobenius 定理成立。 

再回到刚才 D3 群的例子。 

例13. 我们刚才从{e、d、f}的不可约表示B(e) = 1、B(d) = ε = exp[2πi/3]、B(f) =



  

ε2 = exp[4πi/3]推出了 A 的诱导： 

A(e) = (
1 0
0 1

)、A(d) = (
ε 0
0 ε2

)、A(f) = (ε2 0
0 ε

)、 

A(a) = (
0 1
1 0

)、A(b) = (0 ε2

ε 0
)、A(c) = (

0 ε

ε2 0
) 

这个诱导表示我们不保证是 D3 的不可约表示，但这里凑巧它就是，A1、

A2、A3 在它上面的重复度由特征标表： 

  
1{e} 2{d} 3{a} 

A1 1 1 1 

A2 1 1 -1 

A3 2 -1 0 

可以得出分别为：0、0、1。 

这个时候我们来验证 Frobenius 定理。如果我取 D3 的不可约表示为 A1 或 

A2，这个 A1 或A2在 H 上的缩小都是 A(e)=A(d)=A(f)=1，H 的不可约表示

在它上面的重复度都是 0，这个 0 恰好与 A1 或A2本身在这个诱导表示上

得重复度相同，这也就是 Frobenius 定理说的内容。 

如果我们把 D3 的不可约表示换为 A3，A3 在 B 的诱导表示上的重复度为

1。而同时，A3 在 H 上的缩小为： 

A(e) = (
1 0
0 1

)、A(d) = (
ε 0
0 ε2

)、A(f) = (ε2 0
0 ε

) 

H 本 身 的 不 可 约 表 示B(e) = 1、B(d) = ε = exp[2πi/3]、B(f) = ε2 =

exp[4πi/3]在A|H上得重复度为： 

(χB|χ) =
1

3
[2 × 1 + (ε+ ε2) × ε+ (ε2 + ε) × ε2]

=
1

3
[2 + (ε+ ε2) × (ε2 + ε)] = 1 

Frobenius 依然成立。 
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2.7 习题与思考 

1. 设A(g)是群G = {g}的一个表示，证明：复共轭矩阵A∗(g)也是G的一个表示。如

A(g)是不可约的或者幺正的，则A∗(g)也是不可约的或者幺正的。 

2. 设A(g)是群G = {g}的一个表示，证明：转置逆矩阵[At(g)]−1、厄密共轭逆矩阵

[A+(g)]−1也是G的一个表示。如A(g)是不可约的或者幺正的，则[A𝑡(g)]−1、

[A+(g)]−1也是不可约的或者幺正的。 

3. 如A(g)是群G = {g}的一个表示，那At(g)、A+(g)是吗？为什么？ 

4. 设A(g)是有限群G的一个不可约表示，C是G中一个共轭类，λ为常数，E是单位

矩阵。证明：∑ A(g)g∈G = λE。体会此证明中有限群这个条件的使用。 

5. 证明有限群G中属于同一类的各元的表示矩阵之和，必与群G的一切元的表示

矩阵互易。 

6. 求三阶群的所有不等价不可约表示。 

7. 设A(g)是有限群G的一个不可约表示，B(g)是有限群G的一个一维非恒等表示，

证明：A(g)⨂B(g)也是群G的一个不可约表示。 

 8. 设V = {e、a、b、c}是满足如下乘法表的四阶群，求其所有不等价、不可约

表示 

 

 

 

9．求出D3群的所有不等价、不可约酉表示，并检验群表示的正交定理。 

10. 求出D3群在二次齐次函数空间的群表示，并写出其包含的不可约表示。 

11. 写出四阶循环群的左正则与右正则表示。 

 e a b c 

e e a b c 

a a e c b 

b b c e a 

c c b a e 



  

12. 设Ap(g)与Ar(g)是群G的两个不等价、不可约表示，直积表示Ap(g)⨂ Ar∗(g)包

含其恒等表示吗？Ap(g)⨂ Ap∗(g)呢？为什么？如包含，包含几次？ 

13. 取子群H的表示为左正则表示，由其诱导出的群G的表示是什么样子？为什么？ 

14. 有限群G的非恒等的不可约表示的特征标之和，∑ χp(g)g∈G ，等于几？为什么？ 

15. 以f1(r⃗) = x
2、f2(r⃗) = y2、f3(r⃗) = xy为基，写出D3群的三维表示，并约化。 

16. D3群，基于其子群{e、a}的恒等表示，写出诱导表示，并约化。 

17. 写出D3群所有不可约表示相互之间的直积，并约化。 
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第三章 点群与空间群 

3.1 点群基础 

前面我们说过很多次，第一、第二章是这门课的理论基础，讲它们是为我们

后面讲具体的群做准备的。第三章讲点群和空间群。历史上，物理学家（包括地

质学家），特别是其中研究晶体的那部分人，就对称性的认识，在早期也集中于

这个领域。现在，可以说点群与空间群的对称性描述是我们在讨论固体和分子的

结构、电子结构、振动谱等物理性质时不可或缺的科学语言。不懂这个，物质科

学类（Physical Sciences）杂志上的很多文章对我们会读起来很困难。 

点群最基本的特征是我们在进行对称操作的时候，操作对象至少有一个点保

持不动。这种对称性在晶体、分子、准晶材料中都会出现。而空间群，是基于点

群概念的。它描述的是晶体的对称性。因为这个原因，我们这一章的基础是点群。

在点群中，我们不要求系统具有平移对称性。在讲完点群之后，我们会说，如果

我们再加一个限制，也就是我面对的系统需要有平移对称性，那么这个时候，就

不是所有的点群都可以在晶体中存在了。能在晶体中存在的只是其中的一部分。

比如在分子中是允许五次轴，也就是绕一个轴转 2π/5 角的对称操作存在的，但

是在晶体中就不允许。这也就引出了晶体点群，它是点群的一部分。和晶体点群

的概念对应，我们还有晶体点阵的概念。 

同时，我们可以注意一下，在晶体出现的时候，它对点群这个加的只是一个

限制，效果是使得很多非周期性体系中的对称性在晶体中不能存在。但是任何事

物都有两面性，晶体的平移周期性结构对点群的对称操作加了这样一个限制，作

为补偿，在其它的对称群描述中，晶体周期性结构对其中群元的要求就会有所放

松。这个在空间群这个概念中可以详细体现。具体而言，就是在晶体中进行一定



  

角度的旋转后，做个晶格长度分数倍的平移，系统还可以回到与之前不可分辨的

状态。这种操作对应某空间群元素，其对称元素是我们常说的螺旋轴。在不做这

个旋转前，晶格长度分数倍的平移是不被晶体中原子的周期性排布允许的。同时，

晶体在对一个平面进行反射后再做一个晶格长度分数倍的平移，也可回到与之前

不可分辨的状态。这个对称操作的对称元素是我们常说的滑移面。这些操作因为

不保持一个固定的点不变了，所以它不是点群操作，但它能够保持晶体的不变。

为了描述这种转动与平移对称性的集合，我们引入空间群这个概念。由这个介绍

大家可以暂时理解它是基于点群，但又跟点群不同。具体的细节我们会在后面花

几节课的时间仔细讲。这里，先给大家做一个整体的介绍。 

同时，如果你不满足于此讲义的内容，去看不同教材的话，你也应该会注意

到大体而言人们会通过两个途径来引入点群的概念： 

一、从点群的母体，三维实正交群 O(3)出发。这个 O(3)群是由转动、反演、以及

它们的组合构成的，是一个无限群。这个后面我们会细讲。点群呢，是这个

O(3)群的有限子群； 

二、从具体的多面体或分子出发，去讨论它们的对称性，总结归纳出一些共同点，

再引入点群的概念。 

而比较有意思的是，如果你去看书的作者以及他/她们所采取的方式，你会

发现作者的背景和他/她们采取的写作方式是存在一定关联的。一般来说，学物

理出身的人倾向于使用前者，就是我把你的母体说明白了，再讲你，事情就很

trivial 了。韩老师与孙老师、马老师她/他们的教材采取的都是这个路子。而化学

出身的，比如 Frank Albert Cotton，还有我们一些物理化学教材里面讲对称性的

时候，就使用的是后者。当然，我只说有一定关联，也不排除例外。对我而言，
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我觉得两个路子各有好处，前者严格、后者直观。这里我们倾向于使用一个折中，

把三维实正交 O(3)群与点群合在一起，作为“点群基础”来讲。 

这里点群是一种群，它对应的是一个实际系统在三维实空间中具有的对称性

的集合，这些操作有个特征，就是进行操作的时候，三维空间中有一个点不动。

这个实际系统可以有限大，比如分子、团簇，也可以无限大，比如晶体。 

对点群的讨论可以从其中最重要的两个概念，对称操作（Symmetry Operation）

与对称元素（Symmetry Element），开始。先看几个例子： 

例1. 立方体，有八个顶点，a 到 h，中心是 O，x、y、z 轴分别过中心： 

 

先看什么是对称操作？这里我们参考 Albert Cotton 书上 18 页给出的定义。 

定义 3.1：A symmetry operation is a movement of a body such that, after the movement 

has been carried out, every point of the body is coincident with an equivalent point of the 

body in its original orientation. In other words, if we note the position and orientation of 

a body before and after a movement is carried out, that movement is a symmetry operation 

if these points and orientations are indistinguishable.  

由这个定义，我们知道对称操作是一个 movement，是一个使物体到达与其

原状态不可分辨的另一个状态的 movement。根据这个定义，我们看上面的立方

体有多少个对称操作？ 



  

1． 沿立方体的四个对角线 ag、fd、hb、ce 进行 2π/3、4π/3 转动的操作，这样

的操作有 4×2 = 8 个； 

2． 沿 x、y、z 轴转 π/2、π、3π/2 的操作，这样的操作有 3×3 = 9 个； 

3． 立方体有 12 个棱，两条相对的棱的中点连接起来，绕这个连线转动 π 角

的操作，这样的操作有 6 ×1 = 6 个； 

4． 再加上根本就不动这个操作，一共 8+9+6+1 = 24 个纯转动操作。 

在这里转动是对称操作，与每个转动相应，有个旋转轴，这个旋转轴，就是

下面我们要讲得对称元素。同样，我们参考 Albert Cotton 书上的定义。 

定义 3.2：A symmetry element is a geometrical entity such as a line, a plane, or a point, 

with respect to which one or more symmetry operations may be carried out. 

由这个定义，我们知道对称元素是一个几何实体（geometrical entity），对称

操作是相对于这个几何实体进行的，在上面的例子中，它就是旋转轴。当然，实

际的对称元素不一定非得是旋转轴，也可以是反演中心、反射面、转动反演轴等

等，这些我们以后会讲。它们的共同特点就是它们都是几何实体，对称操作都是

相对它们进行的。 

在上面讲的立方体的例子中，如果我们再加上反演操作 I，也就是把三维实

空间中任意一个(x, y, z)的点变换到(−x,−y,−z)，这个反演操作对刚才的立方体

实际上也是对称操作。这个 I 与刚才 24 个纯转动操作结合，就又可以给出 24 个

新的对称操作。这样加在一起就有 48 个对称操作了。这 48 个对称操作的集合构

成一个群，这个群就是这个立方体的对称群，我们记为 Oh，它是一个点群（因为

对这 48 个操作，立方体中心那个点都不变）。 

现在我们可以去想，如果我把这个立方体揉成一个球，那么这 48 个 Oh 群的
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对称操作是否保持这个球不变？答案：保持，是吧？同时，我们需要指出的是对

于这个球而言，它的对称操作远远不止这些。以后我们学到的所有点群的对称操

作，对这个球都成立。换句话说，如果我们把所有保持这个球不变的对称操作放

在一起，它们是形成一个群的。这个群是如此强大以至于任何的一个我们后面学

到的点群，都是这个群的子群。在这里，我们把它称为点群的母体，它的名字叫

三维实正交群，记为 O(3)。下面我们会花些时间来介绍一下这个 O(3)群。 

但在讲这个 O(3)群之前，我们需要先介绍一下它里面的基本操作，就是三维

实空间（R3）中的正交变换。 

这个三维实空间的一个性质是在定了一组正交归一基i⃗、j⃗、k⃗⃗以后，其中的任

意一个向量都可以写成下述列矩阵形式，比如： 

r⃗ = (

x1
x2
x3
)、r⃗′ = (

x1
′

x2
′

x3
′
) 

两个向量的内积为： 

(r⃗ ∙ r⃗′) =∑xixi
′

3

i=1

 

其中向量r⃗的长度为： 

|r⃗| = (r⃗ ∙ r⃗)1/2 = (∑xixi

3

i=1

)

1/2

 

而向量r⃗与r⃗′的夹角φ满足： 

cosφ = (r⃗ ∙ r⃗′)/(|r⃗||r⃗′|) 

（这些都是 R3 中向量的性质） 

而 R3 中的正交变换，是保持 R3 中任意两个向量内积不变的变换，也就是说

对∀r⃗、r⃗′ ∈ R3，线性变换 O 要满足： 

(Or⃗ ∙ Or⃗′) = (r⃗ ∙ r⃗′) 



  

也就是： 

OtO = E 

这里Ot是 O 的转置（实矩阵）。 

这个时候，如果我们对比之前讲的酉变换，我们会发现酉变换的定义对应的

是任意内积空间中的保内积变换。而这里，正交变换，则对应的是三维欧式空间

这个实向量空间中的保内积变换，它是一种特殊的酉变换。 

基于这样一个正交变换，我们可以引出三维实正交群 O(3)。 

定义 3.3 由三维欧式空间中所有的正交变换构成的群，称为三维实正交群，记为

O(3)。 

关于 O(3)群其中元素最重要的性质，我们可以由这个式子得到： 

OtO = E 

由这个式子，我们知： 

det(OtO) = (det(O))
2
= 1 

从而det(O) = ±1，也就是说正交变换为非奇异变换，其行列式为+1 或-1。 

同时，由于 

det(O1O2) = det(O1)det(O2) 

我们还知道 O(3)群中行列式为 1 的正交变换形成它的一个子群，因为 1 ×1=1。 

并且由： 

det(O2
−1O1O2) = det(O2

−1)det(O1)det(O2) = det(O2
t )det(O1)det(O2) = det(O1) 

可知 O(3)群的所有行列式为 1 的元素形成的子群还是一个不变子群。我们把它

记为 SO(3)。具体定义如下。 

定义 3.4 O(3)群的所有行列式为 1 的正交变换形成的不变子群称为 SO(3)群，记

为： 

SO(3) = {O ∈ O(3)|det(O) = 1} 
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这个 SO(3)群的一个特征是其中任意的一个元素，作用到三维欧式空间的一

组向量上，不光不改变它们之间的内积，还不改变这组向量的手性关系。比如我

们的三维空间以i⃗、j⃗、k⃗⃗为基，在这组基下，我一个线性变换的矩阵形式是： 

O = (

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

) 

我现在说这个线性变换是一个 SO(3)群中的元素，那么有：det(O)=1。 

我现在把它作用到三个向量i⃗、j⃗、k⃗⃗，它们相互关系是个右手系，有i⃗ ∙ (j⃗ × k⃗⃗) =

1。现在把 O 作用到它们三个上面，有： 

Oi⃗ ∙ (Oj⃗ × Ok⃗⃗) = (

a11
a21
a31

) ∙ [(

a12
a22
a32

) × (

a13
a23
a33

)] = |

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

| = 1 

不改变手性关系。 

同样，如果作用到j⃗、i⃗、k⃗⃗，它们的相互关系是左手系，有j⃗ ∙ (i⃗ × k⃗⃗) = −1。

现在把 O 作用到它们上面，也有： 

Oj⃗ ∙ (Oi⃗ × Ok⃗⃗) = (

a12
a22
a32

) ∙ [(

a11
a21
a31

) × (

a13
a23
a33

)] = |

a12 a11 a13
a22 a21 a23
a32 a31 a33

| = −1 

同样不改变手性关系。 

而在 O(3)群中，有一个空间反演操作，其矩阵形式为： 

I = (
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

) 

这个操作行列式等于−1，它也会改变三维实空间三个向量的手性关系。同时，这

个反演操作与恒等操作 E 还可以构成一个空间反演群{E、I}，由于 E、I 都与 O(3)

群中任意元素互易，它也是 O(3)群的不变子群。这个不变子群与二阶循环群{1、

− 1}同构。 

这样的话，对 O(3)群而言，我们可以把其中行列式为1的部分取出来，就是



  

SO(3)群，作为一部分。而属于 O(3)，又不属于 SO(3)的元素作为另一部分，构成

一个 O(3)群到二阶循环群的映射： 

 

由于det(O1O2) = det(O1)det(O2)，这个映射是个同态映射。 

同时我们可以取 I 为行列式为−1元素的代表，把 O(3)群进行一个SO(3) ∪ I ∙

SO(3)的分解。由于 E、I 与 O(3)群中任意元素互易，套用我们第一章讲的一个概

念，这个 O(3)群就可以写成是SO(3)群与空间反演群{E、I}的直积。 

到这个地方，O(3)群与 SO(3)群的定义我们就讲完了。简单的说，O(3)群是

三维实空间中的保内积变换群，而 SO(3)群，是三维实空间的保内积、保手性变

换群。下面我们介绍几个 SO(3)群的性质。 

定理 3.1 对∀g ∈ SO(3)，可在 R3 中找到一个向量k⃗⃗，使gk⃗⃗ = k⃗⃗。 

证明： 

（说白了就是要证对∀g ∈ SO(3)其对应的(g − E)k⃗⃗ = 0有非零解。因为这个东西

有非零解，也就意味着存在向量k⃗⃗，使gk⃗⃗ = k⃗⃗。那么(g − E)k⃗⃗ = 0有非零解的充要

条件是什么？答：det(g − E) = 0。 

这也就意味着现在要证的就是对∀g ∈ SO(3)都有det(g − E) = 0。怎么证呢？很

简单，由 g 的定义（正交变换），有： 

det(g − E) = det(g − E)t = det(gt − E) = det(g−1 − E) 

（式 3.1） 



   

124 
 

而 

g−1 − E = g−1E(E − g) = g−1(−E)(g − E) 

代入式 3.1，会产生： 

det(g − E) = det(g−1)det(−E)det(g − E) = 1 ∙ (−1) ∙ det(g − E) 

一个实数等于它的负，这个实数必为零。 

（证毕） 

由这个定理，我们还可以得到如下性质： 

1. 在gk⃗⃗ = k⃗⃗的解得到后，我们可以取它为k⃗⃗，与之垂直的两个向量为i⃗、j⃗，在以

这样的i⃗、j⃗、k⃗⃗为基时，这个转动 g 表示为： 

g(Ψ) = (
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

) = Ck⃗⃗⃗(Ψ) 

其中k⃗⃗为转轴，Ψ为转角，取值范围是[0，π]，k⃗⃗为向量，有个方位角 θ、φ。θ

是它与 z 轴的夹角，φ 是其 xy 平面投影与 x 轴的夹角（群表示部分的内容）。 

2. 由于定理 3.1，SO(3)又称为转动群，它的所有变换的行列式都是 1，两个SO(3)

群中元素g1与g2的乘积g3由于行列式为1，也是一个纯转动，用Ck⃗⃗⃗(Ψ)的形式

写出来就是： 

Ck⃗⃗⃗1
(Ψ1)Ck⃗⃗⃗2

(Ψ2) = Ck⃗⃗⃗3(Ψ3) 

Ck⃗⃗⃗3(Ψ3)也是绕某一轴（k⃗⃗3）的一个转动，k⃗⃗3、Ψ3由k⃗⃗1、Ψ1、k⃗⃗2、Ψ2定，只

不过关系不是看起来很直接罢了。 

上面说到在一组基(i⃗、j⃗、k⃗⃗)下，转动Ck⃗⃗⃗(Ψ)的表示为(
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

)这

样一个简单的形式。在任意一组基(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)下，Ck⃗⃗⃗(Ψ)的表示矩阵又会是什么样

子？ 

换句话来说，如果在三维欧式空间中，我已经选择了一组基(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)，你



  

现在在这个空间中任意找了一个轴k⃗⃗，你绕它做了一个转动Ψ角的操作，然后你

问我这个Ck⃗⃗⃗(Ψ)在(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′ )下的表示矩阵是什么？这个问题的答案我们后面在

关于点群的讨论中也会经常用到，现在花时间细说一下。 

这里我们可以取(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)为旧基，(i⃗、j⃗、k⃗⃗)为新基，旧基到新基的变换矩阵

是 Q，Q = (

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)，那么这个变换形式就是： 

(i⃗、j⃗、k⃗⃗) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′) (

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

) 

这里 Q 为实正交变换，Q−1 = Q𝑡。 

空间有个矢量r⃗，它在Ck⃗⃗⃗(Ψ)作用下，变为r⃗′。在坐标系(i⃗、j⃗、k⃗⃗)下，这个变换

表现为： 

(i⃗、j⃗、k⃗⃗) (
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

)(

x1
x2
x3
) 

其中(

x1
x2
x3
)为r⃗在(i⃗、j⃗、k⃗⃗)下的坐标。 

在坐标系(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)下，这个变换表示为： 

(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)A(

x1
′

x2
′

x3
′
) 

其中(

x1
′

x2
′

x3
′
)是r⃗在(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)下的坐标，A 是我们想求的Ck⃗⃗⃗(Ψ)在(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)下的

表示矩阵。 

现在问题清楚了，就是要用已知条件，求 A 的形式？ 

这个时候，我们用的第一个条件就是r⃗′这个矢量不管是在(i⃗、j⃗、k⃗⃗)下，还是

在(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)，它是同一个矢量，所以： 
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(i⃗、j⃗、k⃗⃗) (
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

)(

x1
x2
x3
) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)A(

x1
′

x2
′

x3
′
) 

（式 3.2） 

同理，r⃗也是同一个矢量，所以： 

(i⃗、j⃗、k⃗⃗) (

x1
x2
x3
) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)(

x1
′

x2
′

x3
′
) 

（式 3.3） 

那么现在我们要做的事情就是从式 3.2 与 3.3 求 A。这个时候，由： 

(i⃗、j⃗、k⃗⃗) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)Q 

代入 3.3 我们知道，得： 

Q(

x1
x2
x3
) = (

x1
′

x2
′

x3
′
) 

这个式子，代入 3.2，进一步有： 

(i⃗、j⃗、k⃗⃗) (
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

)(

x1
x2
x3
) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)AQ(

x1
x2
x3
) 

由于这个式子对任意(

x1
x2
x3
)成立，所以有： 

(i⃗、j⃗、k⃗⃗) (
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)AQ 

再把(i⃗、j⃗、k⃗⃗) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)(Q)继续代入，有： 

(i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)Q(
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)AQ 

两个向量相等，它们的所有分量都要相等，所以： 

Q(
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

) = AQ 

进而： 



  

A = Q(
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

)Q−1 

这个说明什么？这个说明在三维欧式空间中，如果你事先选定了一组基的话，

那么绕空间任意一个轴转Ψ的操作，都可以写成： 

Q(
cosΨ − sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

)Q−1 

的形式。 

这里，(
cosΨ −sinΨ 0
sinΨ cosΨ 0
0 0 1

)是这个转动在以k⃗⃗为 z 轴，以与它垂直的两个单

位向量i⃗、j⃗为 x、y 轴的坐标系下的表示矩阵。Q 是这三个向量在原来选定的坐标

系下的展开，即：(i⃗、j⃗、k⃗⃗) = (i⃗′、j⃗′、k⃗⃗′)Q。 

由于相似变换并不改变矩阵的迹，所以tr(QCk⃗⃗⃗(Ψ)Q
−1) = tr (Ck⃗⃗⃗(Ψ)) = 1 +

2 cosΨ。也就是说绕任何一个轴，转动Ψ角的转动，它的迹都是1 + 2 cosΨ，转

动轴的选取，只影响转动的矩阵表达形式，不影响它的迹。 

除了转动的迹只与转角有关，下面两段话的分析对我们以后点群分类也特别

重要： 

1. 这里我们直接用Ck⃗⃗⃗(Ψ)代表绕k⃗⃗轴的转动，因此，Ck⃗⃗⃗(Ψ)满足Ck⃗⃗⃗(Ψ)k⃗⃗ = k⃗⃗。取

SO(3) 群 中 任 意 元 素g′ ， 作 用 到 这 个 等 式 上 ， 有 g′Ck⃗⃗⃗(Ψ)k⃗⃗ = g
′k⃗⃗， 进 而

g′Ck⃗⃗⃗(Ψ)g
′−1g′k⃗⃗ = g′k⃗⃗，也就是说g′C𝑘⃗⃗(Ψ)g

′−1代表的是在(i⃗、j⃗、k⃗⃗)下绕g′k⃗⃗轴

转动Ψ角的操作。这里g′为 SO(3)群中任意元素，因此g′k⃗⃗可以是空间任意指

向，这也就是说 SO(3)群中绕空间任意轴转动相同转角的操作都同类。 

2. 把这个性质展开：对点群而言，转动相同转角的操作是否同类？答案是不一

定，因为上面的推导是针对 SO(3)群的，要求g′属于 SO(3)群。点群是 SO(3)

群有限子群。其中可能会有两个转动转角相同，但我这个点群中没有任何一
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个操作，可以把这两个转动的转轴联系起来，这样，就不能从Ck⃗⃗⃗(Ψ)k⃗⃗ = k⃗⃗推

到g′Ck⃗⃗⃗(Ψ)g
′−1g′k⃗⃗ = g′k⃗⃗了。因为没有一个点群中元素g′，使得这两个轴一个

为k⃗⃗，一个为g′k⃗⃗。 

这些讨论总结一下就是： SO(3)群中所有转动相同转角的元素都同类，但点

群中不一定，要看有没有一个点群中元素将他们的转动轴联系起来？ 

这些讨论同时还告诉我们 SO(3)群可以写成{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，其中k⃗⃗取遍过原点 O 的

所有轴，Ψ取遍[0，π]。前面我们还说过，O(3)可以写成 SO(3)⊗{E、I}。因此，

O(3)也可以写成{C𝑘⃗⃗(Ψ)、I C𝑘⃗⃗(Ψ)}。 

对其中任意一个元素Ck⃗⃗⃗(Ψ)，对其进行共轭操作，情况有两种： 

1. Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)Ck⃗⃗⃗(Ψ)Ck⃗⃗⃗′(Ψ

′)−1， 

2. ICk⃗⃗⃗′(Ψ
′)Ck⃗⃗⃗(Ψ) (ICk⃗⃗⃗′(Ψ

′))
−1

= Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)Ck⃗⃗⃗(Ψ)Ck⃗⃗⃗′(Ψ

′)−1。 

也就是不管怎么说，同类操作都是绕某一轴转动相同角度的纯转动操作。 

而对其中任意一个转动反演操作 ICk⃗⃗⃗(Ψ)，也具有同样地性质。因此，在 O(3)

群中，所有转动相同转角的纯转动操作为一类，所有转动相同转角的转动反演操

作为一类。 

现在我们是讲完了点群的母体，O(3)群的所有性质。开始看点群，先看概念。 

定义 3.5（点群）三点： 

1. 点群是三维实正交群 O(3)群的有限子群； 

2. 如果点群只包含转动元素，它是 SO(3)群的有限子群，称为第一类点群； 

3. 如果点群还包含转动反演元素，称为第二类点群。 

关于点群，有个重要的性质。 

定理 3.2，设群 G 是绕固定轴k⃗⃗转动生成的 n 阶群，则 G 由元素Ck⃗⃗⃗(2π/n)生成。 



  

证明： 

由群 G 是绕k⃗⃗转动生成的 n 阶群，知 G 中只有 n 个元素，且都是绕k⃗⃗轴转动，我

们可以记为Ck⃗⃗⃗(θi)，i 为从 0 到 n-1。 

我们选θ0 = 0，对应单位元素，θ1是非零转动中的最小转角。其它θi可以写成θi =

miθ1 + φi的形式。其中0 ≤ φi < θ1，mi为正整数。 

既然有这个关系，我们就知道： 

[Ck⃗⃗⃗(θ1)]
−mi

Ck⃗⃗⃗(θi) = Ck⃗⃗⃗(φi) ∈ G 

前面说过，θ1是非零转动中的最小转角，所以φi必都为零。也就是说所有转角都

可以写成miθ1的样子了。在θ0对应单位操作，之后依次取 n-1 个mi，这样就有 n

个转动操作了。第 n+1 个与单位操作重复，所以就有nθ1 = 2π，进而θ1 = 2π/n，

这个转动群由Ck⃗⃗⃗(2π/n)生成。 

（证毕） 

到这儿，我们知道了一个点群其中元素必可写为{Ck⃗⃗⃗(2π/n)、I Ck⃗⃗⃗′(2π/n
′)}的

形式。其中k⃗⃗、n、k⃗⃗′、n′有多种选择。对于Ck⃗⃗⃗(2π/n)、I Ck⃗⃗⃗′(2π/n
′)这些操作，它

们的对称元素有几种情况，后面关于点群讨论的时候经常用到，这里说一下： 

1. ICk⃗⃗⃗(2π/n)中n取 1，这时对应的是 I，中心反演操作，对称元素为反演中心； 

2. ICk⃗⃗⃗(2π/n)中n取 2，对应操作为 ICk⃗⃗⃗(π)。这个操作干的事情是绕k⃗⃗轴转动π，再

对原点作反演。以(i⃗、j⃗、k⃗⃗)为坐标轴的话，这个操作干的事情就是先把(
x
y
z
)变

到(
−x
−y
z
)，再把(

−x
−y
z
)变到(

x
y
−z
)，最终使(

x
y
z
)与(

x
y
−z
)等价。这里，我们可以说

对称元素是过原点，与k⃗⃗垂直的反射面； 

3. Ck⃗⃗⃗(2π/n)普遍情况，对称元素就是转动轴； 
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4. ICk⃗⃗⃗(2π/n)普遍情况，对称元素就是转动反演轴。 

需要说明的是对于有些教材，他们可能不喜欢用转动反演轴来讲东西，而喜

欢利用一个叫转动反射面的东西，记为Sk⃗⃗⃗(2π/n)，指的是绕k⃗⃗轴作个转动2π/n，

再对与k⃗⃗轴垂直的镜面作反射，也就是σk⃗⃗⃗Ck⃗⃗⃗(2π/n)。它与转动反演的关系是： 

σk⃗⃗⃗Ck⃗⃗⃗(2π/n) = ICk⃗⃗⃗ (
2π

n
+ π) 

（这个关系需要画图说明） 

 

到这里，我们是把点群的一些最基本的特性给说清楚了。简单的说就是点群

是一个由{Ck⃗⃗⃗(2π/n)、I Ck⃗⃗⃗′(2π/n
′)}形成的对称操作的集合，这里k⃗⃗、n、k⃗⃗′、n′有

有限个取值。我们之前说过，群本身是有很强的结构特征的，当我们说一个集合

形成群时，看似简单的几句话，其实都为它们之间的相互关系留下了伏笔。这个

大家在第一章应该有体会。同态，看似简单，但蕴藏着同态核定理。在这里其实

也是，我们说k⃗⃗、n、k⃗⃗′、n′取有限个取值的{Ck⃗⃗⃗(2π/n)、I Ck⃗⃗⃗′(2π/n
′)}这样的一个

集合的时候，这个{Ck⃗⃗⃗(2π/n)、I Ck⃗⃗⃗′(2π/n
′)}本身是不是也要符合什么规律呢？ 

答案是肯定的。这个规律是我们这一章的定理 3.3。 

定理 3.3 设 G 是点群，K 是 G 的纯转动部分，由于纯转动部分的乘积以及逆元

必属于这个纯转动部分，所以 K 也是 G 的纯转动子群，也就是说 K = G ∩ SO(3)。

这个时候，关于 G 与 K 的关系，存在三种可能： 



  

1. G = K，这个时候 G 是 SO(3)的有限子群，这样的点群称为第一类点群，它只

包含纯转动操作； 

2. 当 G 不只包含纯转动操作时，如果 G 中包含纯反演操作 I，那么 G 与 K 的关

系必然是 G = K ∪ IK； 

3. 当 G 不只包含纯转动操作，且 G 中不包含纯反演操作 I 时，G 必与一个纯转

动群G+同构，这里G+ = K ∪ K+，而K+的定义是：K+ = {Ig|g ∈ G，但 g ∉ K}。 

这三个性质，说出了所有点群的情况！大家一定要好好理解。其中第一个性

质不需要证明，很直白，就是有一类点群只包含纯转动操作。第二、第三个性质

是需要我们证明的。 

证明之前我先问一下大家我们知道这个定理有什么用？一句话：如果这个定

理成立，那么我们了解了所有第一类点群，也就很自然地了解所有点群了。 

证明： 

G 不是纯转动元素集合时的情况，G = {{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{ICk⃗⃗⃗′(Ψ
′)}} = {K，IK+}。 

这个时候，如果 I 属于 G，那么由于重排定理 IG 应该也等于 G，这样的话 G 这

个集合就要写成{IK，K+}，它要与{K，IK+}相同，这就要求K+ = K。这也就是我

们说的第二种情况。 

当 I 不属于 G 时，由上面 G= {{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{ICk⃗⃗⃗′(Ψ
′)}}的形式，我们是可以构造一

个集合G+ = {{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)}}的。这个集合与 G 存在一一对应的关系是显然

的。那么下面我们只需要证明G+是一个群，且保持乘法规则不变，就可以了。 

先看G+ = {{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)}}是不是一个群，由G = {{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{ICk⃗⃗⃗′(Ψ

′)}}是

一个群出发。 

封闭性：由 G= {{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{ICk⃗⃗⃗′(Ψ
′)}}是一个群，知两个{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}中元素相乘，结
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果属于{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}；两个{ICk⃗⃗⃗′(Ψ
′)}中元素相乘，结果属于{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}；而一个{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}

中元素与一个{ICk⃗⃗⃗′(Ψ
′)}中元素相乘，结果属于{ICk⃗⃗⃗′(Ψ

′)}。 

因此对应G+ = {{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)}}中元素。两个{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}中元素相乘，结果属于

{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}；两个{Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)}中元素相乘，结果属于{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}；而一个{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}中元素与

一个{Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)}中元素相乘，结果属于{Ck⃗⃗⃗′(Ψ

′)}。 

故{{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)}}封闭。 

单位元素，在{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}中。 

逆元，由 G 是群知对任意{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}中元素其逆属于这个集合，任意{ICk⃗⃗⃗′(Ψ
′)}中元

素，其逆也属于这个集合。与此对应，G+中，任意{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}中元素，其逆属于这

个集合，任意{Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)}中元素，其逆也属于这个集合。这条也成立。 

结合律，由 G 是群且 I 与任意其中元素互易得到。 

因此G+是一个群且与 G 一一对应。 

而乘法规则呢？我们可以对比{{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{Ck⃗⃗⃗′(Ψ
′)}}与{{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{ICk⃗⃗⃗′(Ψ

′)}}，由

I 与其中任意元素互易得到。 

这个时候我们再提一句之前提到的讲这个定理的初衷，也就是说明当我知道了所

有的第一类点群之后，我们很自然的可以通过这个定理的第二、第三条去构造所

有的第二类点群。 

（证毕） 

到这儿，我们点群基础这一节就讲完了，我们讲地比较细，内容看似很多，

不过总结起来，就是下面几句： 

1. O(3)群是三维欧式空间中的实正交变换群，包含转动群 SO(3)与转动反演部分

I∙SO(3)； 



  

2. SO(3)群中，如果两个转轴可以由一个转动 g 联系起来，也就是说一个轴是k⃗⃗，

一个轴是gk⃗⃗，则由Ck⃗⃗⃗(Ψ)k⃗⃗ = k⃗⃗可知gCk⃗⃗⃗(Ψ)g
−1gk⃗⃗ = gk⃗⃗。也就是说gCk⃗⃗⃗(Ψ)g

−1代

表的是绕gk⃗⃗轴转动Ψ角的操作。这也就意味着 SO(3)群中所有转动相同转角的

操作，实际上是同类的； 

3. 与之相似，I∙SO(3)中具有相同转角的转动反演操作也彼此同类； 

4. 点群是 O(3)群的有限子群，可以用{{Ck⃗⃗⃗(Ψ)}，{ICk⃗⃗⃗′(Ψ
′)}}的方式来分析，其中

k⃗⃗、Ψ、k⃗⃗′、Ψ′具有有限个取值； 

5. k⃗⃗、k⃗⃗′为整数阶轴； 

6. 点群中对称元素包括：转动轴、转动反演轴、反演中心、反射面，其中后两

者是前两者的特殊情况； 

7. 最后是定理 3.3，就是点群的三种情况。这三种情况意味着我们只要把第一类

点群分析清楚，依据这个定理，就可以把所有点群分析清楚了。 

3.2 第一类点群 

这一节，说白了，就是利用我们第一节给出的点群的基本知识，结合第一章

里面的群的基本理论，对第一类点群进行一个系统地研究。假设一个第一类点群

是 G，它有转动轴Cn1、Cn2、⋯、Cni、⋯，其中ni为大于等于 2 的整数，也就是

说Cni代表的是不同轴，ni是代表它几次。这个时候我们可以去想，对于Cni这个

轴来讲，它会对我这个纯转动群贡献几个非恒等的转动操作？答案：ni − 1。这

个是我目前知道的关于群 G 与其转动轴的信息。现在我们要从这个信息里面去

推出群 G 有多少个元素。怎么推？ 

这里一个很有用的工具就是球形图。它是以原点为中心，以任意一个正数 r

为半径的球面，记为Sr。点群 G 中元素的作用，就是把这个Sr，转到一个和它等
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价的构型。对 G 中的ni阶轴Cni来说，它与Sr有两个交点，我们把这两个交点记为

ri⃗⃗⃗与−ri⃗⃗⃗。这两个矢量在Cni、Cni
2 、⋯、Cni

ni−1这些非恒等操作下，是不变的。称为

这些操作的极点。 

那么，对于r⃗i与−r⃗i，群{E、Cni、Cni
2 、⋯、Cni

ni−1}是不是群 G 对它们的迷向

子群？（第一章中的概念，对于一个变换群 G，变换对象为 X，其中有一点 x，

如果群 G 有个子群Gx作用到 x 上，还是得到 x，那么Gx是 G 对 x 的迷向子群） 

除了迷向子群，第一章变换群那一节我们还有一个概念要用到，就是r⃗i的 G

轨道。说的是取任意 g 属于 G，让 g 作用到r⃗i上，当 g 走遍 G 中元素的时候，r⃗i

就会走遍所有与它等价的点，这些点的集合就是 G 对r⃗i的 G 轨道。 

迷向子群与 G 轨道这两个概念说了，它们之间有什么联系呢？我们在第一

章，有个定理 1.9，说的是r⃗i的 G 轨道上点的个数可以由群 G 的阶 n 与迷向子群

的阶ni通过 n/ni求出。 

那么在这里，这样一个信息能告诉我什么样的事情呢？那就是通过这个关系，

我们知道对任意一个ni阶轴Cni的极点r⃗i而言，它会有 n/ni个与它等价的ni阶轴的

极点。这些极点的集合我们称为一个极点的 G 轨道。这个轨道上每个点能贡献

(ni − 1)个非恒等操作，一共有 n/ni个点，那么这个轨道可以贡献的群 G 中非恒

等变换的个数就是： 

n

ni
(ni − 1) 

这个要搞清楚。 

然后呢，我们把球面上可以由对称变换联系起来的所有的极点都归纳为一个

G 轨道，不能由对称变换联系起来的极点归为不同 G 轨道，同一个 G 轨道上的

极点所对应的轴的阶数是必须相等的（因为一个轴不可能即使 3 次轴，又是 4 次，



  

诸如此类），这样就可以把极点按照 G 轨道分类了吧？我们假设一共有 l 条 G 轨

道。 

那么这些极点的集合，能够贡献的群 G 中非恒等变换的个数按照上面的逻

辑是不是就是：∑
n

ni
(ni − 1)

𝑙
i=1 ？ 

但在这个逻辑中，需要指出的是我们还有一个漏洞，就是r⃗i与−r⃗i给出的非恒

等操作是重复的，对吧？这种重复可能以两种方式出现： 

1. 我们在算 l 的时候，也就是极点的 G 轨道个数的时候，如果r⃗i与−r⃗i不在一个

G 轨道上的时候，那么在上面的加和式子中，i 从 1 到 l，就会有两个不同的

i，给出的非对称操作其实是一样的，这是不是以为着在上面的加和式子中，

我们应该除个 2？ 

2. 第二种情况，当r⃗i与−r⃗i在同一个 G 轨道上的时候，意味着什么？意味着并不

是所有这个 G 轨道上的极点，给出的都是不同的非恒等变换。比如r⃗i与−r⃗i都

在这个 G 轨道上，它们给出的非恒等变换就是重复的。同样gr⃗i与−gr⃗i也是，

它们给出的非恒等操作也重复了。这时，对于
n

ni
(ni − 1)，我们是不是也应该

除上一个 2？ 

两者综合一下，那就是对 

∑
n

ni
(ni − 1)

𝑙

i=1

 

这个 2 是必须除的。要么，是在 i 从 1 到 l 的时候算重了，要么是
n

ni
(ni − 1)这部

分本身就应该是
n

2ni
(ni − 1)。综合起来，我们得到的是群 G 中非恒等操作的个数

就是： 

∑
n

2ni
(ni − 1)

𝑙

i=1
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这个是由上面对极点 G 轨道顶点的分析得到的 G 中非恒等操作的个数，与

此同时，对这样一个纯转动群，它是 n 阶的，那么它里面非恒等操作的个数本身

就应该是(n − 1)。两者做一个结合，对这些有限次轴阶数ni以及极点 G 轨道个

数 l 的约束就可以通过下面这个式子反映出来了： 

∑
n

2ni
(ni − 1)

𝑙

i=1

= n − 1 

这个式子等价于： 

∑(1−
1

ni
)

𝑙

i=1

= 2(1 −
1

n
) 

（式 3.4） 

在这里，我们要注意的一个基本关系就是 n 要大于等于ni，而ni要大于等于 2。

也就是1/2 ≥ 1/ni ≥ 1/n。这个方程称为第一类点群的基本方程。它是我们这节

课的重点，下面，我们会从它出发，去分析一共会有哪些第一类点群出现？ 

这里 l 是正整数，也就是 1、2、3 等等。但需要说明的是当 l 等于 1 的时候，

上面这个式子能不能成立？答案是不能，因为左边是：(1 −
1

ni
)，小于 1，右边是

2 −
2

n
，大于 1，两边不可能相等。 

与此同时，当 l 大于等于 4 的时候，又会发生什么情况？这个时候，左边是

大于等于4 − ∑
1

ni

4
i=1 的，而∑

1

ni

4
i=1 要小于等于 2，所以左边是大于等于 2。而右边，

2 −
2

n
肯定小于 2。一个大于等于 2 的数与一个小于 2 的数是肯定不可能相等的。

所以 l 也不可能大于等于 4。 

综合上面的讨论，l 只能是 2，或者 3。下面，我们会用穷举的方式把上面那

个基本方程的所有解都求出来。 

1. l=2，我们把ni按从小到大的顺序排。这样的话上面那个基本方程就变成了： 



  

∑(1−
1

ni
)

2

i=1

= 2(1 −
1

n
) 

也就是： 

2 −
1

n1
−
1

n2
= 2 −

2

n
 

进而： 

1

n1
+
1

n2
=
2

n
 

由于n1 ≤ n2 ≤ n，所以这种情况只能有一个解：n1 = n2 = n。 

这时对应的实际情况，就是我有一个 n 阶轴，它把我的球面戳了两个大洞。

由于没有其它的对称操作把这两个洞给联系起来，所以它们表现为两个 G 轨

道。实际上它们对应的是一个对称轴。 

2. l =3，这样的话基本方程就变成了： 

3 −
1

n1
−
1

n2
−
1

n3
= 2 −

2

n
 

进而： 

1

n1
+
1

n2
+
1

n3
= 1 +

2

n
 

式 3.5 

由于n1 ≤ n2 ≤ n3 ≤ n，所以 

1

n1
≥
1

n2
≥
1

n3
≥
1

n
 

当n1 ≥ 3时，式 3.5 的左边小于 1，右边大于 1，不成立。这也就是说n1只能

为 2。这时，式 3.5 可化为： 

1

2
+
1

n2
+
1

n3
= 1 +

2

n
 

式 3.6 

而n2如果大于等于 4，那么上式左边小于 1，右边大于 1，又不成立。所以现

在的情况是 l = 3、n1 = 2、n2等于 2 或者 3。 
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当n2等于 2 时，式 3.6 变为： 

1

n3
=
2

n
 

也就是说n = 2n3，这里 n 等于 4、6、8 等等都可以。这是第二个解。 

3. l = 3、n1 = 2、n2 = 3，这时基本方程变成了： 

1

2
+
1

3
+
1

n3
= 1 +

2

n
 

进而： 

1

n3
=
1

6
+
2

n
 

式 3.7 

这时如果n3 = 3，则 n=12。解为：l = 3、n1 = 2、n2 = 3、n3 = 3、n=12。 

4. l = 3、n1 = 2、n2 = 3、n3 = 4，这时 n=24，第 4 个解。 

5. l = 3、n1 = 2、n2 = 3、n3 = 5，这时 n=60，第 5 个解。 

之后如果n3 ≥ 6，式 3.7 的左边小于等于 1/6，右边大于等于 1/6，又不相等

了。所以只有以上五种解。上面我们是从点群基本方程出发，讨论了它存在的五

种解的可能，下面我们仔细看一下它们分别对应什么实际情况。 

1. n1 = n2 = n。这个上面说过，就是一个 n 阶轴，将球戳了两个洞。由于这两

个洞没法通过其它对称操作联系起来，所以它们是两个极点的 G 轨道。这样

的群称为 Cn 群。 

例子： 



  

 

这样的群是 Abel 群，每个群元是一类，一共有 n 个类。 

2. l = 3、n1 = 2、n2 = 2、n3 = m、n = 2m，m = 2、3、4、⋯ 

全部极点分成三个轨道，第一个与第二个轨道上各有
2m

2
= m个极点。它们是

m 个二阶轴与球面的交点。第三个轨道上有
2m

m
= 2个极点，它们是一个 m 阶

轴与球面的两个交点，这两个交点在一个 G 轨道上。 

由于这两个 m 阶轴的极点在同一个 G 轨道上，说明必有一个二阶轴与这个 m

阶轴垂直，而反过来，这个 m 阶轴又可以将这个二阶轴转到 m 个与之等价的

位置。 

这样的群我们称为二面体群，比如我们总用到的 D3 群，还有 D4 群： 

 

这个其实是非常好的两个例子，来说明我们在引入第一类点群基本方程时，

通过极点 G 轨道上点的个数求群中非恒等操作群元个数的时候，为什么在 
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∑
n

2ni
(ni − 1)

𝑙

i=1

 

这个表示式中必须有 1/2 这个因子？ 

这里n1 = 2、n2 = 2，对 D3 群来说，每个二阶轴与球面的两个交点不在一个

G 轨道上，所以在算极点 G 轨道个数也就是 l 的时候，是有 double counting

的。也就是说在这里n1与n2对应的操作，本身就是同样的操作，我在对 G 轨

道进行加和的时候，把n1与n2都算了，所以理所当然的要在最后除上一个 2。 

而对 D4 群来说，我一个二阶轴与球面的两个交点r⃗i与−r⃗i在同一 G 轨道上，

所以在对轨道个数进行加和的时候没有 double counting。但是，我在算一个

轨道上的极点r⃗i等价点的个数的时候，是不是把−r⃗i也算进来了？这时，double 

counting 还是存在的，它发生在我算一个 G 轨道内等价极点的个数的时候。 

两者结合起来，还是那两句话： 

1． 当r⃗i与−r⃗i不在一个 G 轨道的时候，double counting 是发生在我们对 l 的统

计中； 

2． 当r⃗i与−r⃗i在一个 G 轨道的时候，double counting 是发生在计算r⃗i的 G 轨道

上的等价点对群本身非恒等操作的贡献上。 

不管怎样，double counting 总是存在的。 

现在我们知道了第一类点群基本方程的第二个解对应的是二面体群 Dn 的情

况。下面我们来看它是怎么分类的。我们的基本思路还是：两个具有相同转

角的转动，如果其转轴可以通过群中另外一个元素联系起来，则它们同类。

由于这个原因，我们很容易知道对于上面 D3 与 D4，它们的分类情况就会不

一样。 

对于 D3，是不是它的所有二阶轴都可以通过绕 3 次轴的转动联系起来，而对



  

于 D4，它的二阶轴必须分为两类。与此同时，对于 D3 这种奇数次的二面体

群，它绕 n 阶轴的非恒等转动中，Cn
k与Cn

n−k同类，这里 k 的取值有(n − 1)/2

个。n=3 时为 1，n=5 时为 2。这样这种 Dn 群的总的类的个数就是 1+(n-

1)/2+1=(n + 3)/2个。这里第一个 1 是恒等变换，第二个(n − 1)/2是绕 n 次轴

的非恒等操作，最后一个 1 对应所有 2 次轴。 

而对于 D4 这种偶数次的二面体群，它绕 n 阶轴的非恒等转动中，Cn
k与Cn

n−k同

类，这里 k 的取值有(n − 2)/2个。同时恒等操作是一类，转π角的操作是一

类。同时 2 次转动分为两类，所以总的类数是：1 +
n−2

2
+ 1 + 2 =

n

2
+ 3个。

除了 Cn 与 Dn，下面的三种情况是： 

3. l = 3（有三个极点轨道），n=12（群里有 12 个对称操作） 

n1 = 2、n2 = 3、n3 = 3 

第一个极点轨道是二阶轴的，一共有 6 个点； 

第二个极点轨道是三阶轴的，一共有 4 个点； 

第三个极点轨道也是三阶轴的，一共也有 4 个点。 

怎么去理解这个群呢？我们可以从其中最高阶轴的极点出发（后面的讨论也

是同样的路子，因为高阶轴极点少，好在三维空间中构建图像）。 

假设r⃗1、r⃗2、r⃗3、r⃗4是第二个极点轨道上的四个极点，G 中的任意一个元素，

作用到这四个极点上，得到的集合还是这四个极点。 

取r⃗1对应的三次转动C3，它作用到r⃗1上得到的还是r⃗1。但它作用到其它三个极

点上，得到的C3r⃗2、C3r⃗3、C3r⃗4是不是就要落到r⃗2、r⃗3、r⃗4这个集合上？一定

不能产生新的点，不然这个 G 轨道上就不止四个点了。 

要想让这种情况成立的话，r⃗1、r⃗2、r⃗3、r⃗4的位置必须满足什么样的情况？答
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案是：当我以r⃗1作为北极的话，r⃗2、r⃗3、r⃗4必须是在同一个纬度上，经度相差

120 度的三个点。 

 

同样，对于r⃗2，取一个绕它的三次转动，我们也可以得到r⃗1、r⃗3、r⃗4必处在以

它为极点的纬度线上等间距分布这样一个结论。 

对r⃗3、r⃗4也可做类似处理。把这些结论和在一起，那么r⃗1、r⃗2、r⃗3、r⃗4的分布

就只能有一种情况：就是它们是球面上相互之间都等间距分布的四个点，构

成一个正四面体。 

 

对于这个正四面体，r⃗1、r⃗2、r⃗3、r⃗4对应的−r⃗1、−r⃗2、−r⃗3、−r⃗4，也构成一个

极点 G 轨道，这个就是我们的解中n3 = 3对应的情况。 

同时，二阶轴所对应的六个极点，也可以通过三次转动联系起来，比如： 

 



  

这个图里面四面体中心到 A、…、F 这些点的连线与球面的交点，对应的都

是二次轴极点，它们相互可由三次转动联系起来，所以只形成一个轨道，对

应解中n1 = 2的情况。 

这样的一个正四面体群，我们称为 T 群。在有些教材中在讲到正四面体群的

时候，会跟四阶置换群做一个类比。背后更大的背景是所有的有限群均同构

与置换群的子群。这里我们先用点群与置换群及其子群做个类比。 

T 群的每一个对称操作，说白了，就是对正四面体的四个顶点进行一个置换，

比如： 

C3 = (
1 2 3 4
1 3 4 2

) 

比如： 

C3
2 = (

1 2 3 4
1 4 2 3

) 

对于一个四阶循环群来说，它的阶数是 4 的阶乘，也就是 24。而 T 群只有 12

个元素，为什么？ 

原因很简单，就是 T 群是个第一类点群，它包含的是纯转动操作，在变换过

程中，1、2、3、4 四个点之间手性发生变化的变换是不包括的。因为这个原

因，在有些教材上，会说到 T 群是 S4 的偶置换子群。 

在 T 群中，如果再加上这种不保手性的变换，也就是我的对象还是这个正四

面体，但我允许它的顶点进行不保手性的变换，后面会说到这个群对应的是

一个第二类点群 Td，这样的一个群跟 S4 就同构了。 

再展开来说，在点群中，随着顶点数的增加，几何限制会使得点群与置换群

的差别会越来越大。当只有三个顶点的时候，前面讲过 D3 与 S3 直接同构；

当我有四个顶点的时候，T 与 S4 只有在加入非纯转动操作的时候才同构；对
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于五个以上顶点的情况，即使假如转动反演操作，也不行，因为顶点之间的

任意置换是不可能被点群中的几何操作（转动或转动反演）所允许的。这些

点群只能与相应置换群的子群同构，这个越往后你们会越能体会。 

关于 T 群中群元的分类。 

E 自成一类；二次转动C2、C2
′ 、C2

′′，由于转轴可通过三次转动联系起来，所

以成为一类；转2𝜋/3角的操作C3、C3
′ 、C3

′′、C3
′′′，由于其转轴可以通过其它三

次转动联系起来，所以也成为一类；而C3与C3
2之间，由于其转轴没法通过 T

中元素联系起来，所以不是一类，但C3
2、C3

′2、C3
′′2、C3

′′′2之间是可以通过 T 中

元素联系起来的，所以C3
2、C3

′2、C3
′′2、C3

′′′2组成一个类。 

综合起来，就是 T 中有四个类，分别是：{E}，{C2、C2
′ 、C2

′′}，{C3、C3
′ 、C3

′′、

C3
′′′}、{C3

2、C3
′2、C3

′′2、C3
′′′2}。 

这个分类情况再结合 Burnside 定理，我们就会知道 T 群的不等价不可约表示

维数情况是什么？ 

S1
2 + S2

2 + S3
2 + S4

2 = 12，以为恒等表示S1 = 1，其它维度只能是S2 = 1、S3 =

1、S4 = 3。也就是说 T 群有三个一维不等价不可约表示，一个三维不等价不

可约表示。 

4. Cn、Dn、T 之后的第四种情况。 

𝑙 = 3，三个极点 G 轨道； 

n = 24，24 个对称操作； 

n1 = 2，第一个 G 轨道对应的是 2 次轴的极点，上面有 12 个点； 

n2 = 3，第二个 G 轨道对应的是 3 次轴的极点，上面有 8 个点； 

n3 = 4，第一个 G 轨道对应的是 4 次轴的极点，上面有 6 个点； 



  

分析的话还是和上面一个例子一样，从最高阶轴的极点出发。有r⃗1、r⃗2、r⃗3、

r⃗4、r⃗5、r⃗6六个极点。这个群本身的转动都是 2、3、4 次转动。 

我们把一个 4 次转动作用到r⃗1、r⃗2、r⃗3、r⃗4、r⃗5、r⃗6上，得到的必是这六个点

的集合自身。 

设这个C4本身对应的是r⃗1轴，那么r⃗2、r⃗3、r⃗4、r⃗5、r⃗6这六个点怎么配置呢？

只能是其中的是个放在同一纬度线上等间距分布，随后一个放到r⃗1正对的那

个极点，也就是这个样子： 

 

与此同时，r⃗1、r⃗2、r⃗3、r⃗4、r⃗5、r⃗6完全等价，现在上面那个图是只考虑了绕

r⃗1的四次转动，绕r⃗2、r⃗3、r⃗4、r⃗5、r⃗6，其实我们也是有同样要求的。如果把

这些所有的要求都考虑在一起，那么很自然，我的顶点就只能是这种情况： 

 

r⃗1、r⃗2、r⃗3、r⃗4、r⃗5、r⃗6是一个正八面体的顶点，因此这个群也就叫 O 群
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（Octahedron）了。这个正八面体，外面还可以接一个立方体。也就是说只考

虑转动的情况下，这个群描述的是立方体，或正八面体的对称性。 

这个正八面体（里面虚线），相对正三角形的中心连线是个三阶轴（或者说事

外接立方体相对顶点连线）。这样的三阶轴一共有 4 条，对应 8 个极点。这些

极点相互之间由于都可以用 4 阶转动联系起来，所以 G 轨道上是 8 个点，对

应的就是我们的基本方程给出的n2 = 3的情况了。 

 

同时，正八面体相对棱的中点连线，对应的是 2 次轴（也是立方体相对棱的

中点连线）。这样的 2 次轴有 6 条，对应 12 个极点。这些极点之间可以由 4

次转动联系起来，所以 G 轨道上是 12 个点，对应的就是基本方程中n1 = 2的

情况了。 

最后，由于这些四次轴、三次轴、二次轴的极点都可以由群中其它元素联系

起来，所以 G 轨道就三个。转2π/3与转4π/3的操作同类，转π/2与转3π/2的

操作同类。而转π的操作，存在两种情况，一种是绕 2 次轴的转动，一种是绕

4 次轴的转动，但转两次。这两种转动的转动轴，是不能通过群中其它元素联

系起来的。这样的话总共 24 个操作的分类是： 

{E}、{C2
(1)、C2

(2)、C2
(3)、C2

(4)、C2
(5)、C2

(6)}、 

{C3、C3
′ 、C3

′′ 、C3
′′′、C3

2、C3
′2、C3

′′2、C3
′′′2}、{C4、C4

′ 、C4
′′ 、C4

3、C4
′3、C4

′′3}、{C4
2、

C4
′2、C4

′′2} 

其中二次轴与四次轴的夹角是 45 度，这样的话虽然绕四次轴转两次和绕二次

轴转一次转动角相同，但转轴不能通过群中其它元素练习起来，就不是一类

了。 



  

同时再做前面说过的，D3 与 S3 的类比，我们会发现这里 T（四个顶点）是 S4

（24 个元素）的一个子群，O（六个顶点）是 S6 的（720 个元素）的一个子

群。只不过因为这 6 个顶点相互位置不能乱换，O 群的阶比 S6 群的阶小得很

多。 

5. Cn、Dn、T、O 之后最后一种第一类点群： 

𝑙 = 3，三个极点 G 轨道； 

n = 60，60 个对称操作； 

n1 = 2，第一个 G 轨道对应的是 2 次轴的极点，上面有 30 个点； 

n2 = 3，第二个 G 轨道对应的是 3 次轴的极点，上面有 20 个点； 

n3 = 5，第一个 G 轨道对应的是 5 次轴的极点，上面有 12 个点； 

还是从最高阶轴开始，设r⃗1、r⃗2、⋯⋯、r⃗12对应这 12 个极点，他们的集合要

在五次转动下不变。 

以绕r⃗1的转动为例，这些转动要把r⃗2、⋯⋯、r⃗12这 11 个极点转到它们本身。

与前面的分析类似，这种情况，只能将这 11 个点分成三组，前两组每组五个

点，等间距分布在以r⃗1为极点的等纬度线上。最后一个点，与r⃗1相对。 

同时，这十二个点要相互等价，这样的话对每个极点，另 11 个都要满足这样

的性质。综合起来，结果就只有一种可能： 
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这是一个由 20 个正三角形组成的二十面体，因此这个群也称为正二十面体群

（Icosahedron），记为 Y。这个正二十面体也可以内接一个正十二面体，每个

面试个正五边形。它们的对称性是完全一样的。 

就二十面体而言，每两个相对的极点的连线都是一个五次轴，一共有 12 个极

点，6 个轴，相对极点可由其它变换（二次转动）联系起来，所以这个轨道有

12 个极点。 

同时每两个相对的正三角形中点的连线是个三阶轴，三角形有 20 个，所以三

阶轴是 10 个。相对极点同样可通过二次转动联系起来，这个轨道上有 20 个

点。 

每两个相对棱的中点连线为二次轴，一共有 30 条棱，也就是 15 个二阶轴。

同样，相对极点可由其它二阶转动联系起来，所以轨道上有 30 个点。 

在这个群中，由于它已经越来越像球了，对称性也越来越高，这个时候具有

相同转角的转动就越有可能被其它转动操作联系起来，从而形成一类。Y 群

的 60 个元素的分类情况也就是： 

{E}、 

{C2
(1)、C2

(2)、⋯、C2
(15)}（15 个）、 

{C3
(1)、⋯、C3

(10)、C3
(1)2、⋯、C3

(10)2}（20 个）、 

{C5
(1)、⋯、C5

(6)、C5
(1)4、⋯、C5

(6)4}（12 个）、 

{C5
(1)2、⋯、C5

(6)2、C5
(1)3、⋯、C5

(6)3}（12 个） 

而这个正二十面体，你如果把每条棱都三等分，然后再把头去掉，那么你最

终得到的，就是一个足球。相关的诺奖是 1996 年化学奖，C60。 



  

 

3.3 第二类点群 

前面我们是通过第一类点群的基本方程，把第一类点群的所有情况作了一个

介绍。根据这个介绍，我们现在就可以再之前我们说的定理 3.3 的第二与第三种

情况，把所有的第二类点群推出来了。 

先看第二种情况：当 G 不只包含纯转动操作时，如果 G 中包含纯反演操作

I，那么 G 与 K 的关系必然是 G= K ∪ IK；这个时候，因为有五种第一类点群，

与之对应的第二类点群也就是五种。下面我们用[II，中]来表示这些第二类点群，

II 是第二类点群的意思，‘中’代表具有中心反演对称性。这里由于中心反演对

称操作与任意转动操作互易，所以 IK 这个部分不改变 K 的分类，只是把 K 中所

有的类又在乘上 I 之后重复了一遍。 

1. Cn ∪ ICn，这是一个 2n 阶的 Abel 群，Cn中的每个元素自成一类，ICn中的每

个元素也自成一类。 

2. Dn ∪ IDn，这里Dn是 2n 阶的，Dn ∪ IDn就是 4n 阶的。前面说了，n 为奇数时，

Dn有(n+3)/2 个类，Dn ∪ IDn就有n+3 个类。N 为偶数时，Dn有n/2+3 个类，

Dn ∪ IDn就有n+6 个。 

3. T ∪ IT阶为 24，有 8 个类，记为Th。 

4. O ∪ IO阶为 48，有 10 个类，记为Oh。 
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5. Y ∪ IY阶为 120，有 10 个类，记为Yh。（后面会解释为什么用这个 h） 

除了上面说的[I]、[II，中]，第三种情况说的是：当 G 不只包含纯转动操作，

且 G 中不包含纯反演操作 I 时，G 必与一个纯转动群G+同构，这里G+ = K ∪ K+，

而K+的定义是：K+ = {Ig|g ∈ G，但 g ∉ K}。 

换句话说这里的第二类点群不包含纯反演操作，同时它与一个第一类点群同

构。这样的话我们只需要找到与之同构的第一类点群K ∪ K+，然后对它做K ∪ IK+

这样一个变换就可以了。 

而对K ∪ K+这样一个第一类点群，如果我们把 K 当作一部分，K+当作一部

分，它与二阶循环群是同态的，为什么？ 

（因为K ∪ IK+本身是一个群，IK+中的K+就是我们这个第一类点群的第二部分。

由于重排定理，对K ∪ IK+，取 K 中任何一个元素，它乘上 K 这个集合，必给出

K 这个集合；而它乘上 IK+这个集合，必给出 IK+这个集合。同时 IK+中任意元

素，乘上 K 这个集合，必给出 IK+这个集合；它乘上 IK+这个结合，给出 K。由

于 I 是可以单独提出的，所以对K ∪ K+这个第一类点群，必存在这样的性质：K

乘上 K 等于 K，K 乘上K+等于K+，K+乘上 K 等于K+，K+乘上K+等于 K。也就

是说{K，K+}与二阶循环群同态）。 

这样的话 K 必须是{K，K+}的不变子群，并且阶数是它的一半。根据这样一

个规则，现在我们就可以来通过我们知道的第一类点群，构造这种第二类点群了。 

在Cn、Dn、T、O、Y 里面符合这个条件的，只有C2n、Dn、D2n、O 这四种

情况，下面我们来分开介绍（符号在前面五种第二类点群的基础上继续）： 

6. C2n，对它来讲，{C2n
2 、C2n

4 、⋯、C2n
2n = E}形成不变子群。 

{C2n、C2n
3 、⋯、C2n

2n−1}为其陪集，形成的第二类子群是： 



  

{{C2n
2 、C2n

4 、⋯、C2n
2n = E}、I{C2n、C2n

3 、⋯、C2n
2n−1}}。 

7. 与Dn同构的第二类点群，这里纯转动部分是：{Cn、Cn
2、⋯、E}，另外一部分

是：I{C2
(1)、C2

(2)、⋯、C2
(n)}。 

由于 I 与任意元素互易，所以它的分类情况与Dn完全相同，n 为奇数是，是

(n+3)/2，偶数时，是n/2+3。 

8. 对Dn，当 n 为偶数时，也就是D2n这种情况，它除了C2n这个不变子群，还有

Dn也是它的不变子群。这个时候，如果根据Dn去做这个第二类点群，又能得

到一种情况。这个时候纯转动部分是： 

{C2n
2 、C2n

4 、⋯、C2n
2n = E、C2

(2)
、C2

(4)
、⋯、C2

(2n)
} 

转动反演部分是： 

I{C2n、C2n
3 、⋯、C2n

2n−1、C2
(1)

、C2
(3)

、⋯、C2
(2n−1)

} 

以D6为例，这里是取它的不变子群D3，这里C2
(1)

、C2
(2)

、⋯、C2
(2n)

的分布就是： 

 

由于 I 与任意群元互易，所以它的分类情况与D2n群完全一样，也是

2n/2+3=n+3。 

9. 最后一种情况，基于的第一类点群是 O 群，它的不变子群是 T。 

这个怎么理解呢？我们有一个立方体，它的纯转动对称群是 O 群，现在针对
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它做一个内接正四面体，这个四面体，纯转动操作相对于 O 群减少了一半，

但是除了这些纯转动操作，它多了一些转动反演操作。这些转动反演操作加

上保留下来的纯转动操作，形成的第二类点群与 O 群同构，也是 24 个操作。 

比如这个对这个正四面体，如果我对 z 轴转 90 度，再做反演，它回到它本身。

这个操作就是这个正四面体具有的，它是一个转动反演操作，与立方体本身

转 90 度的纯转动操作对应。 

 

这里 K 等于： 

{C3、C3
′ 、C3

′′、C3
′′′、C3

2、C3
′2、C3

′′2、C3
′′′2、E、C4

2、C4
′2、C4

′′2} 

IK+等于： 

I{C2
(1)、C2

(2)、C2
(3)、C2

(4)、C2
(5)、C2

(6)、C4、C4
′、C4

′′、C4
3、C4

′3、C4
′′3} 

同样，由于 I 与任意元素互易，这个群与 O 群分类相同，5 个类。 

到这儿，我们是讲完了所有的点群，它们是如何分类的，都具有哪些对称造

作。但光有这些了解，你们还没法看文献，因为文献中一般都会用一些符号去标

识一个特定的点群，比如Td、Th、Oh。这些符号直接告诉了我们这个点群是什么，

而不用让我们去写比如：与 O 同构的不含反演操作的第二类点群，或者 T 与中

心反演操作结合形成的点群，这些东西。 

这些符号叫熊夫利符号，因为它是我们在工作中经常接触的东西，我们在这



  

里详细说一下。我们先说明的一点是熊夫利符号与点群的对称元素有着最直接的

联系。同时，在对称元素的描述中，熊夫利符号倾向于使用转动反射面，而不是

转动反演轴。在前面的讨论中，因为转动反演轴更便于我们讲点群分类，所以我

们一直采用它，后面要换一下。前面讲过，它与转动反射面的关系很简单，是：

σk⃗⃗⃗Ck⃗⃗⃗ (
2𝜋

n
) = ICk⃗⃗⃗ (

2𝜋

n
+ 𝜋)。 

 

在熊夫利的命名规则中，一个点群的最高阶转轴、与某反射面垂直的轴、或某个

转动反演轴会被当作是主轴。命名的时候是基于第一类点群的符号，结合反射面

或转动反射轴来进行的。主轴的方向一般我们称为垂直方向。水平的放射面记为

σh，而过主轴与水平面垂直的反射面记为σv或σd。这里 v 与 d 还有些区别，我们

一会儿再讲。 

熊夫利命名规则，说白了，就是根据前面我们分析出来的各种群的特征，找

到一个可以标识它的对称元素的符号，用这个符号来代表这个群。或者说就是起

名，起名的根据是对称元素。这句话说起来简单，但做起来并不好做。下面我们

具体得来分析，根据这个图： 
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其中第一类点群名字已经有了。对第二类点群，我们最终是要把它分成的情况是： 

 

下面我们按照兰色标记的十三个数字逐个讲，这 13 个数字，其中在熊夫利

符号中重复的情况，比如 10、11。它们在我们之前以定理 3.3 来推各种点群的时

候，属于定理 3.3 的不同情况，但这里它们由相似的对称元素标识。因此，这 13

种可能性又可以在熊夫利的框架下缩小为 9 种标识的情况。下面，我们先走遍这

13 个兰色数字，再对它们进行黑框中的归纳： 

1. 先看 T ∪ IT。 

T 的操作是：{E、C2、C2
′ 、C2

′′、C3、C3
′ 、C3

′′、C3
′′′、C3

2、C3
′2、C3

′′2、C3
′′′2}，并上

IT，也就是 I{E、C2、C2
′ 、C2

′′、C3、C3
′ 、C3

′′、C3
′′′、C3

2、C3
′2、C3

′′2、C3
′′′2}，这是

是它所有的操作。 



  

这些操作中，有纯转动，有转动反射。在熊夫利的命名规则中，把IC2这个转

动反演操作所对应的反射面当作非纯转动部分的代表，并把这个反射面放到

水平的位置。这样我用 T 可以把纯转动部分包括，用σh对 T 做陪集就可以把

转动反演部分包括。子群与陪集结合产生所有这个群里面的元素，与之相应

这个群也就可以记为：Th。 

2. 对 O，一样，有 IC4
2这个操作，我们可以把它对应的平面定为水平面，用σh与

O 来标识这个群，记为：Oh。 

3. 对 Y，有 IC2，把它对应的平面定为水平面，用σh与 Y 来标识这个群，记为：

Yh。 

4. 与Dn同构的第二类点群，对称操作为： 

{{Cn、Cn
2、⋯、E}、I{C2

(1)、C2
(2)、⋯、C2

(n)}}。 

Cn这个高阶转动轴为主轴，形成子群{Cn、Cn
2、⋯、E}。陪集部分是I{C2

(1)、

C2
(2)、⋯、C2

(n)}。由于C2
(i)在水平面上，所以他们代表的是垂直水平面的反射

面σv，这个 v 代表 vertical。两者结合起来，我们用Cnv来标识这样的群。 

5. 与 O 同构的第二类点群，包含的操作是： 

{C3、C3
′ 、C3

′′ 、C3
′′′、C3

2、C3
′2、C3

′′2、C3
′′′2、E、C4

2、C4
′2、C4

′′2} 

∪ I{C2
(1)、C2

(2)、C2
(3)、C2

(4)、C2
(5)、C2

(6)、C4、C4
′、C4

′′、C4
3、C4

′3、C4
′′3} 

纯转动部分是个Ｔ群，最高转动轴位三次轴。转动反演部分有三个４次转动

反演轴。对于４次转动反演轴，我们可以在实空间画一下它对应的等价的点： 
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从这些点我们可以看出４次转动反演轴等价于 4 次转动反射轴。我们以这个

转动反射轴为主轴。这个轴是本身 O 群的 4 次轴，也就是下图中的 z 轴： 

 

这个时候，我们对这个与 O 群同构的第二类点群，纯转动部分是 T，转动反

演部分只要找出一个操作，就可以通过陪集的方式把这个群确定下来了。在

上个图中，我们知道 O 群会有两个水平的二次轴，对应C2
(i)

中的两个，它们乘

上 I，给出的是垂直于水平面的反射面。这样的话我们就可以用 T 与这个反

射面来标识这个群了。 

但需要注意的是，前面我们说垂直于水平面的反射面，会有两种情况，σv与

σd。σv就是一个一般的垂直水平面的反射面，前面我们也用过。而σd，说的

是这个反射面除了垂直于水平面，还平分水平面上两个二次轴的夹角。d 是

diagonal 的意思。好多教材没有解释这个，大家有兴趣的话，可以看一下朗道



  

《量子力学》第 93 节那部分8，或者 Dresselhaus 那本《Group Theory Applications 

o Physics of Condensed Matter》的第 45 页。 

这样的话对与 O 同构的第二类点群，我们就可以用Td来标识了。 

6. Cn ∪ ICn，n 为奇数，可记为C2n+1 ∪ IC2n+1，这个群包含的元素是： 

{C2n+1、C2n+1
2 、⋯、C2n+1

2n+1 = E} ∪ I{C2n+1、C2n+1
2 、⋯、C2n+1

2n+1 = E} 

这些元素的集合与S4n+2这个转动反射轴作为基本生成元，形成的群是一样的，

所以在熊夫利符号中，记为S4n+2。 

以S6为例，通过这个操作，我们可以知道一个点的等价点的集合为： 

 

从这个等价的点的集合，我们很容易想象它的对称群是： 

{C3、C3
2、E} ∪ I{C3、C3

2、E} 

7. 与C2n同构的第二类点群中的一种情况，当 2n 为 4 的整数倍，也就是 4n，或

者直接说与C4n同构的第二类点群。这时这个群为C2n ∪ I(C4n − C2n)，它包含

的群元有： 

{C4n
2 、C4n

4 、⋯、C4n
4n = E} ∪ I{C4n、C4n

3 、⋯、C4n
4n−1} 

这些元素的集合与S4n这个转动反射轴作为基本生成元，形成的群是一样的，

                                                             
8 我第一年上课的时候，一个叫杨康的学生帮我发现的，谢谢！ 
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所以在熊夫利符号中，记为S4n。 

以S4为例，通过这个操作，我们可以知道一个点的等价点的集合为： 

 

从这个等价的点的集合，我们很容易想象它的对称群是： 

{C4
2、E} ∪ I{C4

1、C4
3} 

8. Cn ∪ ICn时，n 为偶数，也就是C2n ∪ IC2n。这个群包含的元素是： 

{C2n、C2n
2 、⋯、C2n

2n = E} ∪ I{C2n、C2n
2 、⋯、C2n

2n = E} 

这里，既有C2n，又有转动反射IC2n
n = 𝜎h，因此可记为C2nh。 

9. 与C4n+2同构的第二类点群，群元： 

{C4n+2
2 、C4n+2

4 、⋯、C4n+2
4n+2 = E} ∪ I{C4n+2、⋯、C4n+2

2n+1、⋯、C4n+2
4n+1} 

有C2n+1这个第一类点群的所有操作，有IC4n+2
2n+1 = 𝜎h，因此记为C2n+1h。 

10. D2n ∪ ID2n，有D2n的全部对称操作，有IC2n
n = 𝜎h，因此可记为D2nh。 

11. 与D4n+2同构的第二类点群，群为D2n+1 ∪ I(D4n+2 − D2n+1)。它有D2n+1的全

部对称性，同时还包括IC4n+2
2n+1 = 𝜎h，所以也记为D2n+1h。 

12. D2n+1 ∪ ID2n+1，有 2n+1 个垂直反射面IC2
(1)

、⋯、IC2
(2n+1)

。 

以D3 ∪ ID3为例： 



  

 

图中𝜎d
(1)
= IC2

(1)
、𝜎d

(2)
= IC2

(2)
、𝜎d

(3)
= IC2

(3)
，都是垂直于水平面的反射面，我

们在这里用 d 而不是用 v，是因为它们刚好又在二次轴的平分线上。由于这

个群有D2n+1的全部对称性，又有σd
(i)

，它被记为D2n+1d。 

13. 与D4n同构的第二类点群，D2n ∪ I(D4n − D2n)，以D2 ∪ I(D4 − D2)为例，D4有

四个水平二阶轴，现在两个保持（记为C2
(1)

、C2
(3)

），两个变为转动二阶轴（记

为IC2
(2)

、IC2
(4)

）。它们的关系见下图： 

 

在这里𝜎d
(2)
=  IC2

(2)
，它在C2

(1)
、C2

(3)
平分线上，用 d 标识。这个群又有D2n的

所有对称性，所以记为D2nd。 

这 13 种情况中，6（S4n+2）、7（S4n）都对应S2n；8（C2nh）、9（C2n+1h）都

对应Cnh；10（D2nh）、11（D2n+1h）都对应Dnh；12（D2n+1d）、13（D2nd）都对
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应Dnd。所以合在一起就是S2n、Cnh、Dnh、Dnd、Cnv、Th、Oh、Yh、Td九种情况。 

3.4 晶体点群与空间群 

现在我们是把点群基础、第一类点群、与第二类点群以及点群的熊夫利符号

讲完了。利用这些知识，我们可以具体的去研究一个在我们物理学近一百多年的

发展史中占据核心地位的系统――晶体。我们会先研究一下晶体里面的点群，然

后再把点群这个概念进行一个扩充，讲一下空间群。 

所谓晶体，简单的说，就是这个系统必须要由全同的、由原子的集合构成的

结构单元组成，并且这个结构单元在三维空间中可以“无限地”重复。它要有转

动（含转动反演）与平移两种对称性。晶体点群，是忽略了平移对称性，能够将

晶体变到其本身的转动与转动反演对称性的集合。在点群的所有对称操作中，晶

体有一个点是不动的。 

晶体点群，相对于普通点群（比如说分子中的点群），最重要的一个性质就

是晶体制约定理。 

定理 3.4 设 G 是晶体点群，则 G 中转动元素只能是C1（也就是 E）、C2、C3、C4、

C6，所有转动反演元素，只能是 I、IC2、IC3、IC4、IC6。 

（在证明这个定理的时候中要用到的一个概念是晶格，它是由三个线性无关的向

量a⃗⃗1、a⃗⃗2、a⃗⃗3的整数线性组合组成的。而晶体，可以看作是那些重复单元，坐在

晶格上形成的） 

证明： 

设晶格 L 是 G 不变的，L 的基本向量是a⃗⃗1、a⃗⃗2、a⃗⃗3，则对∀g ∈ G，有： 

ga⃗⃗i =∑cjia⃗⃗j

3

j=1

 



  

对这个等式我们先看左边，ga⃗⃗i这个向量本身必须在晶格上，因此右边的cij必为整

数。这个是我们从左边向量性质推出的右边系数的性质。 

而另一方面，G 是 O(3)群的子群，上式同时还代表着如果选a⃗⃗1、a⃗⃗2、a⃗⃗3为基的话，

由系数cji形成的矩阵 C(g)是群 G 的表示矩阵。与之相应的{C(g)}就是 G 的一个

表示。 

这个表示和我们用三维欧式空间中正交的单位向量i⃗、j⃗、k⃗⃗形成的表示差的就是一

个相似变换，从i⃗、j⃗、k⃗⃗到a⃗⃗1、a⃗⃗2、a⃗⃗3的相似变换，对吧？这个相似变换是不改变

标识的特征标的。也就是说对{C(g)}这个表示，它的特征标还等于±(1 + 2 cosΨ)，

其中Ψ是转角。 

这也就意味着tr(C(g))一方面等于∑ cii
3
i=1 ，另一方面等于±(1 + 2 cosΨ)。 

前面说过cii为整数，那么±(1 + 2 cosΨ)就必为整数，这样的话这里的Ψ只能为 0、

π/3、π/2、2π/3、π。纯转动操作为C1（也就是 E）、C2、C3、C4、C6，转动反

演操作为 I、IC2、IC3、IC4、IC6。（C5、C7、C8、⋯就不会存在） 

（证毕） 

有了晶体制约定理，再回到我们之前讲的第一类、第二类点群，我们就很容

易知道： 

一. 第一类点群中可以在晶体中出现的是Cn里面的C1、C2、C3、C4、C6，Dn里面

的D2、D3、D4、D6，O，T，共 11 个。Y 不能存在因为它有五次轴。 

二. 第二类点群里面可以在晶体中出现的包括： 

1. S2n中的S2、S4、S6。因为S4n+2 = C2n+1 ∪ IC2n+1，这个里面可以存在的是

S2和S6，S10及其以上都不能存在；S4n = C2n ∪ I(C4n − C2n)，这里 n 只能

为 1，对应S4。（3 个） 
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2. Cnv（与Dn同构的第二类点群）中的C2v、C3v、C4v、C6v。（4 个） 

3. Cnh中的C1h、C2h、C3h、C4h、C6h。因为C2nh = C2n ∪ IC2n，它可以贡献C2h、

C4h、C6h；C2n+1h = C2n+1 ∪ I(C4n+2 − C2n+1)，它可以贡献C1h、C3h。（5

个） 

4. Dnh中的D2h、D3h、D4h、D6h。因为D2n+1 h = D2n+1 ∪ I(D4n+2 − D2n+1)，

它可以D3h；D2nh = D2n ∪ ID2n，它可以贡献D2h、D4h、D6h。（4 个） 

5. Dnd中的D2d、D3d。其中D2nd = D2n ∪ I(D4n − D2n)可以贡献D2d；D2n+1d =

D2n+1 ∪ ID2n+1可以贡献D3d。（2 个） 

6. Th = T ∪ IT。（1 个） 

7. Td = T ∪ I(O − T)。（1 个） 

8. Oh = O ∪ IO。（1 个） 

共 21 个第二类点群。 

两者加在一起就是 32 种晶体点群。任何晶体，它的转动与转动反演对称性

的集合，必属于这 32 种点群。利用这 32 种点群，我们是可以对晶体进行一个分

类的。具有相同点群的晶体，它们会有一些共同的特征，比如红外谱、拉曼谱、

能带，这个我们后面第四章会专门讲到。 

除了按这 32 种点群对晶体进行分类，在这 32 种点群中，依据各点群间对称

操作的对称元素的相似性，这 32 种点群还可以进行一个划分。以T、O、Td、Th、

Oh这五种点群为例，具有这些对称性的晶体，它们都有 4 个三次轴。这 4 个三次

轴，会让它们的宏观对称性呈现出一些相似性。我们把它们归为一类，这样的一

个类，称为一个晶系。有 4 个三次轴的晶系是立方晶系，它们是晶体中对称性最

高的一个群体，宏观性质上，x、y、z 轴三者等价。如果沿 z 轴方向做个拉伸，



  

使得 x、y 等价，z 轴和它们不等价，造成的一个结果就是系统只在一个方向（z

轴）有四阶转动轴或四阶转动反演轴。对称操作的对称元素具备这个特征的点群

再形成一个群体，包括C4、D4、C4h、S4、D4h、C4v、D2d，我们称为四方系。 

为什么要进行这样的分类呢？之前我们说过，最早研究晶体结构的是晶体学

家，早于 X 射线、早于电子衍射谱。因此，晶体的宏观特征是他们在描述晶体内

部结构时一定要抓住的特征。T、O、Td、Th、Oh这五种点群，它们都有 4 个三

次轴，肉眼上可以看到的性质就是 x、y、z 三个轴等价。晶体中类似的晶系有七

种，它们的划分依据，是共同的对称操作的对称元素，比如立方系的三次轴。在

描述这些点群之间对称操作的对称元素共同特征的时候，我们可以借助于晶胞这

个反映晶体对称性的最小结构单元。这些对称操作的对称元素的共同特征可以由

晶胞参数（a⃗⃗、b⃗⃗、c⃗、α、β、γ，定义见下图）反映出来。 

 

 

下面我们就按照这七种晶系的定义（对称操作的对称元素的相似性），以及

它们晶胞参数的特性，依次把 32 种晶体点群进行归纳： 

1. 三斜晶系(Triclinic Crystal System) 

这种晶系中，不同点群的对称元素的共性是只存在一重轴或一重转动轴。 

在上面的讨论中，我们知道满足这个要求的点群包括：S2 = C1 ∪ IC1、C1两种。

其晶胞参数的限制就是a⃗⃗、b⃗⃗、c⃗长度不同，夹角任意，都不为 90 度。S2对应
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的是有中心反演对称性的情况，它在此晶系中对称性最高。C1对应的是连I都

没有的情况。 

2. 单斜晶系(Monoclinic Crystal System) 

这种晶系中，不同点群的对称元素的共性是只在一个轴方向存在二重轴或二

重反轴。 

在上面的讨论中，满足这个要求的点群包括： 

1) 第一类点群：C2 

2) 第二类点群：C2 ∪ IC2 = C2h、C1 ∪ I(C2 − C1) = C1h 

在这三种点群中，C2h对称性最高。 

对其晶胞，要求是：a ≠ b ≠ c，α = β = 90°，γ ≠ 90°。 

3. 正交晶系(Orthorhombic Crystal System) 

这种晶系中，不同点群的对称元素的共性是有三个相互垂直的二重轴或二重

反轴。 

在上面的讨论中，满足这个要求的点群包括： 

1) 第一类点群：D2 

2) 第二类点群：D2 ∪ ID2 = D2h、C2 ∪ I(D2 − C2) = C2v 

在这三种点群中，D2h对称性最高。 

对其晶胞，要求是：a ≠ b ≠ c，α = β = γ = 90°。 

4. 四方晶系(Tetragonal Crystal System) 

这种晶系中，不同点群的对称元素的共性是在唯一高次轴方向有四重轴或四

重反轴。 

在上面的讨论中，满足这个要求的点群包括： 



  

1) 第一类点群：C4、D4 

2) 第二类点群：包括从C4出发的C4 ∪ IC4 = C4h、C2 ∪ I(C4 − C2) = S4；以及

由D4出发的D4 ∪ ID4 = D4h、C4 ∪ I(D4 − C4) = C4v、D2 ∪ I(D4 − D2) =

D2d。 

在这三种点群中，D4h对称性最高。 

对其晶胞，要求是：a = b ≠ c，α = β = γ = 90°。 

5. 三方晶系(也叫三角晶系，Trigonal Crystal System) 

这种晶系中，不同点群的对称元素的共性是在唯一高次轴方向有三重轴或三

重反轴。 

在上面的讨论中，满足这个要求的点群包括： 

1) 第一类点群：C3、D3 

2) 第二类点群：包括从C3出发的C3 ∪ IC3 = S6；以及由D3出发的D3 ∪ ID3 =

D3d、C3 ∪ I(D3 − C3) = C3v。 

在这三种点群中，D3d对称性最高。 

晶胞方面，有两种取法，第一种是a = b ≠ c，α = β = 90°，γ = 120°；或者a =

b = c，α = β = γ ≠ 90°。 

6. 六角晶系(Hexagonal Crystal System) 

这种晶系中，不同点群的对称元素的共性是在唯一高次轴方向有六重轴或六

重反轴。 

在上面的讨论中，满足这个要求的点群包括： 

1) 第一类点群：C6、D6 

2) 第二类点群：包括从C6出发的C6 ∪ IC6 = C6h、C3 ∪ I(C6 − C3) = C3h；以
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及由D6出发的D6 ∪ ID6 = D3h、C6 ∪ I(D6 − C6) = C6v、D3 ∪ I(D6 − D3) =

D3h。 

在这三种点群中，D6h对称性最高。 

晶胞方面， a = b ≠ c，α = β = 90°，γ = 120°。 

三方系与六角系，当三方系的晶胞按第一种取法取时，从晶胞参数上看不出

任何差别。它们的本质的差别还是体现在主轴的对称性上，对六角系是六次。 

7. 立方晶系(Cubic Crystal System) 

这种晶系中，不同点群的对称元素的共性是四个三次轴。 

在上面的讨论中，满足这个要求的点群包括： 

1) 第一类点群：T、O 

2) 第二类点群：包括从T出发的T ∪ IT = Th；以及由O出发的O ∪ IO =

Oh、T ∪ I(O − T) = Td。 

在这三种点群中，Oh对称性最高。 

晶胞方面， a = b = c，α = β = γ = 90°。 

有了这些知识，你们就应该知道在以后事科研工作中，如果老板问你研究的

晶体是什么晶系（Crystal System）？它的点群是什么？他/她指的是什么意思。 

现在我们清楚了晶系与晶体点群两个概念，下一步是往空间群过渡。七种晶

系可容纳 32 种点群。对于一个点群，它属于某晶系，晶胞特征可以由a⃗⃗、b⃗⃗、c⃗之

间的关系描述。对于由a⃗⃗、b⃗⃗、c⃗形成的六面体，我们也只是想象它的顶点有个东

西。以立方晶系中的Oh群为例。如果只是由a⃗⃗、b⃗⃗、c⃗形成的六面体顶点有原子，

它可以形成一种晶体。如果我们将这个六面体的体心加一个原子，可以形成另一

种晶体，这个晶体也具备Oh对称性。把每个面心都加一个原子，同样也可以在不



  

破坏点群对称性的基础上生成另一种晶体。这些晶体无疑是不一样的（空间群不

一样），但点群与晶系这两个概念不能描述这种差别。要描述这种差别，我们需

要引入另一个概念，就是晶格（布拉菲格子 Bravais Lattice），一共 14 种。说到底，

晶格是一个空间群的概念。 

和前面讲点群一样，这 14 个晶格也是分别属于前面我们提到的类似于晶系

的东西。前面是 7 种晶系（Crystal System），每种容纳几个点群，加在一起容纳 32

个点群。这里是 7 种晶格系统（Lattice System），每种容纳几个布拉菲格子，加在

一起容纳 14 个布拉菲格子。前面 7 种晶系（Crystal System）和这里的 7 种晶格系

统（Lattice System）大部分相同，但略有区别，这里必须解释一下。晶系，是基

于晶体点群对称性对晶体的分类，它的基础是点群中对称操作的对称元素的共性。

晶格系统，是基于晶体的空间群的对称性对晶体进行的分类，它的基础是晶格。 

要详细说明这个差别，我们先做一个对比。前面的 7 种晶系（Crystal System）

分别是：Triclinic（三斜）、Monoclinic（单斜）、Orthorhombic（正交）、Tetrogonal

（四角）、Trigonal（三方）、Hexagonal（六角）、Cubic（立方）。这里的 7 种晶格

系统（Lattice System）分别是：Triclinic（三斜）、Monoclinic（单斜）、Orthorhombic

（正交）、Tetrogonal（四角）、Rhombohedral（菱方）、Hexagonal（六角）、Cubic

（立方）。其中，这两者之间的 Triclinic（三斜）、Monoclinic（单斜）、Orthorhombic

（正交）、Tetrogonal（四角）、Cubic（立方）这五种是完全一样的。差别出现在

晶系（Crystal System）中的 Trigonal（三方）、Hexagonal（六角）和晶格系统（Lattice 

System）中的 Rhombohedral（菱方）、Hexagonal（六角）上面，它们之间有交叉。

以后你们看文献，说到 Rhombohedral（菱方），你们一定要知道说的是晶格系统

（Lattice System），它指的是 Bravais Lattice 的分类；说到 Trigonal（三方或三角），
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你们一定要知道说的是 Crystal System，它指的是晶系的分类；说到 Hexagonal（六

角），即可以指晶系（Crystal System）也可以指晶格系（Lattice System）。后面我们

会通过表格来详细解释这个差别。这里先通过一个图来说明：点群、晶系、晶格

系统、布拉菲格子之间的关系。通过这种关系，引出 14 布拉菲格子。然后再详

细介绍它们之间以及它们与空间群之间的关系。 

 

也就是说每个晶格系统（Lattice System）容纳一到几个晶格（即布拉菲格子），一

共容纳 14 个晶格。每个晶系所容纳几个点群，一共容纳 32 种点群。在同一个晶

系（Crystal System）或者晶格系统（Lattice System）容纳的点群与晶格之间，可以

相互组合，从而构造出空间群。晶系（Crystal System）和晶格系统（Lattice System）

处在中心的位置向两边辐射，两边可交叉。 

在产生 14 种布拉菲格子的过程中，我们总是针对某个晶系/晶格系统9里晶

胞的六面体，在体心、面心这些高对称点添加与六面体顶点相同的重复单元（原

                                                             
9 更准确的说，应该是晶格系统 Lattice System。这里为了方便讨论，先从晶系 Crystal System 开

始说。14 种布拉菲格子都出现以后，这种差别其实已经可以体现了。在后面讲空间群的时候，

我们会用一个表格进行更为详细的说明。 



  

子或原子的集合）使晶格发生变化。7 种晶系/晶格系统，通过添加这些修饰，我

们可以产生 14 种布拉菲格子。对于这种修饰，我们有两个要求： 

1. 修饰完了以后不改变晶胞的点群对称性（因此修饰都在体心、单面心、或全

面心这些高对称点进行）； 

2. 修饰完了以后，晶胞不能被进一步简化为更小的可反映点群对称性的晶胞。 

下面，我们以三斜和单斜为例，讲一下这 14 种布拉菲格子是怎么出来的： 

1. 三斜晶系：特点是a ≠ b ≠ c，α ≠ β ≠ γ ≠ 90°。 

在这样的晶胞中，如果我们在体心、面心加修饰的话，我们总能找到更小的

反应点群对称性的晶胞，比如下图： 

 

结果就是对三斜晶系来说，修饰起不到任何作用，它所对应的布拉菲格子只

有一个。在以后的讨论中，我们会把只在顶点有东西的格子称为简单格子，

记为 P 格子。 

2. 单斜晶系：特点是a ≠ b ≠ c，α = β = 90°，γ ≠ 90°。 

在这样的一个晶系中，除了 P 格子，如果我们在上下表面的中心加一个修饰，

我们可以回到另一个 P 格子，如图： 
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如果我们在一个侧面的面心加修饰，那我们可以得到一个新的格子，记为 A

面心： 

 

在另一个侧面的面心加修饰是同一个效果。 

在体心加修饰的话，我可以把过体心的面当作一个面心，回到侧面面心修饰

的状态： 

 

如果在三个侧面的面心同时加修饰，可以通过重新选项 a、b 轴回到体心： 



  

 

再由体心回到一个侧面心的情况。 

综合一下，对单斜晶体，布拉菲格子就是 P 与 A 两种。 

3. 正交晶系：特点是a ≠ b ≠ c，α = β = γ = 90°。 

P 格子单独存在； 

随便在哪个面心加个修饰，也单独存在； 

体心加修饰，单独存在； 

三个面心同时加修饰，也单独存在； 

所以对正交格子，有 P、A、I、F 四种布拉菲格子。 

依次重复下去，最终我们会得到这样一张图： 
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一共是 14 种布拉菲格子。 



  

其中，前面提到的晶系（Crystal System）与晶格系统（Lattice System）的差别

在这里就有体现。除了三方晶系与六角晶系，其它五种晶系 Crystal System 与 Lattice 

System 两个概念完全重合，1-9、12-14 共 12 种格子分别属于某一个晶系，没有模

糊的地方。 

对三方和六角晶系（Crystal System），在 Lattice System 的概念中，它们的集

合对应菱方格子（Rhombohedral Lattice）与六角格子（Hexagonal Lattice）的集合。

但相互之间个体并不对应个体。在三方晶系（Crystal System）的晶体中，依据格

子的选取，有些在晶格系统（Lattice System）中属于菱方格子（Rhombohedral Lattice）

的晶体，有些属于六角格子（Hexagonal Lattice）的晶体。六角晶系（Crystal System）

的晶体对应的都是晶格系统中属于六角格子（Hexagonal Lattice）的晶体。换句话

说，晶系中的三方晶系材料一部分具有菱方格子，一部分具有六角格子。而六角

晶系材料都是六角格子。用表格的方式表达，就是： 

晶系 点群 布拉菲格子 晶格系统 

三斜 2（S2、C1） 1 三斜 

单斜 3（C2h、C2、C1h） 2 单斜 

正交 3（D2h、D2、C2v） 4 正交 

四方 7（D4h、C4、S4、D4、 

C4v、C4h、D2d） 

2 四方 

三方 

Trigonal 

5（D3d、S6、C3、C3v、D3） 1 菱方 Rhombohedral 

 

1 

 

六角 Hexagonal 
六角 

Hexagonal 

7（D6h、C6、C3h、C6h、 

C6v、D6、D3h） 
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立方 5（Oh、T、O、Th、Td） 3 立方 

共 7 种 共 32 种 共 14 种 共 7 种 

最后一部分我们要讨论的是 Hermann-Mauguin 符号，也是目前点群空间群

描述中的国际符号。目前人们是在对分子对称性描述的时候，倾向于用熊夫利符

号；对晶体结构描述的时候，倾向于用 Hermann-Mauguin 符号，因为后者对平移

对称性的描述更方便。 

这个国际符号的基本特征是用不等价的轴或平面来标记晶体的对称性。这个

轴包含纯转动轴与转动反演轴，纯转动轴是 1、2、3、4、6，转动反演轴是1̅、2̅、

3̅、4̅、6̅。在熊夫利符号中，我们用转动反射面S1、S2、S3、S4、S6，它们与转动

反演轴的关系是：S1 = 2̅、S2 = 1̅、S3 = 6̅、S4 = 4̅、S6 = 3̅（下去自己画图理解）。

由这个关系，我们就知道 32 种点群在国际符号下分别是： 

1. S2、S4、S6：1̅、4̅、3̅； 

2. C1、C2、C3、C4、C6：1、2、3、4、6； 

3. D2：222； 

D3：32（有一组同类的 2 次轴与主轴垂直）； 

D4：422（两组二次轴不同类）； 

D6：622（两组二次轴不同类）； 

4. T：23（主轴是 2 次轴，3 次轴都同类）； 

O：432（主轴 4 次轴，3 次、2 次都同类）； 

5. C1h：m； 

C2h：2/m（主轴为 2 次轴，m 与之垂直）； 

C3h（说白了是S3）：6̅； 



  

C4h：4/m； 

C6h：6/m； 

6. C2v：mm2（过主轴两类与水平面垂直的反射面）； 

C3v：3m（三个反射面同类）； 

C4v：4mm（反射面不同类）； 

C6v：6mm（反射面不同类）； 

7. D2h = D2 ∪ ID2：2/m 2/m 2/m（三个 2 阶轴都有一个与之垂直的反射面，且

相互不同类）； 

D4h = D4 ∪ ID4：4/m m m（既有与主轴垂直，又有过主轴的发射面，且过主

轴的反射面分两类）； 

D3h = D3 ∪ I(D6 − D3)：6̅ m 2（6̅为主轴，m 为过主轴反射面，2 为二阶轴）； 

D6h = D6 ∪ ID6：6/m 2/m 2/m（6/m 代表 6 阶轴以及与之垂直的反射面，2/m

代表 2 阶轴以及与之垂直的反射面，2/m 有两类）； 

8. D2d = D2 ∪ I(D4 − D2)：4̅ 2 m； 

D3d = D3 ∪ ID3：3̅ 2/m； 

9. Th = T ∪ IT：2/m 3̅； 

Td = T ∪ I(O − T)：4̅ 3 m； 

10. Oh = O ∪ IO：4/m 3̅ 2/m； 

现在我们把我们知道的晶系，点群的熊夫利、国际符号做个汇总，写成下面

这个表格： 

晶体点群按晶系分类 

晶系（全面对称群） 熊夫利符号 国际符号 
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三斜系（S2） S2 

C1 

1̅ 

1 

单斜系（C2h） C2h 

C2 

C1h 

2/m 

2 

M 

正交系（D2h） 

 

D2h 

D2 

C2v 

2/m 2/m 2/m 

222 

mm2 

四角系（D4h） 

 

D4h 

C4 

S4 

D4 

C4v 

C4h 

D2d 

4/m m m 

4 

4̅ 

422 

4mm 

4/m 

4̅ 2 m 

三方系（D3d） 

 

 

D3d 

S6 

C3 

C3v 

D3 

3̅ 2/m 

3̅ 

3 

3m 

32 

六角系（D6h） 

 

 

D6h 

C6 

C3h 

C6h 

C6v 

D6 

D3h 

6/m 2/m 2/m 

6 

6̅ 

6/m 

6mm 

622 

6̅ m 2 

立方系（Oh） 

 

 

Oh 

T 

O 

Th 

Td 

4/m 3̅ 2/m 

23 

432 

2/m 3̅ 

4̅ 3 m 

你把这个表看懂了，在文献中跟晶体点群相关的东西你也就都明白了。之后

在这个讲义中我想提一下的一个概念是极射赤面投影图。它是对点群对称性的一

种图形表述。理解这种图，大家抓住 6 点，就很容易理解： 



  

1. 极射赤面投影图是什么样的图？ 

它是用球形图 Sr 的赤道面来描述点群对称性的图。 

它的来源是球形图 Sr，这个球的南北极连线 S-N 是晶体点群的主轴。 

极射赤面投影图显示的，是赤道面上的东西，这个需要把球面上的东西往赤

道面做投影，因此叫极射赤面投影图，也叫测地投影图。 

2. 怎么描述？ 

用两个赤面来描述。一般左边那个描述的是球面上的任意一点，在点群 G 的

所有操作下形成的轨道的投影；右边那个描述的是 G 的所有对称元素，在赤

道面的投影。 

3. 左边那个投影图怎么画？ 

它画的必须是 Sr 上面的一个普通的点，在 G 中所有元素的作用下，得到的 G

轨道。 

所谓普通，就是这个点在 G 中的迷向子群必为{E}，这样它的 G 轨道才能把

G 中所有元素反映出来。 

当这个轨道上的点 P 在 Sr 的北半球时，我们做投影的时候是把这个点与南极

连起来，连线与赤面的交点用实心点表示。 

 

当这个轨道上的点 Q 在 Sr 的南半球时，我们做投影的时候是把它与北极连
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起来，连线与赤面的交点用空心的圈表示。 

当赤面上出现 时，说明这个轨道上在南北半球有可以被镜面反射联系起来

的点。 

之后是右边这个反应对称元素的图怎么画，注意三点： 

4. 对反射面，它与南北半球都有交线，我们在赤面上反映的只是它与北半球的

交线的投影，画成粗线。 

作为一个结果：与水平面垂直的反射面在赤面上反映为直的粗线；水平的反

射面反映为绕赤道的粗圆周；斜的反射面反映为粗的曲线。 

5. 转动轴与转动反演轴，类似，之取它们与北半球的交点做投影。轴水平时，

赤面圆周的相对的两端各出现一次。在这个过程中，转动轴、转动反演轴的

符号分别是： 

 

6. 右边图中应标出点群的所有对称元素，这个与国际符号中只写出能够确定点

群的最小的对称元素不同。 

看几个例子： 

1. C1 群，没有非 E 对称元素，只画左边一个图就可以。任意一点，轨道上也就

一点，可以画为： 



  

 

2. C2 群，有一个二次轴，Sr 上任意一点的轨道有两个点，转 180 度，所以是： 

 

3. C1h = C1 ∪ I(C2 − C1)，对应的图形是： 

 

4. C2h = C2 ∪ IC2，对应的图形是： 

 

5. S4 = C2 ∪ I(C4 − C2)，对应的图形是： 

 

6. C4h = C4 ∪ IC4，对应的图形是： 
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7. D6，对应的图形是： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

其他的投影图可总结为： 
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（图的内容摘自韩其智、孙洪洲老师教材，新图由张小伟、张雪峰同学制作） 

 



  

最后讲一下空间群，这是一个什么概念呢？ 

⚫ 点群，大家都知道是只考虑了晶体的转动对称性的群，对称操作为 R； 

⚫ 空间群呢，是在考虑了晶体转动的基础上，同时考虑它的平移不变性，从而

得到的所有对称操作形成的群。对称操作为{R|t⃗}，晶体在{R|t⃗}操作下回到自

身。 

举个例子，前面我们讲晶体的时候，我们说了它根据所允许的点群，可分成

7 种晶系。同时，我们还可以利用 7 种晶格系统来划分 14 种布拉菲格子。我们前

面提到，点群和格子之间可以相互组合。 

以立方晶系为例，它允许简单、体心、面心三种格子，同时它允许T、O、Th、

Td、Oh五种点群。当这个晶体的点群为 T 是，我们可以去简单、体心、面心三种

格子，这样我们得到的三种{R|t⃗}的组合是不是肯定就不一样了？（这里是 R 相

同，t⃗不同，见下图） 

 

同样晶体点群是 O 时，我们可以做同样的处理，以此类推，对立方晶系，我们如
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果只考虑这种简单的组合，我们是可以得到3 × 5 = 15种空间群。 

现在我们把前面提到的晶系、布拉菲格子、点群的相互关系拿出来，做一个

简单的估计： 

晶系 点群 布拉菲格子 晶格系统 简单空间群 

三斜 2 1 三斜 2 

单斜 3 2 单斜 6 

正交 3 4 正交 12 

四方 7 2 四方 14 

三方 

Trigonal 

5 1 菱方 

Rhombohedral 

5 

 

 

1 

 

六角  

Hexagonal 

5 

 

7 

六角 

Hexagonal 

7 

立方 5 3 立方 15 

共 7 种 共 32 种 共 14 种 共 7 种 共 66 种 

这种最简单的组合可以给出 66 种空间群，在这些空间群里面，平移矢量t⃗是

平移周期性最小重复单元的整数倍。对所有 R，取t⃗=0，也就是不做平移时，{R|0}

都是空间群中的元素。这样的空间群我们称为简单空间群。 

不过需要说明的是上面表格里面我们对简单空间群的计算方式还是太简单

了。实际上简单空间群并不止我们上面算的 66 种，应该是 73 种。这个原因是对

有些布拉菲格子，它与点群的结合方式不止一种。比如正交晶系的底心格子，我

们再算布拉菲格子的时候，把底心和侧面面心算成是一种格子，但当它与C2v =



  

C2 ∪ I(D2 − C2)结合的时候，如果取主轴为 z 轴，这两种格子给出的空间群是不

一样的。对我们这 7 种晶系，类似情况可以再多给出 7 种简单空间群。所以总的

简单空间群个数是 73 个。 

除了这些简单空间群，在晶体中，{R|t⃗}操作还存在另外一种情况，就是t⃗并

不是空间平移对称性最小重复单元的整数倍。而是它的分数倍，比如下面两种情

况： 

1. 螺旋轴（Screw axis），说的是存在这样的操作，我相对于某个轴转一定角度之

后，再沿着这个轴做一个平移，系统回到了与原来不可分辨的状态。比如： 

 

这样黄色和蓝色是用来区别 z 轴不同的高度，它们代表的结构单元是一样的。

右边是俯视图。纯平移的周期性是 a，但转动 60 度再做 a/2 的平移也是系统

的对称操作。它所对应的空间群元素{R|t⃗}中的 R 不可以脱离t⃗单独存在。与之

相应，拥有这样操作的空间群也不属于简单空间群。 

2. 滑移平面（Slide plance），指的是对一个平面先做反射，再平移一个t⃗/m，比如： 



   

186 
 

 

这里沿 x 轴方向平移 a 是对称操作，平移 a/2 不是。但这个 a/2 与镜面反射结

合就是了。 

加上这些对称操作后，空间群的情况就会多很多。这种群中对称元素平移部

分包含平移对称性分数倍情况的空间群，称为非简单空间群，它有 157 种。两者

加在一起是 230 种。弄明白这个事情，是 19 世纪下半叶欧洲的一些晶体学家、

数学家的研究热点，但大家可以想象这个其实是非常具有挑战性的。这个里面最

早做出工作的是个德国数学家，叫 Leonhard Sohncke，时间是 1879 年，他推出了

66 种空间群。这个和我们前面讲的通过点群和格子的组合生成的 66 种不完全一

样，因为当时人们还没有我们现在的这种理解。他的 66 种空间群里面，还有一

些重复的情况。但这个工作之后引起了德国人熊夫利和俄国人 Fedorov 的注意，

他们之后是在相互独立，但又有一些交流的情况下，分别于 1891 年与 1892 年发

表专著解释了空间群的 230 种情况。这 230 种空间群，根据前面提到的晶系、晶

格系统的划分情况是： 

晶系 点群 空间群 布拉菲格子 晶格系统 

三斜 2 2 1 三斜 

单斜 3 13 2 单斜 

正交 3 59 4 正交 



  

四方 7 68 2 四方 

三方 Trigonal 5 7 1 菱方 Rhombohedral 

18 
 

1 

 

六角 Hexagonal 
六角 Hexagonal 7 27 

立方 5 36 3 立方 

共 7 种 共 32 种 共 230 种 共 14 种 共 7 种 

现在人们需要用到空间群的时候，一般就是先知道它的国际符号（Hermann-

Mauguin 符号），然后查这个群中的对称操作{R|t⃗}，通过这些对称操作，就可以把

晶体结构彻底搞清。同时这些对称操作{R|t⃗}对我们理解系统的电子态分布也非常

有用，下一章我们会做详细介绍。 

空 间 群 的 完 整 的 对 称 操 作 的 表 格 ， 有 一 个 很 好 的 网 站 ， 叫 Bilbao 

Crystallographic Server（在 google 中输入 Bilbao Crystal 就可以找到）[24]。进入这

个网站后，有个 GENPOS 的选项，点入后直接输入你的空间群序号，比如 122、

150，所有的对称操作就出来了。在这个网站中，你还可以看具有每个空间群的

晶体的布里渊区的样子，以及很多其它你们以后研究中可以用到的信息。最近，

这个网站还增加了关于后面我们要讲的双群以及这个讲义中并不触及但在磁性

材料物性研究中很有用的磁空间群的内容。 

和这个网站差不多，英国也有一个网站10： 

http://img.chem.ucl.ac.uk/sgp/large/sgp.htm 

里面有类似的功能，这两个网站都建议收藏。 

有了这些对称操作后，在读很多文献的时候，他们给晶体结构只会给晶体中

                                                             
10 这个网站是某一年的一个学生（来自北京大学量子中心的陈玉琴同学）告诉我的。 

http://img.chem.ucl.ac.uk/sgp/large/sgp.htm
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不等价的原子的位置与晶体空间群。你们可以做的事情是对每个原子，用这些空

间群对称操作操作一遍，如果得到的原子已经出现了，就掠过，如果没有，就保

存，从而得到具体的晶体结构。现在，一些通行的材料模拟方面的软件（比如

Material Studio）也会提供类似功能。应该说对于需要应用此方面知识的从业人员，

辅助工具越来越强大了。只要我们能够理解这些基本原理，在应用这些知识的时

候，我们拥有前人无法想象的友善的软环境。 

3.5 晶体点群的不可约表示 

最后一部分是晶体点群的不可约表示。在学完前两章之后，我们后面讲任何

一种具体的群，基本都是这个路子。先讲这个群是什么，再分析它有多少种群，

每种群的分类情况，最后看它们的不等价不可约表示是什么？为什么要看这些不

等价不可约表示，我们下一章《群论与量子力学》中会做详细说明。 

找所有晶体点群的不等价不可约表示这个任务乍一看挺吓人的，因为我们有

32 种晶体点群。但实际上，我们之前讲的一些定理可以在这里大大简化这个问

题。这些定理里面的第一个是第二章里面的：直接群G = G1⊗G2的所有不等价

不可约表示，可以由G1与G2的不等价不可约表示给出。第二个是我们这章的定理

3.3：点群三种情况，纯转动、纯转动与{E、I}的直积、与某个纯转动同构的不含

I 的第二类点群。这就意味着对点群，只要我们把所有的第一类点群的不等价不

可约表示搞明白了，我们就可以很自然的通过定理 3.3 的第二点与第三点得到所

有的第二类点群的不等价不可约表示。 

第一类点群有 11 种：C1、C2、C3、C4、C6、D2、D3、D4、D6、T、O。下面

我们就一一地把这 11 种情况过一遍。 

1. 先看 Cn 群，这些群都是循环群，我们前面说过，n 阶就有 n 个类，也就是 n



  

个不等价不可约表示，对生成元 a，它的表示是： 

Ap(a) = exp [(p − 1)2πi/n] 

其中 p 是不等价不可约表示的 index，为 1、2、⋯、n 中的一个数。 

这样 11 种第一类点群的前五种情况就包括了。 

2. 第六种情况是 D2 群，它有四个元素：e、绕 z 轴转π角的操作 a、绕 x 轴转π角

的操作 b、绕 y 轴转π角的操作 c。 

{e、a}是它的不变子群，因为 z 这个轴不能通过群中其它元素变到 x 与 y 轴。

同理{e、b}也是，且 ab=ba，这样的话D2 ={e、a}⊗{e、b}。{e、a}与{e、b}

的特征标表为： 

 e A 

1 1 1 

1 1 -1 

那么D2的特征标表就是： 

 e(ee) a(ae) b(eb) c(ab) 

1 1 1 1 1 

1 1 -1 1 -1 

1 1 1 -1 -1 

1 1 -1 -1 1 

3. D3群，有三个类，6 个元素，C3 是它的不变子群，含{e、d、f}，D3/C3 同构与

二阶循环群，于是有了 A2 这个表示。再由正交定理，得 A3。整体的特征标表

是： 

 1{e} 2{d} 3{a} 
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A1 1 1 1 

A2 1 1 -1 

A3 2 -1 0 

4. D4 群，五个类，为： 

{E}、{C4、C4
3}、{C4

2}、{C2
(1)、C2

(3)}、{C2
(2)、C2

(4)} 

S1
2 + S2

2 + S3
2 + S4

2 + S5
2 = 8 

解为： 

S1 = S2 = S3 = S4 = 1、S5 = 2 

D4 群有不变子群：{E、C4、C4
2、C4

3}、{E、C4
2、C2

(1)、C2
(3)}、{E、C4

2、C2
(2)、

C2
(4)}，这样的话由每个不变子群产生的商群都与二阶循环群同构，可以得到

D4 群到二阶循环群的三个同态映射，其中恒等部分相同，非恒等部分给出三

个一维非恒等表示。 

之后再由正交关系确认最后一个二维表示，得到特征标表为： 

 1{E} 1{C4
2} 2{C4} 2{C2

(1)} 2{C2
(2)} 

A1 1 1 1 1 1 

A2 1 1 1 -1 -1 

A3 1 1 -1 1 -1 

A4 1 1 -1 -1 1 

A5 2 -2 0 0 0 

5. D6，有 12 个元素，为： 

{E、C6
2、C6

4、C2
(1)、C2

(3)、C2
(5)；C6

1、C6
3、C6

5、C2
(2)、C2

(4)、C2
(6)} 

其中前六个是 D3 群，它是 D6 的不变子群，后面 6 个是它的陪集。在这个陪



  

集里面C6
3自成一类（它与其它六次轴转动角度不同，与二次轴转动虽角度相

同但转轴无法通过群中元素联系起来），因此{E、C6
3}也是一个不变子群，

D6=D3⊗{E、C6
3}。 

6. T 群，有{E}、{C2
(1)、C2

(2)、C2
(3)}、{C3

′ 、C3
′′ 、C3

′′′、C3
′′′′}、{C3

′2、C3
′′2、C3

′′′2、C3
′′′′2}

四个类。 

S1
2 + S2

2 + S3
2 + S4

2 = 12 

解为： 

S1 = S2 = S3 = 1、S4 = 3 

T 的不变子群是：{E、C2
(1)、C2

(2)、C2
(3)}，把 T 和它做商群，可以产生一个三

阶循环群，三阶循环群有三个一维表示，所以给出 A1 到 A3。最后一个三维表

示由正交关系得到： 

 {E} 
3{C2

(1)
} 

4{C3
′ } 4{C3

′2} 

A1 
1 1 1 1 

A2 
1 1 ε ε2 

A3 
1 1 ε2 ε 

A4 
3 -1 0 0 

7. 最后一个，是这节最难的一个，O 群，有 24 个元素，分五类： 

{E}、{C2
(1)、C2

(2)、⋯、C2
(6)

 }、{C3
′ 、C3

′′、C3
′′′、C3

′′′′、C3
′2、C3

′′2、C3
′′′2、C3

′′′′2}、

{C4
′ 、C4

′′ 、C4
′′′、C4

′3、C4
′′3、C4

′′′3}、{C4
′2、C4

′′2、C4
′′′2} 

S1
2 + S2

2 + S3
2 + S4

2 + S5
2 = 24 

解为： 

S1 = S2 = 1、S3 = 2、S4 = S5 = 3 

O 有不变子群 T，包含： 
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{E、C3
′ 、C3

′′、C3
′′′、C3

′′′′、C3
′2、C3

′′2、C3
′′′2、C3

′′′′2、C4
′2、C4

′′2、C4
′′′2} 

因此通过 O/T 商群与二阶循环群的同构，可以得到两个一维表示。 

二维表示怎么办？我们可以利用前面讲的诱导表示的概念。 

我们想用 T 群，这个 O 群的子群的非恒等的一维表示 A2，得到 O 群的一个

二维表示。我们要做的事情，就是把 O 分成 T 与它的陪集，O={g0T、g1T}，

这里 g0 是单位元素，g1 有多种选择，我们取 g1=C2
(1)

。 

T 群与 O 群的关系是： 

 

我们利用诱导表示的表示矩阵： 

UB(g) = (
Ḃ(g0gg0

−1) Ḃ(g0gg1
−1)

Ḃ(g1gg0
−1) Ḃ(g1gg1

−1)
) 

其中： 

Ḃ(giggj
−1) = {

A2(giggj
−1)ifgiggj

−1 ∈ T

0                             otherwise
 

而： 

A2(giggj
−1) =

{
 
 

 
 1    if     giggj

−1 ∈ {E、C4
′2、C4

′′2、C4
′′′2}

𝜀    if      giggj
−1 ∈ {C3

′ 、C3
′′、C3

′′′、C3
′′′′}

𝜀2  if     giggj
−1 ∈ {C3

′2、C3
′′2、C3

′′′2、C3
′′′′2}

 

再利用公式（2.12）： 



  

𝜒U(g) =
1

𝑚
∑trḂ(tgt−1)

𝑡∈O

 

这里 m 是 T 的阶，我们很容易得到： 

𝜒𝑈(E) =
1

12
∑trḂ(tEt−1)

𝑡∈O

=
1

12
∙ 24 ∙ 1 = 2 

𝜒𝑈(C3
′ ) =

1

12
∑trḂ(tC3

′ t−1)

𝑡∈O

=
1

12
∙ 12 ∙ (𝜀 + 𝜀2) = −1 

𝜒𝑈(C4
′ ) =

1

12
∑trḂ(tC4

′ t−1)

𝑡∈O

= 0 

⋯⋯tC4
′ t−1 ∉ T 

𝜒𝑈(C4
′2) =

1

12
∑trḂ(tC4

′2t−1)

𝑡∈O

=
1

12
∙ 24 ∙ 1 = 2 

⋯⋯tC4
′2t−1 ∈ {C4

′2、C4
′′2、C4

′′′2} 

𝜒𝑈(C2
(1)
) =

1

12
∑trḂ(tC2

(1)
t−1)

𝑡∈O

= 0 

⋯⋯tC2
(1)
t−1 ∉ T 

这个诱导表示对 O 群的五个类而言特征标分别是： 

  2，    0，    2，    -1，   0 

做内积，满足归一条件，为不可约表示。 

 {E} 6{C4
′ } 3{C4

′2} 8{C3
′ } 

6{C2
(1)

} 

A1 1 1 1 1 1 

A2 1 -1 1 1 -1 

A3 2 0 2 -1 0 

A4 3 χ4(C4
′ ) χ4(C4

′2) χ4(C3
′ ) 

χ4(C2
(1)
) 

A5 3 χ5(C4
′ ) χ5(C4

′2) χ5(C3
′ ) 

χ5(C2
(1)
) 

最后就剩下两个三维表示了。求法和上面一样，还是利用诱导表示。不过这
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里用的是 T 的三维表示，导出的 O 的表示是六维的。它的特征标是： 

𝜒𝑈(E) =
1

12
∑trḂ(tEt−1)

𝑡∈O

=
1

12
∙ 24 ∙ 3 = 6 

𝜒𝑈(C3
′ ) =

1

12
∑trḂ(tC3

′ t−1)

𝑡∈O

= 0 

⋯⋯T 的三维表示中C3
′的特征标也是零 

𝜒𝑈(C4
′ ) =

1

12
∑trḂ(tC4

′ t−1)

𝑡∈O

= 0 

⋯⋯tC4
′ t−1 ∉ T 

𝜒𝑈(C4
′2) =

1

12
∑trḂ(tC4

′2t−1)

𝑡∈O

=
1

12
∙ 24 ∙ (−1) = −2 

⋯⋯tC4
′2t−1 ∈ {C4

′2、C4
′′2、C4

′′′2} 

𝜒𝑈(C2
(1)
) =

1

12
∑trḂ(tC2

(1)
t−1)

𝑡∈O

= 0 

⋯⋯tC2
(1)
t−1 ∉ T 

这个六维表示肯定是可约的，如果它是两个 A4 或两个 A5 的直和。对应的 A4

或 A5 的特征标为：3、0、-1、0、0，做内积的话不等于 1，不是不可约表示。 

还有一种可能是它是 A4 与 A5 的直和，如果是这样的话，我们就有： 

χ4(C4
′ ) + χ5(C4

′ ) = 0 

χ4(C4
′2) + χ5(C4

′2) = −2 

χ4(C3
′ ) + χ5(C3

′ ) = 0 

χ4(C2
(1)) + χ5(C2

(1)) = 0 

对这样的条件，有一种解是： 

χ4(C4
′ ) = 1、χ4(C4

′2) = −1、χ4(C3
′ ) = 0、χ4(C2

(1)) = 1 

χ5(C4
′ ) = −1、χ5(C4

′2) = −1、χ5(C3
′ ) = 0、χ5(C2

(1)) = −1 

这个解是满足特征标归一条件的，所以是对应两个三维不可约表示（填到上



  

面那个表中）。这样 O 群的不等价不可约表示特征标表就也出来了。 

最后一个需要提一下的，你们在看一些文献上给出的点群特征标表的时候，

经常会看到这样的例子。比如 Oh 特征标表，在有些文献中，会写成这个样子： 

 

在另一些文献中，又被写成： 

 

第一种表述方法遵循的是 Wigner 在 1936 年和 Bouckert、Smoluchowski 合写的
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一篇文章中的习惯。他们在这里的基本逻辑是对一些高对称的空间群的晶体，如

果我把它的布里渊区画出来的话，那么它的布里渊区里面不同的点具有不同的点

群对称性。比如一个晶体是简立方的晶格，那么它的布里渊区就是这个样子： 

 

（立方系，简单晶格对应的空间群的布里渊区，第 221 个空间群） 

这样的一个布里渊去里面，不同的点的点群对称性分别如下。因为这个原因，对

Oh 这个点群，由于只有 Γ 点具有它的对称性，所以在标识 Oh 的不可约表示的时

候，用了 Γ。这个是做固体物理的人比较喜欢的习惯。 

 

另一拨人（比如原子分子物理、理论化学专业），可能又比较喜欢用 A、B、E、

T 来标记点群不可约表示，A、B 是一维的，E 是二维的，T 是三维的。现在由于

学科交融，做固体物理的很多时候也会使用 A、B、E、T 这种标识。因此，这个

就是一个习惯问题，背后有这样一个故事，但不绝对。 



  

当点群中存在空间反演操作 I 时，第一个表中后五个 Γ 带撇了。这个撇代表

这五个不可约表示的基函数是奇宇称的。对 A、B、E、T 这种表述，上面的例子

是用‘+’、‘-’这些上标给区分出来。在有些其它的文献中，也会用 Ag、Au 这类

g 和 u 的下标来区分。这里 g 是 gerade，德语 even 的意思，u 是 ungerade，德语

odd 的意思，对应的还是宇称。 

最后，在 basis function 那一栏，好多文献中会给出一些 x、y、z 的齐次函数

的例子。后面我们会讲一个量子力学系统的本征态往往对应一个不可约表示的基，

这样的话给出这些齐次函数的例子就很重要了。这个后面我们会细讲，这里大家

先记住是不可约表示的一些比较典型的基就可以了。 

3.6 习题与思考 

1. 设O是三维实正交群一个元素， Ck⃗⃗⃗(θ)是其中的某纯转动操作，Sk⃗⃗⃗(θ)是其中的

某转动反射操作。问OCk⃗⃗⃗(θ)O
−1是什么样的操作？OSk⃗⃗⃗(θ)O

−1是什么样的操作？ 

2. 某点群有个垂直 xy 水平面的二阶轴C2，和过C2的反射面σv，它是什么点群？

以{𝑥𝑦, 𝑥𝑧, 𝑦𝑧}为基，它的表示是什么？它可约吗？如可约，请约化。 

3. 以{2𝑥𝑦, 𝑥2 − 𝑦2}、{𝑅𝑥 = 𝑦𝑝𝑧 − 𝑧𝑝𝑦, 𝑅𝑦 = 𝑧𝑝𝑥 − 𝑥𝑝𝑧}为基，求D3的表示矩阵。 

4. 某点群有奇数阶转动轴S2𝑛+1，证明：必存在独立的转动轴C2𝑛+1及水平反射面。 

5. 4n 阶转动反射轴S4𝑛为生成元，能否产生反演操作I？ 

6. 求出二维实空间中所有点群。 

7. 用熊夫利符号，说出如下点群：1）基于C6群中，增加空间反演操作；2）在C5h

群中，去掉所有转动反演操作；3）基于Td群中，增加空间反演操作。 

8. 1)上 Bilbao Crystallographic Server 的网站查基于D2点群一个空间群 P222 的所

有对称操作，写出来。2)某篇关于晶体结构的文章在给结构的时候只给出非等价
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的原子的位置。如果给出的这个原子是 C，它在晶胞内的相对坐标是(0.125, 0.125, 

0.125)，写出晶胞内所有原子的位置。3）如果这个空间群是 P2122，情况又怎样？

4）空间群是 C222，情况又怎样？（本题写相对坐标就可以） 

9. 一个立方体，点群是什么？沿对角线方向拉伸，点群变成什么？如果它是完美

单晶，这个晶体会由什么晶系变成什么晶系？ 

10. 参考附录内容中三方晶系包含的空间群，体会本节描述晶系、点群、布拉菲

格子、晶格系统那个表格，指出哪些是基于菱方的晶格系统？ 

11. 指出下列分子的点群： 

 

 

12. 基于本节中已知第一类点群特征标表，不要参考附录，完整地写出C4h群的特

征标表（要求过程，同时写明每个类包含哪些元素）。 



  

13. 基于本节中已知第一类点群特征标表，不要参考附录，完整地写出D4d群的特

征标表（要求过程，同时写明每个类包含哪些元素）。 
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第四章 群论与量子力学 

现在我们把我们这门课的理论基础以及我们在以后面对实际材料的时候遇

到的最为重要的点群、空间群讲完了。我们这门课还有两类群需要讲：转动群与

置换群。在讲之前，以我自己学这门课和讲这门课的经验来看，最大的困难是我

们在学了很多很难理解的概念和定理之后并不知道它有什么用？我觉得这个坑

必须现在先填上。 

这一章的作用就是填坑。方法是用一些我知道的量子力学、固体物理、原子

分子物理中的例子，来理解群论到底怎么去用？理解的话你可以去想量子力学、

固体物理、原子分子物理是物理，群论是数学，由于量子力学在物理这边起最基

础的作用，这一章的题目我们把它叫作《群论与量子力学》。 

    具体而言，作为物理系、化学系的学生，面对微观世界，我们是需要用量子

力学的概念去理解其物理、化学性质的。我们观测到的任何东西，最终解释的时

候都会落到你所观测的系统的一些本征态上。以分子或凝聚态体系为例，这些本

征态可以是电子态，可以是声子态，也可以是它们之间的耦合形成的其它准粒子

态。这些态是如何产生的？它与你所观测的系统的对称性存在什么样的关联？你

观测的系统在一个外界扰动下，从一个本征态向另一个本征态跃迁会呈现什么样

的规律？这些都是你们在以后的科研中要遇到的实际问题。在你花费了巨大精力

学习完这门课后，如果你以后在科研中遇到类似问题，不懂得如何用对称性原理

去理解，这门课你就白上了。也正是因为这个原因，我把《群论与量子力学》这

章当成我们这门课里面重点的重点。 

    要讲的内容包括八节。第一节哈密顿算符群与相关定理是总体的讲量子力学

与对称性之间的关系，其中的概念与定理是对我们这一章内容进行理解的基础。



  

第二节讲微扰引起的能级分裂，是一个具体的系统对称性的变化导致物性变化的

例子。具体会说明在这个变化过程中，我们如何用对称性的语言去描述和理解物

性的变化。第三节讲投影算符与久期行列式的对角化。其中投影算符是数学基础

部分，它将教会我们如何让一组基函数具备物理系统的对称性。久期行列式的对

角化是对称化的基函数在解薛定谔方程的时候的应用，它可以简化这个求解过程。

第四节讲一些矩阵元定理与选择定则。它说的是本来系统有个哈密顿量，有一系

列的本征波函数。根据我们第一节讲的内容，我们应该知道这些本征态基函数能

反映系统的对称性。现在我加了个微扰，系统会在原来哈密顿量的本征态之间发

生一些跃迁。这一节会告诉我们如何利用对称性的知识去理解哪些跃迁可以发生、

哪些跃迁不能发生？第五节我想讲一下你们以后做实验应该会经常接触到的红

外谱、拉曼谱、和频光谱。第六节与第七节回到固体物理，从平移与转动两个角

度去讲解晶体中的这些对称性对晶体能带的影响。最后一节讲时间反演对称性。

这些内容只是根据我在过去五年中的课程进度放入的内容，使得讲义本身可以在

一个学期讲完。更多应用建议大家仔细阅读 Dresselhaus 那本书。 

4.1 哈密顿算符群与相关定理 

    这部分讨论的基础是哈密顿量的变换性质，把它搞明白了，所有的概念与定

理就清楚了。而要明白哈密顿量的变换性质，首先就要清楚哈密顿量是什么？简

单来说，它有这样的性质： 

1. 它是一个坐标的函数（这个坐标是个广义的坐标，暂记为x⃗⃗）； 

2. 它是一个算符； 

3. 我们一般把它记为Ĥ(x⃗⃗)； 

4. 它与一个物理系统对应。 
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    因为它是坐标的函数，那么如果我们对它的变量空间做变换 g 的话，这个函

数的变量就变成了gx⃗⃗。这个时候，如果Ĥ(x⃗⃗) = Ĥ(gx⃗⃗)（注意，这个要求是哈密顿

量不变，它同时包含动能与势能项），我们称 g 是保持哈密顿量不变的一个操作。

换句话说，g 是让系统回到和之前不可分辨状态的一个操作。它存在会给系统带

来什么样的性质呢？ 

    既然 g 是作用到x⃗⃗上的一个变换，对于波函数所在希尔伯特空间的任意一个

向量φ(x⃗⃗)，那它肯定对应一个线性变换算符P̂g。根据我们之前讲过的变换规则，

P̂g作用到φ(x⃗⃗)上后果为：P̂gφ(x⃗⃗) = φ(g−1x⃗⃗)。 

    同时，如果我们定义 g 这个作用到x⃗⃗上的变换，与 f 这个作用到x⃗⃗上的变换，

它们的乘积 fg 所对应的线性变换算符P̂fg = P̂fP̂g，那么我们就会有： 

P̂g−1P̂gφ(x⃗⃗) = P̂g−1 (P̂gφ(x⃗⃗)) = P̂g−1φ(g−1x⃗⃗) = φ(x⃗⃗) 

由于这个等式对希尔伯特空间中的任意一个函数φ(x⃗⃗)都成立，因此：P̂g−1 = P̂g
−1

。 

这样的话，对Ĥ(x⃗⃗)φ(x⃗⃗)，就会有： 

Ĥ(x⃗⃗)φ(x⃗⃗) = P̂gP̂g−1Ĥ(x⃗⃗)φ(x⃗⃗) = P̂gĤ(gx⃗⃗)φ(gx⃗⃗) = P̂gĤ(gx⃗⃗)P̂g−1φ(x⃗⃗)

= P̂gĤ(gx⃗⃗)P̂g
−1

φ(x⃗⃗) 

对任意一个希尔伯特空间中的函数φ(x⃗⃗)成立，因此Ĥ(x⃗⃗) = P̂gĤ(gx⃗⃗)P̂g
−1

。而我们

之前说过 g 是保持系统哈密顿量不变的一个操作，它的性质是：Ĥ(x⃗⃗) = Ĥ(gx⃗⃗)，

因此我们可进一步得到：Ĥ(x⃗⃗) = P̂gĤ(x⃗⃗)P̂g−1 = P̂gĤ(x⃗⃗)P̂g
−1

，从而： 

P̂gĤ(x⃗⃗) = Ĥ(x⃗⃗)P̂g 

这也就意味着如果 g 是保持哈密顿量𝐇̂(𝐱⃗⃗)不变的坐标空间的变换，那么它所对

应希尔伯特空间的函数变换算符P̂g与𝐇̂(𝐱⃗⃗)互易。 

    这个性质是我们这章经常会用到的一个性质，由它可以得到很多的定理。在



  

讲这些定理之前，我们先看两个概念，分别是哈密顿算符群与哈密顿算符的群。 

定义 4.1 哈密顿算符的群：所有保持哈密顿量Ĥ(x⃗⃗)不变的变换 g 的集合形成的

群，称为哈密顿算符的群，或薛定谔方程的群，记为： 

GH = {g|Ĥ(gx⃗⃗) = Ĥ(x⃗⃗)} 

定义 4.2 哈密顿算符群（也叫薛定谔方程群）：由哈密顿算符的群中群元对应的

函数变换算符形成的群，称为哈密顿算符群，或薛定谔方程群，记为： 

PGH = {P̂g|g ∈ GH} 

    有了哈密顿算符的群、哈密顿算符群两个概念，并且知道了哈密顿算符群中

的元素与哈密顿量互易这个性质，我们进一步去看群的表示理论与量子力学的联

系。其中第一个是关于具有相同本征能量的本征函数的。 

定理 4.1 哈密顿量算符Ĥ(x⃗⃗)的具有相同本征能量的本征函数，构成哈密顿算符群

PGH（也叫薛定谔方程群）的群表示的基函数。 

（这个意思就是说Ĥ(x⃗⃗)不是有一系列本征能级吗？每个能级上，都有一个或几个

本征态。现在以能级为基本单元，把它上面的本征态做线性组合形成线性空间。

如果这个能级不简并，这个线性空间是一维的；如果 n 重简并，这线性空间是 n

维的。这个定理说的是这些线性空间都是这个系统的哈密顿算符群{P̂g}的表示空

间，{P̂g}这个群，和把{P̂g}作用到每个空间上，得到的矩阵群同态） 

证明： 

取一个本征能级En，设它是 l 重简并的。这样的话就有 l 个线性无关的本征函数，

Ψ𝑖(x⃗⃗)，其中 i 从 1 到 l。它们形成的线性空间记为WH。 

对∀P̂g ∈ PGH，由于有P̂gĤ(x⃗⃗) = Ĥ(x⃗⃗)P̂g，因此P̂g作用到∀Ψ𝑖(x⃗⃗)上，都有： 

Ĥ(x⃗⃗)P̂gΨ𝑖(x⃗⃗) = P̂gĤ(x⃗⃗)Ψ𝑖(x⃗⃗) = P̂gEnΨ𝑖(x⃗⃗) = EnP̂gΨ𝑖(x⃗⃗) 
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这也就意味着P̂gΨ𝑖(x⃗⃗)仍然是Ĥ(x⃗⃗)本征值为En的本征函数。 

之前我们说过En是 l 重简并的，对应的线性空间为WH，那么P̂gΨ𝑖(x⃗⃗)必为这个空

间中的向量，对应： 

P̂gΨ𝑖(x⃗⃗) = ∑∆𝑖′𝑖
(n)(g)Ψ𝑖′(x⃗⃗)

𝑙

𝑖′=1

 

{∆(n)(g)}这个矩阵群就是{P̂g}的 l 维表示。 

（证毕） 

    这里说明一下。这个定理说的是一个能级上的本征态形成的线性空间可以承

载这个哈密顿算符群的表示。这个表示，要么不可约，要么可以约化为一系列不

可约表示的直和。但是对这个里面的每个不可约表示，它们的基对应的本征态的

本征能量是一样的。 

    跟这个定理对应，还有一个定理，说的是不同能级上的本征态，如果通过线

性组合形成表示空间的话，承载的不可能是一个不可约表示。总结起来，是下面

一句话。 

定理 4.2 构成哈密顿算符群的不可约表示的本征函数必属于同一能级。 

证明：（反证） 

设Ĥ(x⃗⃗)的 l 个本征函数Ψ𝑖(x⃗⃗)构成哈密顿算符群的第α个不可约表示，而它们的能

量并不相同。取最简单的例子，前𝑙 − 1个属于能级 E，最后一个属于能级E′。也

就是E𝑖 = E，for 𝑖 ≤ 𝑙 − 1；E𝑖 = E
′，for 𝑖 = 𝑙。 

这样的话，由薛定谔方程，我们知： 

Ĥ(x⃗⃗)Ψ𝑙(x⃗⃗) = E′Ψ𝑙(x⃗⃗) 

取∀P̂g ∈ PGH，作用到这个方程两边， 



  

左边 = P̂gĤ(x⃗⃗)Ψ𝑙(x⃗⃗) = Ĥ(x⃗⃗)P̂gΨ𝑙(x⃗⃗) = Ĥ(x⃗⃗)∑∆𝑖𝑙
(α)(g)Ψ𝑖(x⃗⃗)

𝑙

𝑖=1

 

其中∆𝑖𝑙
(α)(g)是第α个不可约表示的第𝑖行、第 l 列。它继续等于： 

∑∆𝑖𝑙
(α)(g)E𝑖Ψ𝑖(x⃗⃗)

𝑙

𝑖=1

 

对右边， 

右边 = E′P̂gΨ𝑙(x⃗⃗) = E′∑∆𝑖𝑙
(α)(g)Ψ𝑖(x⃗⃗)

𝑙

𝑖=1

 

而左右两边是由线性无关的矢量Ψ𝑖(x⃗⃗)组成的线性组合，如果相等，每个分量都

应该相等，这样的话就有： 

∆𝑖𝑙
(α)(g)E𝑖 = ∆𝑖𝑙

(α)(g)E′ 

对任意 i 都成立，但是在𝑖 ≤ 𝑙 − 1时，E𝑖 ≠ E′，这样的话∆𝑖𝑙
(α)(g)必为零。这也就

是说∆𝑖𝑙
(α)(g) = 0对∀g成立，进而表示∆α可约。这个与已知矛盾。 

（证毕） 

这两个定理合在一起，给了我们一个什么样的图像呢？就是对一个体系，它

有哈密顿量，对应一个哈密顿算符群。这个算符群有一系列的不等价不可约表示。

对薛定谔方程的一个本征能级，它上面的本征态波函数是可以形成这个哈密顿算

符群的表示空间的。这个表示空间可以可约也可以不可约，可约时，它可以化为

一系列不可约表示的直和。但是对某一不可约表示，承载它的本征态波函数的本

征能量必相同。 

    其中，由后者带来的不同本征态之间本征能量相同的这种情况，我们称为必

然简并，它是由对称性引起的。如某个能级上的表示可约，那这里不同不可约表

示间能量相同的状况我们称为偶然简并。 

    这些讨论的物理基础是态叠加原理。在量子力学中，我们可以用某个本征态
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它所承载的不可约表示来标识它。为了给大家一个你们能记住，以后也应该能用

上的具体的例子，我们看一下 Si 的能带。Si 大家都知道晶体结构就是一个 fcc 的

晶格上，除了在原点放个 Si，沿立方体对角线 1/4 处，再放一个。它的布拉菲格

子是面心立方。费米面附近的能带是这个样子： 

 

    与我们讨论相关的是我们对这些高对称的 k 点的本征态的标记。以 Γ 点、

X 点、K 点、L 点以及它们之间的连线为例。由于这个晶体的布里渊区如下： 

 

Γ 点、X 点、K 点的点群对称性分别是：Oh、D4h、和C2v。Γ 点与 X 点连线上的

点的点群对称性是C4v，X 点与 K 点连线就是C1。为什么倒空间中相差整数个倒



  

格矢的 k 点所对应的准粒子激发态相互等价，我们会在后面第六、第七节详细介

绍。这里大家先接受一下。 

按照我们前面讲的Oh = O⊗ {E、I}，O 有两个 1 维、一个 2 维、两个 3 维不

可约表示，所以Oh的不可约表示有四个 1 维、两个 2 维、四个 3 维的。D4h =

D4⊗ {E、I}，D4有四个 1 维和一个 2 维不可约表示，所以D4h的不可约表示是八

个 1 维和两个 2 维的。C2v与D2同构，它的不可约表示是两个 1 维的。C4v与D4同

构，它的不可约表示是四个 1 维和一个 2 维的。C1只有一个 1 维不可约表示。 

    与之相应，我们看能带上的点，基本也都能反映这些特征。比如 Γ 点，它都

是用Oh特征标表中的不可约表示标识的： 

 

    从 Γ 到 X 连线上的点记作∆，对称群从Oh变成了C4v。C4v没有三维不可约表

示，特征标表为： 

 

与之相应，费米面下本来 3 重简并的点分裂为 1 个 2 重简并（上面）和 1 个 1 重

简并（下面）的态。 

    到了 X 点，对称群变成了D4h，有八个１维与两个２维不可约表示，特征标
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表为： 

 

这个时候，大家可以注意。费米面一下第一个能带在 X 点，还没有劈裂开，还是

一个 2 重简并。但它承载的不可约表示，却是两个 1 维不可约表示。这个时候的

简并就不是由对称性强制的了，这时的简并是偶然简并。 

    从 X 点到 K 点，不可约表示全是一维。在 K 点对称性是C2v，相应的特征标

表为： 

 

这里不可约表示用 Σ 来标识，是因为 Σ、U 这些布里渊区的点对称性也都是C2v。

对应的简并也相应的全部消除，所有的能级都不简并，承载一维不可约表示。 

    到这个地方，我们量子力学中的本征态与哈密顿算符群对称性的逻辑关系就

讲完了。在这个逻辑关系中，偶然简并是可以存在的。但是当你遇到偶然简并的

情况的时候，不要理所当然的认为它就是偶然简并。因为它同时可能意味着你的



  

哈密顿算符群的对称性没有找全。当你的哈密顿算符群的对称性找全的时候，高

维的不可约表示在新的对称群中就可以存在了。这时，如果你再回过头看你本征

态之间的简并，它们经常会对应新的对称群的不可约表示。也就是说新的对称性

是的可约表示变成了不可约表示，相应的偶然简并也变成了必然简并。这种情况，

在我们量子力学的发展过程中是经常出现的。在 40、50 年代，当时物理学研究

的前沿是求很多量子力学模型的解。往往你解出了一个好的模型，你就完成了一

个很好的博士论文。在当时的这些文章中，你们会经常看到一些关于 accidental 

degeneracy 和 hidden symmetry 的讨论，说的就是这样一个事情。就是你原来认

为的偶然简并，在你真正理解了这个量子力学系统的对称性之后，你会发现这个

简并其实必然（对称性升高，其所要求的简并度增加）。 

    这个里面最典型的一个例子是氢原子模拟的本征态能量求解。氢原子大家去

想它的对称性是什么？它与其它含有多个电子的原子去对比，对称性有不同吗？ 

    最直接地去想，我们可能都会认为没啥不同，都是球对称。相应的哈密顿算

符群是 SO(3)群。如果是 SO(3)群，我们下一章会讲，它的不可约表示的基是球

谐函数，对一个特定的 l，不可约表示的简并度为 2l+1。我们原子物理中给出的

原子轨道的分布一般也都是这样的，能量从低到高，一般原子分别是 1s、2s、2p、

3s、3p、4s、3d、4p、… 
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这个大家应该都很熟悉，也不会有什么疑问。 

    但是对于氢原子，如果我们看它的能级分布图的话，我们会看到这样的现象： 

 

这个图和上面那个图就有很大的差别了，因为相同的 n 本征能量都相同。 

    为什么会存在这个差别，这个在高量课上一般会讲。氢原子中库仑势是 1/r，

这个 1/r 很特别，因为早期在天文学的研究中，人们已经知道，在一个具有F⃗⃗ =

−𝑘 𝑟2⁄ r̂形式的引力场中，存在一个 Laplace-Range-Lenz 守恒量A⃗⃗⃗ = p⃗⃗ × L⃗⃗ − m𝑘r̂，

其中L⃗⃗ = r⃗ × p⃗⃗。更具体的这些向量的形式如下图： 



  

 

由于这个守恒量的存在，Noether 定理告诉我们它（这个守恒量）必对应一个对

称性。这个导致的结果就是氢原子中，我守恒量比简单球对称体系多，所以我实

际的对称性也比球对称体系高。我们把这个对称性称为一种动力学对称性，相应

的氢原子的对称群是 SO(4)。而 SO(4)群的简并就符合上面那个图的能级分布了。

对其它原子，因为电子之间相互作用，这个 1/r 的对称性不成立，对应的群还是

SO(3)群11。 

    这一节总结起来就是量子力学中的简并度与对称性息息相关。我们的研究中，

经常遇到的是因为对称性的升高或降低所引起的能带的合并与劈裂。偶然简并有

时可以出现，但它出现的时候我们往往要非常小心，因为它经常意味着我们对系

统哈密顿量的对称性没有找全。 

4.2 微扰引起的能级分裂 

    有了上一节的理论基础，这一节我们要讲的微扰引起的能级劈裂很好理解。

说的是这样一个事情：本来系统不是有个哈密顿量Ĥ0(x⃗⃗)，它的哈密顿算符群是

PGH0，它的本征态我们用PGH0的不等价不可约表示来标识。 

                                                             
11关于氢原子的动力学对称性的详细、严格的讨论，请阅读曾谨言老师《量子力学》卷 II 的 7.1

节。那一节，曾老师分氢原子的经典力学描述、二维氢原子的 SO(3)对称性、三维氢原子的 SO(4)

对称性、n 维氢原子的 SO(n+1)对称性对这个话题进行了严格的讨论。 
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现在我们给系统加了一个微扰Ĥ′(x⃗⃗)，它的哈密顿量变成了Ĥ(x⃗⃗) = Ĥ0(x⃗⃗) +

Ĥ′(x⃗⃗)，相应的哈密顿算符群也会发生变化，变为PGH。 

显然，新的本征态就需要用PGH的不等价不可约表示来标识了。我们这部分

讨论要干的事情，就是在不解薛定谔方程的情况下，看微扰Ĥ′(x⃗⃗)对能级简并情况

的影响。具体情况分两种： 

1. PGH0的对称性比较高，加入微扰后，对称性降低了。新的哈密顿算符群PGH是

PGH0的子群。这种情况下，原来简并的能级上的态构成PGH0的不可约表示，在

加入微扰之后，它们对应的PGH的表示就不一定不可约了。相应的简并不被对

称性保护，从而引起由对称性破缺诱发的能级劈裂。 

2. Ĥ′(x⃗⃗)的对称性大于等于Ĥ0(x⃗⃗)，也就是说Ĥ0(x⃗⃗)有的对称性Ĥ′(x⃗⃗)都有。这个时

候，PGH相对于PGH0不发生变化。原来的必然简并还是必然简并。但偶然简并

的破缺是可以发生变化的。 

    作为一个例子，我们来看一下把一个独立原子放到一个简立方的晶格场中，

它的能级会发生什么样的变化？（与之相关的理论在历史上，上个世纪 40 年代

之前，在物理学发展过程中曾经起过很重要的作用，有个专门的名字，叫晶格场

理论 Crystal Field Theory。这个理论主要研究的是原子轨道在晶格场中的劈裂情

况，手段是量子力学与群论；应用是早期激光器，一般都是把稀土元素或过渡金

属元素作为杂质，掺到透明的晶体中，它的光谱由晶格场中的电子能级决定） 

    不考虑空间反演对称性。我们假设自旋-轨道耦合很弱，这样在没有晶格场

的时候，原子轨道可以用 n、l、m 三个好量子数来标识。PGH0是下一章要讲的

SO(3)群。加入晶格场之后，PGH变成了有限点群 O。 

    我们要讨论的是Ĥ0(x⃗⃗)的本征态，也就是 SO(3)群的不可约表示的基，在加入



  

晶格场的微扰之后，发生什么样的变化？其中最重要的，就是要在Ĥ0(x⃗⃗)的每个

本征能级上（这里的简并都是必然简并），求出PGH的表示矩阵。进而求得特征标，

然后参照 O 群的特征标表。把这个表示约化为 O 群的不等价不可约表示的直和。

这样就知道了必然简并在这里要发生什么样的劈裂了？ 

    先看 O 群的对称操作，有 24 个，分五类，分别是：{E}、8{C3
(1)
}、3{C4

(1)2
}、

6{C4
(1)
}、6{C2

(1)
}。我们要看的是它们这些操作在 SO(3)群不可约表示表示空间的

表示矩阵的特征标。 

    我们看 s、p、d、f 四个态。其中 s 态在 SO(3)群中是个一维不可约表示，基

函数的球谐部分为： 

𝑌00(𝜃, 𝜑) =
1

2
√
1

𝜋
 

由于P̂g这些转动操作只作用到本征态的角向部分，而径向函数部分至于 n、l 有

关，所以我们在求表示矩阵的时候，可以根本就不关心这个径向函数部分。 

    对 s 态，O 群中的任何元素对应的表示矩阵都是 1 这个 1 阶单位矩阵，所以

特征标都是 1。 

    对 p 态，角向部分基函数是： 

𝑌1−1(𝜃, 𝜑) =
1

2
√
3

2𝜋
e−𝑖𝜑 sin 𝜃 

𝑌10(𝜃, 𝜑) =
1

2
√
3

2𝜋
cos 𝜃 

𝑌11(𝜃, 𝜑) =
1

2
√
3

2𝜋
e𝑖𝜑 sin 𝜃 

转动作用到类似的球谐函数基上，得到的表示矩阵的特征标只与转动角度有关。

因此，我们取绕 z 轴的转动，对于 O 群中的各个类，通过P̂g作用到这些基上产生
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表示矩阵。这些表示矩阵的特征标分别是： 

1. {E}：χ = 1 + 1 + 1 = 3； 

2. 8{C3
(1)
}：χ = e𝑖

2𝜋

3 + 1 + e−𝑖
2𝜋

3 = 0； 

3. 3{C4
(1)2

}：χ = e𝑖𝜋 + 1 + e−𝑖𝜋 = −1； 

4. 6{C4
(1)
}：χ = e𝑖

𝜋

2 + 1 + e−𝑖
𝜋

2 = 1； 

5. 6{C2
(1)
}：χ = e𝑖𝜋 + 1 + e−𝑖𝜋 = −1。 

     对 d 态、f 态，球谐函数的普遍形式是： 

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) = (−1)
𝑚√

(2𝑙 + 1)(𝑙 − 𝑚)!

4𝜋(𝑙 + 𝑚)!
P𝑙
𝑚(cos 𝜃)e𝑖𝑚𝜑 

其中P𝑙
𝑚(𝑥)为 m 阶 l 次连带勒让德多项式，微分形式为： 

P𝑙
𝑚(𝑥) = (1 − 𝑥2)

𝑚

2
1

2𝑙𝑙!

d𝑙+𝑚

d𝑥𝑙+𝑚
(𝑥2 − 1)𝑙 

以 d 态为例，O 群中的各个类所对应的哈密顿算符作用到 d 态波函数的这组基上

产生的表示矩阵的特征标就是： 

1. {E}：χ = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5； 

2. 8{C3
(1)
}：χ = e𝑖

4𝜋

3 + e𝑖
2𝜋

3 + 1 + e−𝑖
2𝜋

3 + e−𝑖
4𝜋

3 = −1； 

3. 3{C4
(1)2

}：χ = e𝑖2𝜋 + e𝑖𝜋 + 1 + e−𝑖𝜋 + e−𝑖2𝜋 = 1； 

4. 6{C4
(1)
}：χ = e𝑖𝜋 + e𝑖

𝜋

2 + 1 + e−𝑖
𝜋

2 + e−𝑖𝜋 = −1； 

5. 6{C2
(1)
}：χ = e𝑖2𝜋 + e𝑖𝜋 + 1 + e−𝑖𝜋 + e−𝑖2𝜋 = 1。 

    f 态可同理求出。这样 O 群中的元素在球谐函数下的表示（可约表示）的特

征标表就是： 

 {E} 
8{C3

(1)
} 3{C4

(1)2
} 6{C4

(1)
} 6{C2

(1)
} 

s 1 1 1 1 1 

p 3 0 -1 1 -1 



  

d 5 -1 1 -1 1 

f 7 1 -1 -1 -1 

     这个时候，参考 O 群的不等价不可约表示特征标表： 

 {E} 
8{C3

(1)
} 3{C4

(1)2
} 6{C4

(1)
} 6{C2

(1)
} 

A1 1 1 1 1 1 

A2 1 1 1 -1 -1 

E 2 -1 2 0 0 

T1 3 0 -1 1 -1 

T2 3 0 -1 -1 1 

我们就可以得到，s 态还对应 A1 这个一维恒等表示；p 态对应 T1 这个不可约表

示，也不劈裂；d 态变为：E⊕ T2；f 态变为：A2⊕T1⊕T2。 

其中 d 轨道往 E 和T2的劈裂在固体物理中经常用到，特别是关于过渡金属

氧化物电子态的讨论。在这些固体中，很多过渡金属处在一个八面体的笼子里面，

它的对称性就是Oh。再加上空间反演对称性，这个时候我们可以看到很多文献上

关于Eg、T2g的讨论，说的就是这个事情。 

4.3 投影算符与久期行列式的对角化 

这一节想给大家讲得具体问题是利用对称化的基函数，去简化薛定谔方程的

久期行列式。为了让大家知道如何去对称化一组基，我们需要去学习一下投影算

符，确切地说是哈密顿算符群的群表示投影算符。在这一节的学习中，投影算符

是数学工具，久期行列式的对角化是这里的物理问题。这个物理问题是量子力学

里面的一个常见问题。 

除了这个物理问题，投影算符在群论这门学科本身又有什么用呢？一句话回
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答，就是可以简化群的表示。在求群表示过程中，我们是需要一组基的，这组基

我们可以任意选。当然，如果我们任意选的话，我们得到的矩阵群一般是不具备

豆腐块的特征的。我们无法判断其是否可约。我们可以通过对比特征标来进行这

个判断。判断完了以后，如果它可约，我们是需要经过一个相似变换把这个矩阵

群变成豆腐块的矩阵群的。但如何去找到这个相似变换，其实是很难的。 

除了相似变换，另一条路是在我们建立这个群的表示矩阵的时候直接将你给

我的表示空间约化为几个群不变的真子空间的直和。也就是直接将基函数对称化。

这个群的群表示投影算符干的事情，就是将你给我的表示空间约化为群不变的真

子空间的直和，也就是将空间中的基函数对称化。 

了解了这些目的，我们就知道在简化群表示以及久期行列式的对角化中，能

够理解和使用投影算符是至关重要的。学习过程我们分几步走，先看投影算符最

基本的意思。 

定义 4.3 投影算符：线性空间 V 上的线性算符P̂，若满足P̂2 = P̂，则称P̂是 V 上的

一个投影算符。 

P̂的值域是：R𝑝 = P̂𝑉 = {z⃗ ∈ 𝑉|z⃗ = P̂𝑥⃗，𝑥⃗ ∈ 𝑉} 

P̂的核是：N𝑝 = {z⃗ ∈ 𝑉|P̂z′⃗⃗⃗ = 0} 

这个定义有些抽象，看一个具体的例子，V 是三维欧式空间，P̂是对其 xy 平

面的投影。 



  

 

因为：P̂2𝑥⃗ = P̂𝑥⃗=z⃗，所以P̂是投影算符。z 轴上所有向量都是P̂的核，xy 平面是它

的值域。 

由这个关系，我们很容易知道： 

1. 对z⃗ ∈ R𝑝，有P̂z⃗ = z⃗； 

2. P̂是 V 上得投影算符，则Ê − P̂也是，且有P̂(Ê − P̂) = 0； 

3. 如存在P̂，则 V=R𝑝⊕N𝑝；同时如果有一个空间 V=W1⊕W2，则一定存在一

个相应的投影算符P̂。 

由这个定义，我们还可以知道下面这个定理。 

定理 4.4 若线性空间 V=W1⊕W2⊕⋯⊕W𝑘，则 V 上存在投影算符P̂1、P̂2、⋯、

P̂𝑘，满足： 

1. P̂𝑖
2 = P̂𝑖； 

2. P̂𝑖P̂𝑗=0，当𝑖 ≠ 𝑗； 

3. P̂1+P̂2+⋯+ P̂𝑘 = Ê； 

4. P̂𝑖𝑉 = W𝑖，𝑖 = 1、2、⋯、k。 

同时，反之，若线性空间 V 上存在算符P̂1、P̂2、⋯、P̂𝑘满足上面四个条件，则

V=W1⊕W2⊕⋯⊕W𝑘。 

讲完了这两个定义，我们现在来看群表示投影算符，这个其实是一个定理。 



   

218 
 

定理 4.5 设群 G 的不可约酉表示为A(α)，α = 1、2、⋯、q，维数为sα。P𝐺为 G

对应的算符群，PG = {P̂g|g ∈ G}。定义算符P̂𝑘𝑗
(α)
=

sα

𝑛
∑ A𝑘𝑗

(α)∗(g)P̂gg∈G ，则这些算符

满足下列关系： 

P̂𝑘𝑗
(α)
P̂𝑖𝑙
(β)
= 𝛿αβ𝛿𝑖𝑗P̂𝑘𝑙

(α)
 

且P̂𝑗𝑗
(α)

为投影算符。 

证明： 

P̂𝑘𝑗
(α)P̂𝑖𝑙

(β)
=
sαsβ

𝑛2
∑A𝑘𝑗

(α)∗(g)P̂g
g∈G

∑ A𝑖𝑙
(β)∗(g′)P̂g′

g′∈G

 

=
sαsβ

𝑛2
∑∑ A𝑘𝑗

(α)∗(g)A𝑙𝑖
(β)
(g′−1)P̂gg′

g′∈Gg∈G

 

令gg′ = g′′，则上式继续等于： 

=
sαsβ

𝑛2
∑ ∑ A𝑘𝑗

(α)∗(g)A𝑙𝑖
(β)
(g′′−1g)P̂g′′

g′′∈Gg∈G

 

=
sαsβ

𝑛2
∑ ∑ A𝑘𝑗

(α)∗(g) ∑ A𝑙𝑚
(β)
(g′′−1)A𝑚𝑖

(β)
(g)P̂g′′

sβ

𝑚=1g′′∈Gg∈G

 

=
sα
𝑛
∑ ∑ [

sβ

𝑛
∑A𝑘𝑗

(α)∗(g)

g∈G

A𝑚𝑖
(β)
(g)]

g′′∈G

A𝑙𝑚
(β)
(g′′−1)P̂g′′

sβ

𝑚=1

 

=
sα
𝑛
∑ ∑ 𝛿αβ𝛿𝑘𝑚𝛿𝑗𝑖

g′′∈G

A𝑙𝑚
(β)
(g′′−1)P̂g′′

sβ

𝑚=1

 

= 𝛿αβ𝛿𝑗𝑖 [
sα
𝑛
∑ A𝑘𝑙

(β)∗
(g′′)P̂g′′

g′′∈G

] = 𝛿αβ𝛿𝑗𝑖P̂𝑘𝑙
(β)

 

这个是我们要证明的等式，对这样一个等式，取α = β、𝑖 = 𝑗 = 𝑘 = 𝑙时，有：

P̂𝑗𝑗
(α)
P̂𝑗𝑗
(α)
= P̂𝑗𝑗

(α)
 

因此P̂𝑗𝑗
(α)

是投影算符。 

（证毕） 

对这类投影算符，它满足一个性质： 



  

定理 4.6 ∑ ∑ P̂𝑖𝑖
(α)sα

𝑖=1
𝑞
α=1 = P̂e，其中P̂e为恒等算符。 

证明： 

用到不等价不可约表示矩阵元完备定理： 

∑ ∑
sβ

𝑛
A𝑘𝑙
(α)∗(g′)A𝑘𝑙

(α)(g)

sα

𝑘,𝑙=1

𝑞

β=1

= 𝛿gg′ 

由算符P̂𝑘𝑙
(α)定义，有：P̂𝑘𝑙

(α)
=

sα

𝑛
∑ A𝑘𝑙

(α)∗(g)P̂gg∈G  

两边乘上A𝑘𝑙
(α)(g′)并对α、k、l 求和，有： 

∑ ∑ A𝑘𝑙
(α)(g′)P̂𝑘𝑙

(α)

sα

𝑘,𝑙=1

𝑞

α=1

=∑[∑ ∑
sα
𝑛
A𝑘𝑙
(α)∗(g)A𝑘𝑙

(α)(g′)

sα

𝑘,𝑙=1

𝑞

α=1

]

g∈G

P̂g 

=∑𝛿gg′P̂g
g∈G

= P̂g′ 

取g′ = e，上式可得： 

∑ ∑ A𝑘𝑗
(α)(e)P̂𝑘𝑙

(α)

sα

𝑘,𝑙=1

𝑞

α=1

= P̂e 

由于A𝑘𝑙
(α)(e) = 𝛿𝑘𝑙，所以上式继续给出： 

∑ ∑ 𝛿𝑘𝑙P̂𝑘𝑙
(α)

sα

𝑘,𝑙=1

𝑞

α=1

= P̂e 

进而： 

∑∑P̂𝑘𝑘
(α)

sα

𝑘=1

𝑞

α=1

= P̂e 

（证毕） 

关于这个群表示投影算符，有两个比较重要的性质，以定理的形式给出： 

定理 4.7 有限群不可约酉表示基函数定理 I： 

设PG = {P̂g|g ∈ G}是群 G 的函数作用算符群（相当于我们前面介绍的哈密顿算符

群），由它可以定义算符P̂𝑖𝑗
(α)。这时，有一个性质，就是一组基函数φ𝑖

(α)
，𝑖 = 1、2、
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⋯、sα构成PG的第α个不可约酉表示基函数的充要条件是： 

P̂𝑖𝑗
(α)φ𝑗

(α)
= φ𝑖

(α)
 

这里φ𝑖
(α)

称为对称化基函数。 

证明： 

1. 必要性 

（由φ𝑖
(α)

，𝑖 = 1、2、⋯、sα构成PG的第α个不可约酉表示基证明P̂𝑖𝑗
(α)
φ𝑗
(α)

= φ𝑖
(α)

） 

设φ𝑖
(α)

，𝑖 = 1、2、⋯、sα构成PG的第α个不可约酉表示基，则： 

P̂gφ𝑘
(α)
=∑A𝑙𝑘

(α)(g)φ𝑙
(α)

sα

𝑙=1

 

两边乘上A𝑖𝑗
(α)∗(g)并对群元求和，有： 

∑A𝑖𝑗
(α)∗(g)P̂gφ𝑘

(α)

g∈G

=∑A𝑖𝑗
(α)∗(g)∑A𝑙𝑘

(α)(g)φ𝑙
(α)

sα

𝑙=1g∈G

 

=∑[∑A𝑖𝑗
(α)∗(g)A𝑙𝑘

(α)(g)

g∈G

]

sα

𝑙=1

φ𝑙
(α)

 

=∑
𝑛

sα
𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘

sα

𝑙=1

φ𝑙
(α)

 

=
𝑛

sα
𝛿𝑗𝑘φ𝑖

(α)
 

由定义P̂𝑖𝑗
(α)

=
sα

𝑛
∑ A𝑖𝑗

(α)∗(g)P̂gg∈G ，上式等同于： 

P̂𝑖𝑗
(α)
φ𝑘
(α) = 𝛿𝑗𝑘φ𝑖

(α)
 

取𝑗 = 𝑘，则有： 

P̂𝑖𝑗
(α)φ𝑗

(α)
= φ𝑖

(α)
 

2. 充分性（已知P̂𝑖𝑗
(α)φ𝑗

(α)
= φ𝑖

(α)
，推φ𝑖

(α)
，𝑖 = 1、2、⋯、sα构成PG的第α个不可

约酉表示基） 

由P̂𝑖𝑗
(α)φ𝑗

(α)
= φ𝑖

(α)
知： 



  

P̂gφ𝑖
(α) = P̂gP̂𝑖𝑗

(α)φ𝑗
(α)

 

= P̂g
sα
𝑛
∑ A𝑖𝑗

(α)∗(g′)P̂g′

g′∈G

φ𝑗
(α)

 

= ∑
sα
𝑛
A𝑖𝑗
(α)∗(g′)P̂gg′

g′∈G

φ𝑗
(α)

 

取gg′ = g′′，则上式可化为： 

= ∑
sα
𝑛
A𝑖𝑗
(α)∗(g−1g′′)P̂g′′

g′′∈G

φ𝑗
(α)

 

=
sα
𝑛
∑ ∑A𝑖𝑘

(α)∗(g−1)A𝑘𝑗
(α)∗(g′′)P̂g′′

sα

𝑘=1g′′∈G

φ𝑗
(α)

 

=∑A𝑖𝑘
(α)∗(g−1)

sα

𝑘=1

[
sα
𝑛
∑ A𝑘𝑗

(α)∗(g′′)P̂g′′

g′′∈G

φ𝑗
(α)] 

=∑A𝑘𝑖
(α)(g)

sα

𝑘=1

P̂𝑘𝑗
(α)φ𝑗

(α)
 

=∑A𝑘𝑖
(α)(g)

sα

𝑘=1

φ𝑘
(α)

 

这也就是说φ𝑖
(α)

，𝑖 = 1、2、⋯、sα构成PG的第α个不可约酉表示基。 

（证毕） 

定理 4.8 有限群不等价、不可约酉表示的基函数定理 II： 

有限群不等价、不可约酉表示的基函数φ𝑖
(α)

，𝑖 = 1、2、⋯、sα，α = 1、2、

⋯、q满足如下正交关系： 

(φ𝑖
(α)
|φ𝑗

(𝛽)
) = 𝛿𝑖𝑗𝛿𝛼𝛽𝑓

(𝛼) 

其中𝑓(𝛼)与 i、j 无关。 

证明： 

设 G 是系统的对称群，PG是 G 对应的算符群（变换群），也就是说PG是 G 的表示

（G 到线性变换群PG的一一对应关系成立）。 
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由于这个表示是酉表示，P̂g这个线性变换群PG中的元素是个酉变换。这些是已知

条件。 

除了这个已知条件，另外一个已知条件是：φ𝑖
(α)

，𝑖 = 1、2、⋯、sα与φ𝑗
(β)

，𝑗 =

1、2、⋯、sβ都是线性变换群PG的表示空间，承载的是群 G 的第α个与第β个不

等价不可约酉表示。 

由这些已知条件，我们可以得到： 

(φ𝑖
(α)
|φ𝑗

(𝛽)
) = (P̂gφ𝑖

(α)
|P̂gφ𝑗

(𝛽)
) 

因为P̂g是酉变换（保内积）。 

而这个式子的右边我们可以写成： 

(∑ A𝑘𝑖
(α)(g)φ𝑘

(α)sα
𝑘=1 | ∑ A𝑙𝑗

(β)(g)φ𝑙
(𝛽)sβ

𝑙=1 ) 

=∑∑A𝑘𝑖
(α)∗(g)A𝑙𝑗

(β)(g) (φ𝑘
(α)
|φ𝑙

(𝛽)
)

sβ

𝑙=1

sα

𝑘=1

 

也就是说： 

(φ𝑖
(α)
|φ𝑗

(𝛽)
) = ∑∑A𝑘𝑖

(α)∗(g)A𝑙𝑗
(β)(g) (φ𝑘

(α)
|φ𝑙

(𝛽)
)

sβ

𝑙=1

sα

𝑘=1

 

这个式子两边都对 g 求和，左边不依赖于 g，相当于直接乘上 n，而右边有正交

性定理，因此有： 

𝑛 (φ𝑖
(α)
|φ𝑗

(𝛽)
) = ∑∑

𝑛

sα
𝛿𝑘𝑙𝛿𝑖𝑗𝛿𝛼𝛽 (φ𝑘

(α)|φ𝑙
(𝛽)
)

sβ

𝑙=1

sα

𝑘=1

 

=
𝑛

sα
𝛿𝑖𝑗𝛿𝛼𝛽∑(φ𝑘

(α)
|φ𝑘

(𝛽)
)

sα

𝑘=1

 

两边 n 约掉，有： 

(φ𝑖
(α)
|φ𝑗

(𝛽)
) =

1

sα
𝛿𝑖𝑗𝛿𝛼𝛽∑(φ𝑘

(α)
|φ𝑘

(𝛽)
)

sα

𝑘=1

 

正交性成立。 



  

取： 

𝑓(𝛼) =
1

sα

∑(φ
𝑘

(α)
|φ
𝑘

(𝛽)
)

sα

𝑘=1

 

这个量显然与 i、j 无关。这也就是说对一个有限群，不等价不可约酉表示的基函

数相互正交。 

（证毕） 

在前面两个基函数定理中，我们讨论的是一个群的不可约表示空间基函数的

性质。如果把哈密顿量的对称性同时考虑进去，我们还有另外一个定理。 

定理 4.9 若φ
𝑘

(𝛼)(r⃗)是哈密顿算符群的第𝛼个不等价不可约表示的第 k 个基，那么

Ĥ(r⃗)φ
𝑘

(𝛼)(r⃗)也按照这个群的第𝛼个不等价不可约表示的第 k 个基变化。 

（换句话说，φ
𝑖

(𝛼)(r⃗)，𝑖 = 1、2、⋯、sα，形成哈密顿算府群第𝛼个不等价不可约

表示的一组基，则Ĥ(r⃗)φ
𝑖

(𝛼)(r⃗)，𝑖 = 1、2、⋯、sα，也形成哈密顿算府群第𝛼个不

等价不可约表示的一组基。这两组基，次序一样） 

证明： 

P̂g是哈密顿算符群的一个变换算符，那么，由φ𝑘
(𝛼)(r⃗)是哈密顿算符群的第𝛼个不

等价不可约表示的第 k 个基知： 

P̂gφ𝑘
(𝛼)(r⃗) = ∑A𝑙𝑘

(α)(g)φ𝑙
(α)(r⃗)

sα

𝑙=1

 

由Ĥ(r⃗)P̂g = P̂gĤ(r⃗)又知： 

P̂g[Ĥ(r⃗)φ𝑘
(𝛼)(r⃗)] = Ĥ(r⃗)P̂gφ𝑘

(𝛼)(r⃗) 

= Ĥ(r⃗)∑A𝑙𝑘
(α)(g)φ𝑙

(α)(r⃗)

sα

𝑙=1

 

=∑A𝑙𝑘
(α)
(g)[Ĥ(r⃗)φ𝑙

(α)(r⃗)]

sα

𝑙=1
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这也就是说φ𝑘
(𝛼)(r⃗)，𝑘 = 1、⋯、sα是哈密顿算符群的第𝛼个不等价不可约表示

的基时，Ĥ(r⃗)φ𝑘
(𝛼)(r⃗)，𝑘 = 1、⋯、sα也构成哈密顿算符群的第𝛼个不等价不可约

表示的基。 

（证毕） 

上面的这些基函数定理非常有用，因为它可以让很多问题简化。一个典型的

例子就是解薛定谔方程的时候对久期行列式的对角化。 

    这个怎么一个事情呢？就是很多薛定谔方程没有解析解，我们求解的时候最

重要的一个步骤用一组基来展开波函数，然后对角久期行列式。 

    我们设这一组基是：φ
1
(r⃗)、φ

2
(r⃗)、⋯、φ

𝑛
(r⃗)、⋯，波函数的展开形式是： 

Ψ(r⃗) = ∑𝑐𝑝φ
𝑝
(r⃗)

∞

𝑝=1

 

这里𝑐𝑝为待定的展开系数。把这样一个表达式带入薛定谔方程中，并用各个基函

数去做内积，我们有： 

|(φ
𝑞
(r⃗)|Ĥ(r⃗)φ

𝑝
(r⃗)) − E (φ

𝑞
(r⃗)|φ

𝑝
(r⃗))| = 0 

这样一个久期方程了。 

    为了求解这个久期方程，我们的基函数空间必须做个截断，因为这个 p、q

不能一直走下去，这个近似叫截断近似，这个在量子力学里面你们都接触过。当

φ
𝑝
(r⃗)走遍从φ

1
(r⃗)到φ

N
(r⃗)的时候，久期行列式就是一个 N×N 的行列式。在这个

行列式中，假如基函数本身没有什么对称性，那么它就是一个正常的 N×N 的行

列式，解起来计算量随 N 的变化规律是N3。但是如果φ
𝑝
(r⃗)本身有对称性，那么

根据上面两个定理，属于不同不等价不可约表示的矩阵元就正交。这样这个矩阵

就会具备很好的对角化的特征，解起来就很方便了。 

举个例子： 



  

已知Φ1(r⃗)、⋯、Φ6(r⃗)这个函数组形成波函数的展开空间。由它们直接形成的

哈密顿算符群的表示是可约的，但如果通过线性组合，我们是可以找到另外

六个线性无关的向量，来承载不可约表示的。如果以原来的基展开波函数，

那么久期行列式就是正常的 6×6 行列式。但如果用对称化的基函数，那么久

期行列式就可以简单很多。 

如果组合成的六个对称化的波函数是：φ
11
1 (r⃗)、φ

11
2 (r⃗)、φ

12
2 (r⃗)、φ

11
3 (r⃗)、φ

12
3 (r⃗)、

φ
13
3 (r⃗)，这里我们用上标代表那个不可约表示，下标的第一个数代表这个不可

约表示出现的次数，第二个数代表这个不可约表示第几个基。这种情况就是

1、2、3 维不可约表示各出现一次，共六个对称化基。 

这时，由我们上面讲到的后两个定理，我们知道矩阵元： 

K𝑗𝑛,𝑖𝑚
𝑙𝑘 = (φ𝑗𝑛

𝑙 (r⃗)|Ĥ(r⃗)φ𝑖𝑚
𝑘 (r⃗)) − E (φ𝑗𝑛

𝑙 (r⃗)|φ𝑖𝑚
𝑘 (r⃗)) 

直接对角，相应的行列式为： 

|

|

K11,11
11 0

0 K11,11
22

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

K12,12
22 0

0 K11,11
33

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

K12,12
33 0

0 K13,13
33

|

|

= 0 

而如果组合成的六个对称化的波函数是：φ
11
1 (r⃗)、φ

21
1 (r⃗)、φ

11
2 (r⃗)、φ

12
2 (r⃗)、φ

21
2 (r⃗)、

φ
22
2 (r⃗)，1 维、2 维不可约表示各出现两次，那么这个行列式就不能完全对角

了，但还可以保持比较强的准对角特征。如果我们把它们重新排列顺序：

φ
11
1 (r⃗)、φ

21
1 (r⃗)、φ

11
2 (r⃗)、φ

21
2 (r⃗)、φ

12
2 (r⃗)、φ

22
2 (r⃗)，那么行列式为： 
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|

|

K11,11
11 K11,21

11

K21,11
11 K21,21

11
0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

K11,11
22 K11,21

22

K21,11
22 K21,21

22
0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

K12,12
22 K12,22

22

K22,12
22 K22,22

22

|

|

= 0 

总的来说，利用对称化的基函数还是会让这个久期行列式简单很多。 

    既然对称化的基函数有这些优点，那么从一般的基中如何产生对称化的基函

数呢？这个步骤比较规范，我们可以利用的就是前面讲的投影算符P̂𝑖𝑖
(α)。我们把

投影算符作用到这个基函数，也就是向量上，得到的就是这个向量在我这个对称

化的基上的投影。有了这个投影，我就可以用： 

P̂𝑖𝑗
(α)

φ
𝑗

(α)
= φ

𝑖

(α)
 

得到其它的基函数了。 

    当然，这样做的前提是我们知道所有不等价不可约表示的矩阵元，从而可以

构造出来P̂𝑖𝑗
(α)。如果我们不知道这个，我们只知道特征标表，那么我们也可以通

过下面的三个简单的步骤来执行： 

1. 构造特征标投影算符： 

P̂(α) =
sα

𝑛
∑ χ(α)∗(g)P̂g
g∈G

 

它和投影算符P̂𝑖𝑖
(α)的关系是： 

P̂(α) =∑P̂𝑖𝑖
(α)

sα

𝑖=1

 

2. 然后我们把这样的一个算符作用到线性空间 V 的任意一个向量上。这个向量

记为Ψ，它可以分解为群的不等价不可约表示的基的线性和： 

Ψ =∑∑∑𝑎𝑖𝑙
(𝛽)

φ
𝑖𝑙

(β)

𝑙𝛽𝑖

 



  

其中 i 是某个不等价不可约表示重复出现的 index，𝛽是不等价不可约表示的

index，l 是这个不等价不可约表示中基的 index。 

把P̂(α)作用到Ψ上，效果为： 

P̂(α)Ψ = P̂(α)∑∑∑𝑎𝑖𝑙
(𝛽)
φ𝑖𝑙
(β)

𝑙𝛽𝑖

 

=∑∑∑𝑎𝑖𝑙
(𝛽)
P̂(α)φ𝑖𝑙

(β)

𝑙𝛽𝑖

 

=∑∑∑𝑎𝑖𝑙
(𝛽)
∑P̂𝑗𝑗

(α)φ𝑖𝑙
(β)

sα

𝑗=1𝑙𝛽𝑖

 

=∑∑∑𝑎𝑖𝑙
(𝛽)
∑𝛿𝑗𝑙

sα

𝑗=1

𝛿𝛼𝛽φ𝑖𝑙
(β)

𝑙𝛽𝑖

 

=∑∑∑𝑎𝑖𝑙
(𝛽)
𝛿𝛼𝛽φ𝑖𝑙

(β)

𝑙𝛽𝑖

 

=∑∑𝑎𝑖𝑙
(𝛼)
φ𝑖𝑙
(α)

𝑙𝑖

 

也就是说你任意给我一个向量，我只把它属于我的某个不等价不可约表示表

示空间的部分取出来。如果我这个不可约表示就出现一次，很好办。如果出

现多次，我需要在进行一个内部的对称化处理。 

3. 用P̂g对这些向量进行作用，找出其它维度上的独立向量。 

我们看几个例子。 

例1. D3 群的表示空间为 x、y、z 的二次齐次函数空间，基为： 

φ1 = 𝑥
2、φ2 = 𝑦2、φ3 = 𝑧

2、φ4 = 𝑥𝑦、φ5 = 𝑦𝑧、φ6 = 𝑥𝑧 

试用投影算符的方法将其组合为 6 个对称化的基函数，并验证新基下表示的

对称性。 

我们这里需要的是 D3 群的特征标表： 

 1{e} 2{d} 3{a} 
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A1 1 1 1 

A2 1 1 -1 

A3 2 -1 0 

解： 

第一步是求出 D3 群中的元素在三维欧式空间中的表示矩阵以及它们的逆，

因为我们要操作的线性空间是一个函数空间，我们依赖的基本变换关系是：

P̂gΨ(r⃗) = Ψ(g−1r⃗)。 

 

A(e) = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = A−1(e) 

A(d) = (
−1/2 −√3/2 0

√3/2 −1/2 0
0 0 1

) = A−1(f) 

A(f) = (
−1/2 √3/2 0

−√3/2 −1/2 0
0 0 1

) = A−1(d) 

A(a) = (
1/2 −√3/2 0

√3/2 −1/2 0
0 0 −1

) = A−1(a) 

A(b) = (
−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

) = A−1(b) 

A(c) = (
1/2 −√3/2 0

−√3/2 −1/2 0
0 0 −1

) = A−1(c) 

第二步是写出三个不可约表示的特征标投影算符： 

P̂(1) =
1

6
(P̂e + P̂d + P̂f + P̂a + P̂b + P̂c) 

P̂(2) =
1

6
(P̂e + P̂d + P̂f − P̂a − P̂b − P̂c) 



  

P̂(3) =
2

6
(2P̂e − P̂d − P̂f) 

第三步是将这些特征标投影算符作用到基函数上面，其中P̂(1)作用的结果为： 

P̂(1)𝑥2 =
1

6
[𝑥2 + (−

1

2
𝑥 +

√3

2
𝑦)

2

+ (−
1

2
𝑥 −

√3

2
𝑦)

2

+ (
1

2
𝑥 +

√3

2
𝑦)

2

+ (−𝑥)2 + (
1

2
𝑥 −

√3

2
𝑦)

2

] =
1

2
(𝑥2 + 𝑦2) 

P̂(1)𝑦2 =
1

2
(𝑥2 + 𝑦2) 

P̂(1)𝑧2 = 𝑧2 

P̂(1)𝑥𝑦 = 0 

P̂(1)𝑦𝑧 = 0 

P̂(1)𝑥𝑧 = 0 

也就是说这一组基六个函数，往 D3 群的第一个不等价不可约表示的表示空

间做投影，只能生成
1

2
(𝑥2 + 𝑦2)与𝑧2两个向量。 

把P̂(2)作用到这六个函数上，结果是： 

P̂(2)𝑥2 = 0 

P̂(2)𝑦2 = 0 

P̂(2)𝑧2 = 0 

P̂(2)𝑥𝑦 = 0 

P̂(2)𝑦𝑧 = 0 

P̂(2)𝑥𝑧 = 0 

这六个函数在 A2 这个不等价不可约表示的表示空间没有投影。 

把P̂(3)作用到这六个函数上，结果是： 

P̂(3)𝑥2 =
2

6
[2𝑥2 − (−

1

2
𝑥 +

√3

2
𝑦)

2

− (−
1

2
𝑥 −

√3

2
𝑦)

2

] =
1

2
(𝑥2 − 𝑦2) 

P̂(3)𝑦2 =
2

6
[2𝑦2 − (−

√3

2
𝑥 −

1

2
𝑦)

2

− (
√3

2
𝑥 −

1

2
𝑦)

2

] = −
1

2
(𝑥2 − 𝑦2) 

P̂(3)𝑧2 = 0 

P̂(3)𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 

P̂(3)𝑦𝑧 = 𝑦𝑧 

P̂(3)𝑥𝑧 = 𝑥𝑧 
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这也就是说这六个函数，往 A3 这个不可约表示上作投影的话，可以产生 4 个

线性无关的向量。这 4 个如何两两配对形成两组承载 A3 的基？我们还需要进

行进一步的变换才知道。 

我们取其中的
1

2
(𝑥2 − 𝑦2)，用P̂d作用到它上面，效果是： 

P̂d
1

2
(𝑥2 − 𝑦2) =

1

2
(−

1

2
𝑥 +

√3

2
𝑦)

2

−
1

2
(−

√3

2
𝑥 −

1

2
𝑦)

2

 

= −
1

2
[
1

2
(𝑥2 − 𝑦2)] −

√3

2
𝑥𝑦 

也就是说
1

2
(𝑥2 − 𝑦2)与𝑥𝑦形成一组基。与之相应，我们还可以对 yz 做变换，

知道它与𝑥𝑧形成一组基。最后对称化的基组就是： 

φ
11
1 =

1

2
(𝑥2 + 𝑦2)、φ

21
1 = 𝑧2、φ

11
3 =

1

2
(𝑥2 − 𝑦2)、φ

12
3 = 𝑥𝑦、φ

21
3 = 𝑦𝑧、φ

22
3 =

𝑥𝑧。 

对应的表示矩阵为： 

A(d) =

(

 
 
 
 

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

−1/2 √3/2

−√3/2 −1/2

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

−1/2 √3/2

−√3/2 −1/2)

 
 
 
 

 

其它类似，用P̂g作用到φ
11
1 、φ

21
1 、φ

11
3 、φ

12
3 、φ

21
3 、φ

22
3 的方法推出。 

例2. 用投影算符方法求出 D3 群的群空间中 6 个对称化的基，它们分别承载哪

些不可约表示？ 

这道题要用到 D3 群的乘法表： 

 e d f a b c 

e e d f a b c 

d d f e c a b 

F f e d b c a 



  

a a b c e d f 

b b c a f e d 

c c a b d f e 

解： 

第一步，取 D3 群的群空间的六个基： 

φ
1
= e、φ

2
= d、φ

3
= f、φ

4
= a、φ

5
= b、φ

6
= c 

第二步，取特征标投影算符： 

P̂(1) =
1

6
(P̂e + P̂d + P̂f + P̂a + P̂b + P̂c) 

P̂(2) =
1

6
(P̂e + P̂d + P̂f − P̂a − P̂b − P̂c) 

P̂(3) =
2

6
(2P̂e − P̂d − P̂f) 

第三步，将这些特征标投影算符作用到群空间的基上，对P̂(1)，由重排定理，

作用到φ
1
到φ

6
的任何一个得到的都是： 

1

6
(e + d + f + a + b + c) 

它承载 D3 的一维恒等表示。在群代数中归一化为： 

𝜑11
1 =

1

√6
(e + d + f + a + b + c) 

对P̂(2)，它给出的结果是：
1

6
(e + d + f − a − b − c)或

1

6
(a + b + c − e − d − f)。

也就是说它们往 D3 群的 A2 表示上作投影，投影部分都是
1

6
(e + d + f − a −

b − c)这个维度上的向量。在群代数中归一化为： 

𝜑11
2 =

1

√6
(e + d + f − a − b − c) 

还剩下四个维度，它必然给出两个二维不可约表示。但由： 

P̂(α)Ψ =∑∑𝑎𝑖𝑙
(𝛼)

φ
𝑖𝑙

(α)

𝑙𝑖

 

我们知道像上面这些例子那样我们直接把P̂(α)作用到Ψ上就得到某个不可约

表示空间中的向量的例子其实是非常幸运的。很多情况下，我们还有一个同
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一个不可约表示出现次数的 index 的加和。对于剩下的四个维度，如果我们

直接用P̂(3)作用到φ
1
到φ

6
上，我们就会得到类似的情况。 

为了处理方便，我们采取的策略是： 

P̂(3)(e + a) =
2

6
(2e − d − f + 2a − c − b) 

在群代数中归一化为： 

𝜑11
3 =

1

2√3
(2e − d − f + 2a − c − b) 

然后，用P̂d作用到它上面，得： 

P̂d𝜑11
3 =

1

2√3
(2d − f − e + 2c − a − b) 

P̂d𝜑11
3 与𝜑11

3 线性无关，但并不正交。对它们进行正交化处理，再归一化，可

得： 

𝜑12
3 =

1

2
(d − f + c − b) 

同理，有： 

P̂(3)(e − a) =
2

6
(2e − d − f − 2a + c + b) 

进而： 

𝜑21
3 =

1

2√3
(2e − d − f − 2a + c + b) 

同样，用P̂d作用到它上面，在与𝜑21
3 进行正交归一处理，可得： 

𝜑22
3 =

1

2
(d − f + b − c) 

4.4 矩阵元定理与选择定则、电偶极跃迁 

这一节说的是微扰引起的跃迁，以及跃迁矩阵元与对称性之间的关系。也就

是说我系统本身有个Ĥ0，系统处在一系列分立的本征态上，每个本征态都可以用

哈密顿算符群的一个不等价不可约表示的基来标识。比如Ψ𝛼、Ψ𝛽，它们都是某

个不可约表示的基，对应Ĥ0的哈密顿算符群。 



  

现在你给我一个扰动Ĥ′，根据微扰理论，这个系统的两个态就可能通过

(Ψα|Ĥ
′Ψβ)联系起来了。(Ψα|Ĥ

′Ψβ)是跃迁矩阵元。严格意义上，我可以把它算出

来。怎么算，是量子力学、固体物理这些课程要告诉我们的事情。群论这门课程

要干的事情，是通过我们已有的群论的知识，去理解这个矩阵元什么时候必须是

零，什么时候可以不为零？也就是给我们一个思路去判断，这个思路是基于对称

性原理的。 

怎么去理解这个思路呢？很简单，就是把我这个跃迁矩阵元中的三个部分分

别当成Ĥ0的哈密顿算符群的表示基函数： 

第一部分是Ĥ′，它可以是一个算符，也可以是个函数。在这里我们把它看作

Ĥ0的哈密顿算符群的一个表示（记为Dv）的基（这个表示不一定不可约）。 

第二部分是Ψ𝛽，它承载的是Ĥ0的哈密顿算符群的一个不可约表示（记为Dβ）。

这两部分合起来，Ĥ′Ψβ这个函数，对应的，就是Dv与Dβ的直积表示的基函数。 

第三个部分是Ψ𝛼，它承载的是Ĥ0的哈密顿算符群的一个不可约表示（记为

Dα）。 

这个时候，我们求跃迁矩阵元(Ψ𝛼|Ĥ
′Ψ𝛽)这个内积，就可以利用不可约表示

基的正交关系来判断。我们要做的事就是先做Dv⊗Dβ，然后把它分解，看是否

有Dα的成分。如果有，跃迁被对称性允许；没有，被禁止。就这么简单。 

    为了满足跃迁被对称性允许，我们对Ĥ′的对称性有没有什么要求？答案是：

有。我们可以想一下，假如这个Ĥ′的对称性很高，以至于对所有Ĥ0中的对称操作，

它都不变。那么它承载的是Ĥ0的哈密顿算符群的什么表示？ 

一维恒等。这样的话Dv⊗Dβ = Dβ，也就是说Ĥ′Ψ𝛽承载的Ĥ0的哈密顿算符

群的表示，Ψ𝛽承载的完全相同！并且对应的表示中的基的 index 也完全相同！ 

chn
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这个时候，如果Ψ𝛼与Ψ𝛽对应的是同一个不可约表示的同一个基的话，这个

跃迁还是被允许的。不然，所以这个跃迁将完全被禁止。 

同时反过来，对微扰Ĥ′而言，如果它的对称性比Ĥ0的低，那么Ĥ′Ψ𝛽在进行

直积后做直和分解，包含Ψ𝛼对应的不等价不可约表示的基的几率会大大增加。

因此，从对称性的角度，我们总是希望Ĥ′的对称性低，这样才能尽量多的诱发出

系统在Ĥ0的不同本征态之间的跃迁。 

有了这个认识，我们来看最常见的一种情况，扰动是个电磁场。电场：E⃗⃗⃗ =

−
𝜕A⃗⃗⃗

𝜕t
，磁场：B⃗⃗⃗ = ∇ × A⃗⃗⃗。加入电磁场后，哈密顿量变成了： 

Ĥ(r⃗) =
1

2m
(p̂ −

e

c
A⃗⃗⃗)

2

+ V(r⃗) 

=
1

2m
p̂2 + V(r⃗) −

e

mc
p̂ ∙ A⃗⃗⃗ +

e2A2

2mc2
 

在弱场下，最后一项是绝对的微扰。讨论这个跃迁问题，我们很自然的把Ĥ0与Ĥ′

选为： 

Ĥ0 =
1

2m
p̂2 + V(r⃗) 

Ĥ′ = −
e

mc
p̂ ∙ A⃗⃗⃗ 

这个时候，跃迁矩阵元为：(Ψ𝛼|−
e

mc
p̂ ∙ A⃗⃗⃗ Ψ𝛽)。这里p̂是个动量算符，当我对系

统进行对称操作的时候，它是会变化的。A⃗⃗⃗是外场，你对系统进行对称操作，对

我而言，是你的家务事，与我无关。−
e

mc
是个常数，对称操作跟它更不相关了。 

因此，从对称性的角度来说，我这个跃迁矩阵元为不为零，完全由(Ψ𝛼|p̂|Ψ𝛽)

决定。对(Ψ𝛼|p̂|Ψ𝛽)这个矢量，我们
mc

𝑖ℏ
[r⃗, Ĥ]来代替p̂，它可以进一步化为： 

mc

𝑖ℏ
(E𝛼 − E𝛽)(Ψ𝛼|r⃗|Ψ𝛽) 

也就是说归根结底，如果我们想用对称性的语言来描述(Ψ𝛼|Ĥ
′Ψ𝛽)这个外界电磁

场所引起的跃迁矩阵元的话（对应光子吸收过程），它的性质与(Ψ𝛼|r⃗|Ψ𝛽)这个矩



  

阵元是完全一样的。 

这里，由于电偶极算符μ = −er⃗与它只差一个正电子电荷，我们也把这种跃

迁称为电偶极跃迁。 

对于这样的一个电偶极跃迁，对称性对它的选择定则有什么样的影响呢？我

们可以看一个例子，晶体，对称性是Oh，特征标表是： 

 

对(Ψ𝛼|r⃗|Ψ𝛽)而言，由上表可知，r⃗承载的表示是𝑇1
−，也叫𝑇1u。这个时候，如果

我的Ψ𝛽为𝑇2
+，也叫𝑇2g。那么这个时候𝑇1u⊗𝑇2g对应的特征标就是： 

E 3C4
2 6C4

1 6C2
1 8C3 i 3iC4

2 6iC4
1 6iC2

1 8iC3 

9 1 -1 -1 0 -9 -1 1 1 0 

它可以分解为：𝐴2u⊗𝐸u⊗𝑇1u⊗𝑇2u，也就是上个表中的：𝐴2
−⊗𝐸−⊗𝑇1

−⊗𝑇2
−。 

也就是说在这个电偶极跃迁中，如果初态是一个具有𝑇2g对称性的态，那么

末态的对称性只能是上面这四种。 

这里大家有两个地方可以注意： 

1. 在这个表中，因为Oh属于立方系，x、y、z 三个轴等价，所以我的吸收对光的
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偏振方向没有选择。如果我把晶体对称性破坏为四方，比如D4h = D4⊗ {𝐸, 𝑖}： 

 

这个时候大家就会注意到 x、y 与 z 承载的不可约表示就不一样了。这个时

候，光的偏振方向就会有由对称性诱发的选择性吸收了。具体你要做的，还

是上面的步骤，直积，再分解。对于同一个初态，偏振光沿 z 方向的时候，

我用A2作直积；偏振光在 xy 平面时，我用E来作。这样允许的末态就会不一

样了。 

2. 在𝐴2u⊗𝐸u⊗𝑇1u⊗𝑇2u这四个态中，我们有共同的下标 u，代表我的末态是

奇宇称。这个是为什么？ 

原因很简单，我的初态是偶宇称，微扰是奇宇称，那末态必须为奇宇称，不

然空间积分为零。反过来，如果我的初态是奇宇称，那么我的末态就必须是

偶宇称。也就是说电偶极跃迁只能发生在两个不同宇称的态之间。 

类似讨论有意义的体系是具有中心反演对称性的体系。这里，我们可以通过

Ĥ′的对称性，展开类似讨论。如果Ĥ′对中心反演不变，那么跃迁应该是发生在具

有相同宇称的态之间了。 

在上面的讨论中，有一个很重要的细节，不知道你们注意到没有？就是我的

哈密顿量里面，变量只有r⃗，这个电子坐标。这就意味着我们所讨论的光吸收或

辐射对应的必须是电子态之间的跃迁。由于电偶极算符的奇宇称，两个电子态之



  

间的宇称必须相反。 

但在实际的情况中，后来人们发现，被电偶极跃迁联系起来的两个电子态的

宇称有时是相同的。这是为什么？这个对应的实际情况一般是跃迁过程中包含了

声子的参与。这样的话我们考虑的跃迁矩阵元就必须是这样一个东西了： 

(Ψv
′Ψe

′|μ⃗⃗|ΨvΨe) 

我们要做的，就是表示De、Dv、Dμ的直积，然后分解，看是否包含De
′⊗Dv

′ 了。

这个时候，很多在纯电子行为中被禁戒的跃迁就可以发生了。也就是说不是我们

的对称性分析出了问题，而是实际情况更复杂了。对这种复杂的情况，对称性的

语言依然适用，只不过复杂了一些。 

4.5 红外、拉曼谱、和频光谱 

声子本身，除了对电子态之间的跃迁起辅助作用外，它们也是可以吸收或者

散射电磁波的。与之相应，有两种非常常用的实验手段，红外（IR）与拉曼（Raman）。

在分析这两种谱的时候，对称性也会帮助我们理解很多东西。 

这两个里面，红外比较简单，说的是这样一个事情。我们对一个样品打入一

个连续的、处于红外波段的光谱。假设我们入射光的强度随频率的变化是下面图

中的这个实线。那么在每个频率，我们给样品的，是一个以这个频率振荡的电磁

场。 

 

在我们的光经过样品的时候，对于有些频率，由于它与晶格或者分子的本征

振动频率相同，这个能量会被声子吸收，从而使得我们在不放样品的时候得到的
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谱线是上图中的实线，放了样品后，得到的是虚线。如果把它们的差求出来，就

是： 

 

这个谱，反映的就是我们的样品在红外这个波段，由于声子振动对电磁场的吸收，

因此叫红外谱。 

对于这样的一个吸收，它的选择定则应该怎样理解呢？我们可以这样去想：

我们加入的电磁场（光子）的电场强度为E⃗⃗⃗。对于频率为ω的光子，它与晶格本身

的处在这个频率上的一个本征振动耦合，从而损失能量，被吸收。假设这个振动

所带来的样品电偶极矩的变化是μ⃗⃗。这个μ⃗⃗是由原子核偏离平衡位置而引起的电荷

重新分布决定的，叫 induced dipole moment。那么由于声子与电磁场的耦合而带

来的系统的能量降低就是： 

Ĥ′ = −E⃗⃗⃗ ∙ μ⃗⃗ 

与之相应，这个微扰所带来的跃迁矩阵元就是： 

(Ψv
′|Ĥ′|Ψv) 

其中Ψv为振动的基态，就是原子核处于平衡位置的状态，它所对应的Ĥ0的哈密

顿算符群的不可约表示是一维恒等表示。 

     Ĥ′ = −E⃗⃗⃗ ∙ μ⃗⃗，其中E⃗⃗⃗是不依赖于晶体取向的外场（由光子给的），对晶体或

分子进行的对称操作对它不起作用。μ⃗⃗是由振动引起的系统电偶极矩的变化，它

在对称操作下的变换规律与 x、y、z 这些函数是一样的。当取一个偏振光只有Ex

的分量的时候，在振动中，只有μ
x
对Ĥ′有贡献。与之相应，微扰项所承载的表示



  

与 x 所承载的表示是相同的。 

这时，在Ĥ′与Ψv作直积的时候，由于Ψv的表示为一维恒等表示，结果就是

只承载一个 x 本身可以承载的表示。相应，Ψv
′这个吸收了 IR 光子所对应的本征

振动态，也必须承载这个 x 可以承载的不可约表示。这也就意味着在点群特征标

表中，只有那些 x 承载的不可约表示是对应的本征振动可以被激发。 

这样的话红外吸收的选择定则就简单了，以具有C2h对称性的晶体为例，它

的特征标表是： 

C2h(2/𝑚) E C2 σh I 

𝑥2、𝑦2、𝑧2、

𝑥𝑦 

Rz Ag 
1 1 1 1 

 𝑧 Au 1 1 −1 −1 

𝑥𝑧、𝑦𝑧 
Rx、Ry Bg 

1 −1 −1 1 

 𝑥、𝑦 Bu 1 −1 1 −1 

由这个特征标表，我们可以知道当偏振光沿 z 轴时，它只能激发对称性为Au的本

征振动；当偏振光沿 x、y 轴时，它只能激发对称性为Bu的本征振动。 

当偏振方向含 z 轴分量，也含 x 或 y 轴分量的时候，它可以激发Au或者Bu，

但它怎么都不能激发Ag与Bg。 

大家注意一下，这里，对下标有个选择性。u 这个奇宇称可以，g 这个偶宇

称就不行。这个是为什么呢？原因很简单，我们选择的这个体系具有中心反演对

称性。因此，这个系统的本征态具有特定的宇称。我们这里激发振动的时候是由

基态，也就是承载一维恒等表示的状态向某本征振动态激发。基态是偶宇称，中

间的微扰是奇宇称，所以末态必须是奇宇称。 

    当我的系统不具备中心反演对称性的时候，如何去判断一个本征振动是否具
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有红外活性呢？答案很简单，上个例子前半部分的讨论依然成立。也就是承载 x、

y、z 这些一次齐次函数的不可约表示所对应的本征振动依然具有红外活性。唯一

不同的地方就是宇称不再是个好量子数了，这个不可约表示不会再有‘u’这样

的下标了。 

    除了红外，以后你们不管做不做实验，在实际科研中都很可能接触到另一类

光谱，拉曼（这个拉曼和玻色一样都是印度人，玻色没得诺奖，拉曼得了，同时

拉曼还是印度科学院的缔造者，对近代物理学在印度的传播起了非常大的作用）。

在拉曼谱的理解上应该说对一个真实系统电子能级与振动能级的认识是基础。大

家可以看这样一个图像： 

 

对任何多原子系统，它的能级都可分为电子能级与振动能级。在能量空间的分布

一般如上图。在电子的基态上，会比较密地分布一些振动能级。它们合在一起占

据了一些能量空间，对应的是电子基态，振动的基态与不同激发态。之后会有一

个很大的禁区，这个禁区之后才是电子的第一激发态以及它对应的振动基态与不

同激发态。 

在红外吸收中，吸收谱对应的是声子的共振吸收。系统的跳跃就像左边这个

图描述的。电子始终都处在基态，在吸收过程中，因为原子核动了，电子在其基



  

态上有个重新分布，这个重新分布带来一个电偶极矩，这个电偶极矩与外场耦合

产生共振。系统的状态，是从电子基态的声子基态，调到电子基态的声子激发态。 

而拉曼谱，它不是吸收谱，它是散射谱。它对应的物理过程是一束光照到样

品上以后，由于光子本身的电磁场，可以诱发一个样品的极化。我们把这个由光

子的电磁场诱发的样品的极化描述成一个虚的吸收，也就是说电子从基态跃迁到

了一个虚的激发态。当这个光子被弹性地散射（也就是瑞利散射）的时候，光子

与物质相互作用后只改变动量，不改变能量，系统跳回基态。整个物理过程就像

第二列描述的这样。（跟瑞利散射相关的最常见的自然现象就是晴天天是蓝的，

官方解释是散射强度与波长的四次方成反比，蓝光散射的多）。 

除了这个弹性散射，很自然我们还可以想到非弹性散射。在这个非弹性散射

中，入射光在回到电子基态的时候，会损失或得到一定的能量。损失能量过程对

应的是它回到了电子的基态，声子的激发态。光子的能量损失给声子了。这个过

程叫 Stokes 散射。而得到能量的过程对应的是系统开始处在电子基态，声子的激

发态。散射完了以后系统回到电子基态，声子基态。与之对应，在这个过程就就

是样品的声子把能量给了光子。当时人们对声子这个东西应该说还没有很深入的

理解，但这个非弹性散射过程的特性，使得拉曼在这个工作做出（1928 年）之后，

很快（1930 年）就得了诺贝尔物理奖。这个背后的原因是什么，其实很值得我们

回味，可能这个光子能量的改变所蕴藏的对光的粒子性支持，应该说是很重要的

原因，因为那个年代是建立量子力学基本概念的年代，最热的就是这个东西。康

普顿散射也是类似的东西，光子和电子的非弹性散射，1923 年的实验，1927 年就

得了诺奖。现在的科研处在一个什么样的状态，有什么样的特征，这个需要大家

在学习的过程中同样慢慢体会。一句话，物理学发展史上任何重要的东西，重不
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重要，这个要通过时间检验，看它到底对我们对这个世界的认识增加了多少东西？

得不得诺奖，有时候看那些年的潮流热什么？  

回到正题，基于这个对拉曼散射过程的描述，在实验里面，理想的拉曼图就

是这样的： 

 

中间的大峰对应的是瑞利散射。对 Anti-Stokes 峰，由于它需要系统开始的时候

就处在振动的激发态，所以低温下不明显，温度高一些比较好测。 

    而同时我们如果把弹性散射部分扣除，我们就可以得到纯振动部分。上面那

个图只给了一个振动模式，实际情况往往是一系列。这一系列的移动，代表的就

是系统的本征振动频率。 

 

（这是另一种画法，右边是长波长，低能部分，与上图相反） 

    拉曼谱和红外一样，也有个选择定则，可以通过对称性的知识去理解。但和



  

红外不同的是，在拉曼谱里面，诱导电偶极据并不是由原子核运动直接产生的。

在红外里面，吸收信号反映的是声子的本征振动与外场之间的耦合。也就是说声

子振动产生电偶极矩，这个电偶极矩直接与光子的电场耦合来产生吸收。这个过

程是个一阶过程。 

    而拉曼谱里面，一般有两束光产生作用。入射光的作用是产生一个诱导电偶

极矩，然后由入射光产生的诱导电偶极矩会和散射光的光场耦合。由于入射光并

不激发系统的本征振动，它要产生偶极矩的话，必须通过一个极化率。这个极化

率记为𝛼̿，它是个3 × 3的张量。入射光的电场为E⃗⃗⃗i cos(𝜔t)，𝜔为入射光频率。它

们一起产生的诱导电偶极矩是： 

𝜇⃗ = 𝛼̿ ∙ E⃗⃗⃗i cos(𝜔t) 

这里𝛼̿叫拉曼极化率张量（Raman polarizability tensor）。 

    它是随着原子核的运动有变化的。我们把原子核在平衡位置的时候的极化率

记为𝛼̿0，把原子核的运动对它的改变记为∆𝛼̿，那么总的极化率就是𝛼̿ = 𝛼̿0 + ∆𝛼̿，

其中𝛼̿0不随时间变化，∆𝛼̿会以晶格或分子的振动频率ωv随时间变化，等于

∆𝛼̿0 cos(ωvt)，∆𝛼̿0是不随时间变化的由晶格振动引起的极化率变化幅度。 

    这样由它们产生的诱导电偶极矩就分别为：𝛼̿0 ∙ E⃗⃗⃗i cos(𝜔t)、∆𝛼̿ ∙ E⃗⃗⃗i cos(𝜔t)。

其中𝜔为入射光频率，极矩整体是： 

𝜇⃗ = 𝛼̿ ∙ E⃗⃗⃗i cos(𝜔t) 

= (𝛼̿0 + ∆𝛼̿) ∙ E⃗⃗⃗i cos(𝜔t) 

= (𝛼̿0 + ∆𝛼̿0 cos(ωvt)) ∙ E⃗⃗⃗i cos(𝜔t) 

= 𝛼̿0 ∙ E⃗⃗⃗i cos(𝜔t) +
∆𝛼̿0
2
[cos(ω − ωv)t + cos(ω + ωv)t] ∙ E⃗⃗⃗i 

其中的第一项频率与入射光相同，对应的是正常的瑞利散射的部分。第二项与第
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三项对应的是拉曼效应中的 Stokes 与 Anti-Stokes 移动。 

    这些拉曼所对应的系统哈密顿量的变化是： 

Ĥ′ = − [
∆𝛼̿0
2
cos(ω ± ωv)t] ∙ E⃗⃗⃗i ∙ E⃗⃗⃗s 

E⃗⃗⃗s为散射光的电场强度。这样，拉曼谱中的微扰，所对应的跃迁矩阵元就是： 

(Ψv
′| − [

∆𝛼̿0

2
cos(ω ± ωv)t] ∙ E⃗⃗⃗i ∙ E⃗⃗⃗s|Ψv) 

我们现在要干的事情，就是利用对称性，来分析由这个跃迁矩阵元决定的选择定

则。 

    和红外一样，我们的初态|Ψv)是振动基态，对应哈密顿算符群的一维恒等表

示。微扰项−[
∆𝛼̿0

2
cos(ω± ωv)t] ∙ E⃗⃗⃗i ∙ E⃗⃗⃗s里面，E⃗⃗⃗i与E⃗⃗⃗s是外场，对系统的对称操作

不变。我们现在需要知道的，就是∆𝛼̿0这个由振动引起的二阶张量承载的是哈密

顿算符群的那些表示。然后，与本征振动|Ψv
′)所对应的哈密顿算符群的表示对应

就行了。 

    而∆𝛼̿0这个二阶张量，代表的是由于原子核的运动对系统极化率的影响。它

对哈密顿算符群的对称操作的变换性质与二次函数𝑥2、𝑦2、𝑧2、𝑥𝑦、𝑦𝑧、𝑥𝑧相同。 

    因此对一个具有特定对称群的分子或晶体，我们要看它的那些本征振动是有

拉曼活性的？就看它这个振动对应的不可约表示是否承载𝑥2、𝑦2、𝑧2、𝑥𝑦、𝑦𝑧、

𝑥𝑧这些二次函数基就可以了。还是上面得那个C2h点群，由它的特征标表，我们

就可以看出对应其Ag与Bg不可约表示的本征振动是有拉曼活性的，对应Au与Bu

的没有。 

    前面我们讲红外的时候说过对应Au与Bu的本征振动是有红外活性的。这里

的下标刚好反过来了。其背后的原因，就是红外的Ĥ′是奇宇称的，对应的|Ψv
′)也

要是奇宇称的，所以有红外活性的振动下标都是 u。而拉曼的Ĥ′是偶宇称的，对



  

应的|Ψv
′)也要是偶宇称的，所以有拉曼活性的振动下标都是 g。这两个活性互补。

需要注意的是，这种互补只对具有中心反演对称性的体系成立。当系统没有中心

反演对称性时，我们无法通过‘u’、‘g’这些标示把红外和拉曼活性的振动区分

开，这个时候，某个振动，是允许同时具备拉曼和红外活性的。 

与这个直接相关的一个例子就是这些年很流行的一个测表面振动的方法，叫

和频光谱（Sum frequency generation）。这个技术在近代非线性光学的发展里面很

重要。其基本特征就是我要测量的是一个三阶过程，内部包含红外吸收这个一阶

过程与拉曼吸收这个二阶过程，我们要求这个振动同时具备红外与拉曼活性。在

液体内部，由于液体本身的均匀性，我们一般认为系统具备中心反演对称性。对

于具备中心反演对称性的系统，由于红外与拉曼的互补，和频信号就会很弱。而

液体表面，由于中心反演对称性的破缺，红外与拉曼不再互补，这样和频信号就

会强很多。因此，和频光谱技术是为数不多的这样一门技术，具备液体表面敏感

这样一个特征[18，19]。 

最后一个需要说明的地方是上面在对跃迁矩阵元： 

(Ψv
′| − [

∆𝛼̿0

2
cos(ω ± ωv)t] ∙ E⃗⃗⃗i ∙ E⃗⃗⃗s|Ψv) 

的讨论中，我们假定E⃗⃗⃗i、E⃗⃗⃗s在声子波函数的变化范围内使常数。如果在这个空间

尺度，这些外场也随 r 变化，那么前面讨论的选择定则失效。这个不是天方夜谭，

而是通过局域场的调制来破坏一些传统实验手段的局限。针尖增强拉曼散射

（Tip-enhanced Raman Scattering, TERS）技术的发展就是这方面的一个例子。这

方面中国科技大学董振超老师、罗毅老师团队近期有一些合作的代表性工作，感

兴趣的同学可以了解一下[20，21]。 
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4.6 平移不变性与 Bloch 定理 

    在空间群部分，我们讲过晶体的一个重要特性就是原子（离子、或分子）排

列的周期性。这个周期性（平移对称性）可以由点阵来描述。点阵中任意一个格

点可描述为一个正格矢，R⃗⃗⃗𝑙，具体形式为： 

R⃗⃗⃗𝑙 = 𝑙1a⃗⃗1 + 𝑙2a⃗⃗2 + 𝑙3a⃗⃗3 

其中𝑙1、𝑙2、𝑙3为整数，a⃗⃗1、a⃗⃗2、a⃗⃗3为点阵的基矢，它们构成的平行六面体为原胞。

这个原胞一般不反映晶体点阵的对称性，以 fcc 格子为例，它的原胞就是： 

 

从这个平行六面体，你看不出任何点阵的对称性。 

    要想看出这个对称性，两种方法。一是取晶胞，就像上面图中的蓝色立方体，

我的 cell 变大了，这个大的 cell 可以反映出点阵的对称性；二是对原胞做另一种

取法，Wigner-Seitz Cell。以二维晶体为例，这个 cell 的取法是我相对于原点，对

每个格点与原点的连线做平分线，所围出来的最小的面积，比如： 

 

三维情况下，简立方、体心、面心的 Wigner-Seitz Cell 分别是： 



  

 

 

 

这些都是实空间的东西。 

对于晶体中的元激发，它们的状态我们一般可以用波矢量来描述，波矢量对

应的是倒空间。与实空间中的点阵对应，倒空间也有点阵，它们是由b⃗⃗1、b⃗⃗2、b⃗⃗3

的整数线性组合构成的，其中： 

b⃗⃗1 =
2π

Ω
(a⃗⃗2 × a⃗⃗3) 

b⃗⃗2 =
2π

Ω
(a⃗⃗3 × a⃗⃗1) 

b⃗⃗3 =
2π

Ω
(a⃗⃗1 × a⃗⃗2) 

Ω为实空间中原胞体积。晶体是 fcc，对应倒空间点阵是 bcc；晶体是 bcc，对应

倒空间点阵是 fcc。 
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    上面是我们对固体物理中一些基础知识的回顾，现在看平移对称性。所谓平

移对称性，指的是将晶体平移R⃗⃗⃗𝑙，系统回到与原来不可分辨状态的属性。当晶体

无穷大时，平移操作{E|R⃗⃗⃗𝑙}无穷多。有限晶体，我们会使用周期性边界条件，取

{E|N1a⃗⃗1} = {E|N2a⃗⃗2} = {E|N3a⃗⃗3} = {E|0}。这样的话由元素{E|R⃗⃗⃗𝑙}形成的集合是构

成一个群的，因为： 

１．任意两个平移的乘积仍为一个形势为{E|R⃗⃗⃗𝑙}平移； 

２．结合律； 

３．{E|R⃗⃗⃗𝑙}逆为{E| − R⃗⃗⃗𝑙}； 

４．恒等操作{E|0}。 

这个群称为平移群。 

    现在我们知道了晶体中存在平移群，这会带来什么后果呢？答案很简单，就

是布洛赫定理。在讲这个定理之前我们先明确一点，就是平移群是个阿贝尔群。

因此，对于由{E|N1a⃗⃗1} = {E|N2a⃗⃗2} = {E|N3a⃗⃗3} = {E|0}这个周期性边界条件定义

的晶体，平移群的阶为N1 × N2 × N3，类的个数也是N1 × N2 × N3，有N1 × N2 × N3

个一维的不等价不可约表示。 

    以固体中的电子，这样一个处在晶格周期场中的量子的粒子为例，它的元激

发对应某本征态。这个本征态，按照前面哈密顿算符群部分的讨论，它是承载固

体的哈密顿算符群的一个表示的。这里平移群是固体的哈密顿算符的群，群元为

g。与之相应，有个哈密顿算符群，群元是P̂g。晶体中的电子态是要承载这个哈密

顿算符群的表示的。在求这个表示的过程中，只需要知道平移群基本生成元{E|a⃗⃗1}、

{E|a⃗⃗2}、{E|a⃗⃗3}所对应的P̂g的表示矩阵，整个哈密顿算符群的表示矩阵就出来了。 

以{E|a⃗⃗1}为例，对应P̂gψ(r⃗) = ψ(r⃗ − a⃗⃗1) = D({E|a⃗⃗1}) ψ(r⃗)。由于周期性边界条



  

件，有DN1({E|a⃗⃗1})ψ(r⃗) = ψ(r⃗ − N1a⃗⃗1) = ψ(r⃗)，对∀r⃗成立。因此有DN1({E|a⃗⃗1}) =

1。对{E|a⃗⃗2}、{E|a⃗⃗3}，同样有DN2({E|a⃗⃗2}) = 1、DN3({E|a⃗⃗3}) = 1。这些是对D({E|a⃗⃗1})、

D({E|a⃗⃗2})、D({E|a⃗⃗3})的要求。当D({E|a⃗⃗1})、D({E|a⃗⃗2})、D({E|a⃗⃗3})定下以后，不

可约表示就定下了。 

要让DN1({E|a⃗⃗1}) = 1、DN2({E|a⃗⃗2}) = 1、DN3({E|a⃗⃗3}) = 1，我们只需要取

D({E|a⃗⃗1}) = exp [2πi
n1

N1
]、D({E|a⃗⃗2}) = exp [2πi

n2

N2
]、D({E|a⃗⃗3}) = exp [2πi

n3

N3
]，就

满足要求。也就是说平移群的一维不等价、不可约表示，最终可以用
n1

N1
、

n2

N2
、

n3

N3

这个数组来标识。在这个数组确定后，在这个确定的不等价不可约表示中，平移

操作 R⃗⃗⃗𝑙 = 𝑙1a⃗⃗1 + 𝑙2a⃗⃗2 + 𝑙3a⃗⃗3所对应的表示矩阵就是： 

D({E|R⃗⃗⃗𝑙}) = exp [2πi (
n1
N1
𝑙1 +

n2
N2
𝑙2 +

n3
N3
𝑙3)] 

    这个时候，引入我们之前关于倒空间的讨论，结合b⃗⃗1、b⃗⃗2、b⃗⃗3与a⃗⃗1、a⃗⃗2、a⃗⃗3

的关系a⃗⃗i ∙ b⃗⃗j = 2πδij，我们就可以用倒空间中的向量： 

k⃗⃗ =
n1
N1
b⃗⃗1 +

n2
N2
b⃗⃗2 +

n3
N3
b⃗⃗3 

来标识平移群的一维不等价、不可约表示，而这里的k⃗⃗，就是倒空间中第一布里

渊区的点。相应的表示就是： 

Dk⃗⃗⃗({E|R⃗⃗⃗𝑙}) = exp[ik⃗⃗ ∙ R⃗⃗⃗𝑙] 

    这样的话我们用k⃗⃗来标识电子的本征态ψk⃗⃗⃗(r⃗)，这个本征态波函数就会具有下

面的特征。当P̂{E|R⃗⃗⃗l}作用到ψk⃗⃗⃗(r⃗)上时，一方面有： 

P̂{E|R⃗⃗⃗l}ψk⃗⃗⃗
(r⃗) = ψk⃗⃗⃗(r⃗ − R⃗⃗⃗l) 

另一方面有： 

P̂{E|R⃗⃗⃗l}ψk⃗⃗⃗
(r⃗) = Dk⃗⃗⃗({E|R⃗⃗⃗𝑙})ψk⃗⃗⃗(r⃗) = exp[ik⃗⃗ ∙ R⃗⃗⃗𝑙]ψk⃗⃗⃗(r⃗) 

因此： 
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ψk⃗⃗⃗(r⃗ − R⃗⃗⃗l) = exp[ik⃗⃗ ∙ R⃗⃗⃗l]ψk⃗⃗⃗(r⃗) 

或： 

ψk⃗⃗⃗(r⃗ + R⃗⃗⃗l) = exp[−ik⃗⃗ ∙ R⃗⃗⃗l]ψk⃗⃗⃗(r⃗) 

这个就是 Bloch 定理。 

    由 Bloch 定理，我们知道，如果我们把ψk⃗⃗⃗(r⃗)写成exp[−ik⃗⃗ ∙ r⃗]uk⃗⃗⃗(r⃗)的形式，

那么ψk⃗⃗⃗(r⃗ + R⃗⃗⃗l)一方面会等于exp[−ik⃗⃗ ∙ (r⃗ + R⃗⃗⃗l)]uk⃗⃗⃗(r⃗ + R⃗⃗⃗l)，另一方面又等于 

exp[−ik⃗⃗ ∙ R⃗⃗⃗l]ψk⃗⃗⃗(r⃗) =  exp[−ik⃗⃗ ∙ (r⃗ + R⃗⃗⃗l)]uk⃗⃗⃗(r⃗) 

因此： 

uk⃗⃗⃗(r⃗ + R⃗⃗⃗l) = uk⃗⃗⃗(r⃗) 

也就是说处在晶格周期场中元激发的本征态波函数，一定可以写成exp[−ik⃗⃗ ∙

r⃗]uk⃗⃗⃗(r⃗)（其中uk⃗⃗⃗(r⃗)为晶格周期函数）的形式。而这里的k⃗⃗，就是倒空间第一布里

渊区中的点。换句话说，处在晶格周期场中本征元激发，都可以用倒空间第一布

里渊区的点来标识，其相应的波函数，具备exp[−ik⃗⃗ ∙ r⃗]uk⃗⃗⃗(r⃗)的特征。这个是由晶

格的平移对称性决定的。 

4.7 布里渊区与晶格对称性 

    前面的讨论主要关注的是晶体中平移对称性带来的晶体中本征激发的性质。

除了平移，点群空间群部分我们已经说过，晶体中还有转动对称性。这些转动对

称性也会对我们晶体中的本征激发带来很多内在的属性。其中最重要的，就是前

面提到标识晶格周期场中本征激发的第一布里渊区的点，可以通过转动对称性的

折叠，缩小到一个很小的区域，叫不可约（irreducible）布里渊区。下面我们就来

详细解释这个为什么发生？ 

    出发点是晶体空间群的基本操作，{α|t⃗}。这里α = E时，t⃗只能为R⃗⃗⃗𝑙，这个时



  

候它就是平移群。当α为非恒等转动时，t⃗可以不为R⃗⃗⃗𝑙。它们所有的组合，形成空

间群。{α|t⃗}这些元素的逆、乘法满足的规律是： 

{α|t⃗}r⃗ = αr⃗ + t⃗ 

{α|t⃗}{β|s⃗}r⃗ = {α|t⃗}(βr⃗ + s⃗) = αβr⃗ + αs⃗ + t⃗ = {αβ|αs⃗ + t⃗}r⃗ 

因此： 

{α|t⃗}{β|s⃗} = {αβ|αs⃗ + t⃗} 

要想让{α|t⃗}{β|s⃗} = {E|0}，需要：{β|s⃗} = {α−1| − α−1t⃗}。因此 

{α|t⃗}
−1
= {α−1| − α−1t⃗} 

这些是空间群群元的性质。 

    这些对称元素的存在会对晶体场中的本征激发带来什么影响呢？我们还是

以电子的元激发为例。{α|t⃗}为对称操作，P̂{α|t⃗}为其对应的函数变换算符。由本章

第一节的讨论我们知道： 

P̂
{α|t⃗}
−1 ĤP̂{α|t⃗} = Ĥ 

同时，因为{E|−R⃗⃗⃗𝑙}{α|t⃗} = {α|−R⃗⃗⃗𝑙 + t⃗}、{α|t⃗}{E| − α
−1R⃗⃗⃗𝑙} = {α| − R⃗⃗⃗𝑙 + t⃗}，所以： 

{E| − R⃗⃗⃗𝑙}{α|t⃗} = {α|t⃗}{E| − α−1R⃗⃗⃗𝑙} 

基于这些性质，我们知道对P̂{α|t⃗}、P̂{E|R⃗⃗⃗𝑙}，有： 

P̂{E|−R⃗⃗⃗𝑙}P̂{α|t⃗}ψk⃗⃗⃗
(r⃗) = P̂{α|t⃗}P̂{E|−α−1R⃗⃗⃗𝑙}ψk⃗⃗⃗

(r⃗) 

= P̂{α|t⃗}exp[ik⃗⃗ ∙ (−α
−1R⃗⃗⃗𝑙)]ψk⃗⃗⃗(r⃗) 

= P̂{α|t⃗}exp[−iαk⃗⃗ ∙ R⃗⃗⃗𝑙]ψk⃗⃗⃗(r⃗) 

= exp[−iαk⃗⃗ ∙ R⃗⃗⃗𝑙]P̂{α|t⃗}ψk⃗⃗⃗(r⃗) 

这也就是说P̂{α|t⃗}ψk⃗⃗⃗(r⃗)对于平移群来说，可承载αk⃗⃗这个第一布里渊区的k⃗⃗点所对

应的不可约表示。 
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而另一方面，由前面的讨论，我们知道ψαk⃗⃗⃗(r⃗)本身是承载αk⃗⃗这个第一布里渊

区的k⃗⃗点所对应的不可约表示。当 band index 一样时，它们必对应相同的线性空

间。因此： 

ψαk⃗⃗⃗(r⃗) = λP̂{α|t⃗}ψk⃗⃗⃗(r⃗) 

两者都归一的话|λ| = 1。 

    由这个关系，我们看ψαk⃗⃗⃗(r⃗)这个本征态的本征能量与ψk⃗⃗⃗(r⃗)这个本征态的本

征能量存在什么样的关系？答案很简单： 

Eαk⃗⃗⃗ = (ψαk⃗⃗⃗(r⃗)|Ĥ |ψαk⃗⃗⃗(r⃗)) 

= (λP̂{α|t⃗}ψk⃗⃗⃗(r⃗)| Ĥ |λP̂{α|t⃗}ψk⃗⃗⃗(r⃗)) 

= (P̂{α|t⃗}ψk⃗⃗⃗(r⃗)| Ĥ |P̂{α|t⃗}ψk⃗⃗⃗(r⃗)) 

= (ψk⃗⃗⃗(r⃗)|P̂{α|t⃗}
−1 Ĥ P̂{α|t⃗}|ψk⃗⃗⃗(r⃗)) = (ψk⃗⃗⃗(r⃗)|Ĥ |ψk⃗⃗⃗(r⃗)) = Ek⃗⃗⃗ 

也就是说对于空间群，只要存在群元{α|t⃗}，这里的t⃗不要求为R⃗⃗⃗𝑙（晶格矢的整数

倍），都可以使αk⃗⃗与k⃗⃗所对应的本征态能量相等（当然，band index ‘n’必须相同）。

这也是为什么对固体能带，我们最关心的其实不是晶体的点群，而是晶体‘空间

群的点群’。也就是取空间群所有元素{α|t⃗}，把α单独拿出来，形成的转动操作的

集合。布里渊区的转动对称性，是由空间群的点群决定的。 

    同时，在画能带的时候，我们也不需要把布里渊区所有点都画出来。我们只

需要画不可约的布里渊区就可以了。以二维系统为例，如果空间群的点群是 D4，

不可约布里渊区就是（阴影部分）： 



  

 

如果空间群的点群是 C4，不可约布里渊区就是： 

 

空间群的点群对称性越高，不可约布里渊区越小。 

4.8 时间反演对称性 

最后一节我们讲时间反演对称性（之前刚才不管是转动还是平移都是空间

的）。这一节的内容我们先做一个概念性的整体介绍，这个整体介绍很好理解，

也对你们了解一些与时间反演对称性相关的基本规律有好处。之后，我们做一个

更深层次的理论层面的讲解。 

先看概念性介绍。时间反演是改变时间符号的操作，它对我们系统的主要物

理量带来的变化是：t变为−t、r⃗不变、p⃗⃗变为−p⃗⃗（或者说k⃗⃗变为−k⃗⃗）、L⃗⃗变为−L⃗⃗、

σ⃗⃗⃗变为−σ⃗⃗⃗。在无外磁场，且系统没有固有磁序的时候，由于动能正比于p⃗⃗2、势能
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V(r⃗)不变，所以哈密顿量不发生变化，系统具有时间反演对称性。有外场，或者

系统具有固有磁序的时候，哈密顿量中多了B⃗⃗⃗ ∙ σ⃗⃗⃗这一项，在时间反演操作下变化，

加上其它项不变，系统不具备时间反演对称性。 

    对电子本征激发 Bloch 态ψn,k⃗⃗⃗,↑(r⃗)，它的时间反演态是ψn,−k⃗⃗⃗,↓(r⃗)。无外磁场，

且系统没有固有磁序时，由于哈密顿量具备时间反演对称性，对于晶体能级能量，

存在： 

En,k⃗⃗⃗,↑ = En,−k⃗⃗⃗,↓ 

这个简并是由时间反演对称性要求的。 

    在时间反演对称性的基础上，如果系统继续有空间反演对称性，那么继续有： 

En,k⃗⃗⃗,↑ = En,−k⃗⃗⃗,↑ 

这也就是说，当空间与时间反演对称性同时存在，这两个式子一结合，就有： 

En,k⃗⃗⃗,↑＝En,k⃗⃗⃗,↓ 

也就是说同一个波矢的两个不同自旋态相互简并，这个简并称为 Kramer 简并。 

    同时，由于En,k⃗⃗⃗,↑＝En,k⃗⃗⃗,↓、En,k⃗⃗⃗,↑ = En,−k⃗⃗⃗,↓、En,−k⃗⃗⃗,↑ = En,k⃗⃗⃗,↓，有： 

En,k⃗⃗⃗,↑＝En,k⃗⃗⃗,↓ = En,−k⃗⃗⃗,↑＝En,−k⃗⃗⃗,↓ 

也就是在系统同时具有时间、空间反演对称性的时候。En,k⃗⃗⃗,σ对k⃗⃗、对σ的正负号都

有简并的特征。 

    因为这个原因，当一个系统既有 time-reversal symmetry，又有 iversion 

symmetry 的时候，它的 electronic bands 必有 spin 简并的特征。在一些关于电子

结构的讨论中，你们应该经常会看到一些类似讨论句子，比如：In order to break 

the spin degeneracy, one has to break either the timer-reversal or the inversion 

symmetry，说的就是这个道理。 

    空间反演对称性如果去除，时间反演对称性依然要求En,k⃗⃗⃗,↑ = En,−k⃗⃗⃗,↓。前些年



  

比较热的拓扑绝缘体中，一个基本特征就是存在时间反演对称性，不存在空间反

演对称性，因此，文献上画出的能到总具有如下特征： 

 

其背后原因，也是这个东西。 

    现在看背后更深层次的原理性的东西。如果你只想理解上面的内容的话，这

个东西本来可以不讲。但前两年有细心的同学，会问我一个关于晶体点群特征标

表（附录 A）的问题。对于C3、C4、C6、C3h、C4h、C6h、S4、S6、T这些点群，

有个有意思的情况，就是我们有时会把两个一维表示放在一起用 E 来标识。根据

我们以前将的习惯，E 一般是用来标识二维不可约表示的。这里为什么要这样处

理呢？这个时候，如果你再细心点，你会发现放在一起的两个一维表示是相互共

轭的。相互共轭就意味着它们的表示可以写为D与D∗。背后所对应的物理就是时

间反演对称性可以让这两个不被空间的点群对称性要求简并的量子态简并。而要

理解这个，我们又必须从头说起。 

前面说过，时间反演是一种操作。我们可以把它记作T̂，它做的事情是：t变

为−t、r⃗不变、p⃗⃗变为−p⃗⃗（或者说k⃗⃗变为−k⃗⃗）、L⃗⃗变为−L⃗⃗、σ⃗⃗⃗变为−σ⃗⃗⃗。它联系起来的

是两个量子态：原来的态ψ(r⃗, t)与它的时间反演共轭态ψ(r⃗, −t)。通过：ψ(r⃗, −t) =

T̂ψ(r⃗, t)。下面我们来理解T̂在数学上等效于什么？ 

现在先不考虑自旋，假设系统哈密顿量具有时间反演对称性，那么这个不考

虑自旋的粒子的含时波函数满足的方程是： 
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iℏ
∂ψ(r⃗, t)

∂t
= Ĥ(r⃗, t)ψ(r⃗, t) 

t = 0时刻的波函数是定态波函数，可以写成实函数ψ(r⃗, 0)12。这样的话，沿时间

正轴方向演化的含时波函数就是： 

ψ(r⃗, t) = 𝑒−𝑖Ĥ(r⃗⃗,t)t/ℏψ(r⃗, 0) 

它的时间反演对称态就是：ψ(r⃗, −t) = ψ∗(r⃗, t)。这也就是说在不考虑自旋的时候，

时间反演算符T̂就等于复数共轭算符K̂。 

考虑自旋，最简单的 level，自旋轨道耦合，哈密顿量就变成了： 

Ĥ(r⃗, t) =
1

2m
p̂2 + V(r⃗) +

1

4m2c2
σ⃗⃗⃗ ∙ (∇V(r⃗) × p̂) 

这个时候，为了保证这个哈密顿量在T̂下不变，就要求T̂σ⃗⃗⃗ = −σ⃗⃗⃗。前两项不变是

在不考虑自旋的时候已经讨论过的，第三项要想不变，p̂变号了，∇V(r⃗)没有，所

以σ⃗⃗⃗必须变号。这也就是说时间反演对称性要求T̂σ⃗⃗⃗ = −σ⃗⃗⃗。 

怎么才能让T̂σ⃗⃗⃗ = −σ⃗⃗⃗呢？我们就需要利用泡利矩阵的性质了。取T̂ = K̂σy，

看这样能不能满足T̂σ⃗⃗⃗ = −σ⃗⃗⃗的要求？σ⃗⃗⃗是：[σx、σy、σz]。其中σx = (
0 1
1 0

)、σy =

(
0 −𝑖
𝑖 0

)、σz = (
1 0
0 −1

)。T̂ = K̂σy作用到它上面的后果是： 

T̂σ⃗⃗⃗ = K̂σy σ⃗⃗⃗ = K̂σy[σx、σy、σz] = [K̂σyσx、K̂σyσy、K̂σyσz] 

下一步利用到的性质是：σyσx = −σxσy，进而 K̂σyσx = −K̂σxσy = −σxK̂σy；

σyσy = σyσy，进而K̂σyσy = −σyK̂σy；σyσz = −σzσy，进而K̂σyσz = −K̂σzσy =

−σzK̂σy。这样综合上面的式子，我们就有： 

T̂σ⃗⃗⃗ = K̂σyσ⃗⃗⃗ = −[σxK̂σy、σyK̂σy、σzK̂σy] = −σ⃗⃗⃗K̂σy = −σ⃗⃗⃗T̂ 

也就是T̂让σ⃗⃗⃗反号了。综合一下，就是说不考虑自旋时T̂ = K̂，考虑时T̂ = K̂σy。 

                                                             
12定态波函数满足Ĥ(r⃗)ψ(r⃗, 0) = Eψ(r⃗, 0)，E 是实数。对这个方程取转置共轭，有Ĥ+(r⃗)ψ∗(r⃗, 0) =

Ĥ(r⃗)ψ∗(r⃗, 0) = Eψ∗(r⃗, 0) 。 由 这 个 ， 可 知 Ĥ(r⃗)[ψ(r⃗, 0) + ψ∗(r⃗, 0)] = E[ψ(r⃗, 0) + ψ∗(r⃗, 0)]。 而

ψ(r⃗, 0) + ψ∗(r⃗, 0)是实函数。这也就是说定态波函数总可以写成实函数。 



  

前面提到的附录 A 中点群属于不考虑自旋的情况。这个时候，以C4这个点

群为例，它的特征标表是： 

C4(4) E C2 σv σv′ 

x2 + y2、z2 Rz、z 
A 1 1 1 1 

x2 − y2、xy  B 1 -1 1 -1 

(xz、yz) 

(xz2、yz2) 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 1 i -1 -i 

1 -i -1 I 

按理说点群对称性是不要求 E 这两个不可约表示简并的，这里时间反演对称性

就起作用了。因为上面那个表示我们记作 D，它的基是ψ。由于有时间反演对称

性，这个ψ我们可以把它变作ψ∗。D 对ψ的那些变换也可以对应D∗对ψ∗的变化。

这样，点群对称操作加上T̂，ψ 与ψ∗也就通过对称操作联系起来了，它们的能量

自然简并。 

4.9 习题与思考 

1. 根据C3v群特征标表，将下面四个函数：1) z、2) xy、3) x2、4) x2y形成的线性

空间，约化为C3v群的群不不变子空间的直和； 

2. D3群的表示空间为x、y、z的六个二次齐次函数组成的六维空间。试用投影算

符的方法将它们组合为六个对称化的新基，并写出 d、f 在这组对称化的新基

下的表示矩阵？ 

3. 一个杂质原子放到一个晶体中，假设晶体场对称性为 O。不考虑自旋轨道耦

合，结合 O 群特征标表讨论原子 d 轨道的劈裂情况。这里要用到下一章的一

点知识，就是一个角度为α的转动，在转动群，也就是原子不考虑自旋轨道耦

合的对称群中，特征标是
sin [(𝑙+1/2)α]

sin [α/2]
，对 d 轨道𝑙 = 2。 



   

258 
 

4. （接上题）之后，我们对此单晶沿 z 方向均匀拉伸，晶体场对称群变成了什

么？这些轨道又会进行什么样的劈裂？ 

5. （接上题）之后，我们对此单晶沿 y 方向在进行一个不同于 z 方向的均匀拉

伸，晶体场对称群又变成了什么？这些轨道又会进行什么样的劈裂？ 

6. 根据下图，以 a 轴为C2
(1)

，b 轴为C2
(2)

，c 轴为C2
(3)

，定义C3v群。用投影算符

的方法说明从 1) z，2) xy 出发，生成的C3v群的表示空间是什么（指出几维，

以及线性无关的基函数）？他们承载的是哪些不可约表示？ 

 

7. 小明生长出来一种晶体，为了对其结构有所了解，他做了一个红外谱实验，

又做了一个拉曼谱实验。他发现在 1700cm-1、1750cm-1 的位置（具体数字不

重要），两种谱线都有明显的振动峰。基于这些观测，我们在下面四种点群中，

可以排除哪些，为什么？ 

a) Th      b) C3v     c) Td      d) D3d 

8. 晶体结构是 fcc，布里渊区如下： 

 

在理解Γ、X、K 点的本征电子态时，分别应基于哪些点群的特征标表来分析？

从对称性的角度考虑，从Γ点向 X 点移动的过程中，简并度一般是升高还是



  

降低？ 
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第五章 转动群 

    前面在点群部分我们曾经说过三维实正交群 O(3)与三维实特殊正交群 SO(3)，

那里的三维实特殊正交群 SO(3)就是我们这里要讲的三维转动群，它是三维实正

交群 O(3)中行列式为 1 的部分。物理中的中心力场问题都与这样的一个群相关，

它是非阿贝尔李群（群元有连续参数、参数之间有关系、关系可有解析函数表达）

这种连续群的一个例子。 

    学习转动群这一章，我们的核心任务是三个：1) SO(3)与 SU(2)群是什么，它

们有怎样的关系？2) SO(3)与 SU(2)群的不可约表示是什么？3)在物理系统中有

什么用。这三个内容我们分三节来讲。 

5.1 SO(3)群与二维特殊酉群 SU(2) 

    我们前面讲过 SO(3)群中的元素可以用Ck⃗⃗⃗(𝜓)，其中k⃗⃗(𝜃, 𝜑)是转动轴，𝜓是转

角。当k⃗⃗为î、ĵ、k̂中的k̂时，î、ĵ与之垂直， 

Ck⃗⃗⃗(𝜓) = (
cos𝜓 − sin𝜓 0
sin𝜓 cos𝜓 0
0 0 1

) 

而 SO(3)群中元素进行的操作，说白了，就是将一个球面转到与其重合的另一个

位置，且不改变手性。从球心到球面上的三个向量在转动后夹角不变、手性不变。 

    由于这个原因，SO(3)群中的元素可以用欧拉角𝛼、β、γ来标记，记作𝑅(𝛼, 𝛽, 𝛾)。

这些欧拉角怎么定义呢？ 

    设Oxyz是三维欧式空间中固定的笛卡尔坐标系，𝑅(𝛼, 𝛽, 𝛾)是 SO(3)群中的元

素，它可以表示为三个连续转动的乘积。这三个连续转动的定义是： 

1. 先绕 z 轴转𝛼角，0 ≤ 𝛼 < 2π，此时坐标系由Oxyz变为Ox′y′z′； 

2. 再绕y⃗⃗′转𝛽角，0 ≤ 𝛽 ≤ π，此时Ox′y′z′变为Ox′′y′′z′′； 



  

3. 最后绕z⃗′′转𝛾角，0 ≤ 𝛾 < 2π，此时Ox′′y′′z′′变为Ox′′′y′′′z′′′。 

 

 

这三个合在一起，就意味着： 

𝑅(𝛼, 𝛽, 𝛾) = Cz⃗⃗′′(𝛾)Cy⃗⃗⃗′(𝛽)Cz⃗⃗(𝛼) 

    这里为什么要求0 ≤ 𝛼 < 2π、0 ≤ 𝛽 ≤ π、0 ≤ 𝛾 < 2π呢？大家可以想象一个

球，它有八个象限。𝛽这个转动的作用，是使得上面北半球中的任意一个点，可

以到达南半球。而𝛼、𝛾是使得南北半球内四个象限可以互换。所以𝛽从 0 到π就

够了，但为了北极点能到南极点，这个π是闭的。而𝛼、𝛾的2π开的就可以了。 

    除了这点，还有一点需要说明一下。就是𝛽 = 0的时候，𝛼 + 𝛾相同的操作对

应的是同一个 SO(3)群中的元素；当𝛽 = π时，𝛼 − 𝛾相同的操作对应同一个 SO(3)

群中的元素。这也就是说同一个类似的特殊转动，在使用欧拉角描述的时候，存

在多种欧拉角的组合对应同一个转动的情况。不过我们写成 SO(3)群的矩阵表示

的时候，这种多种组合的表示又会归一到同一个矩阵表示，这个一会儿我们会解

释。 

    这两点说明之后，我们就来看一下在使用欧拉角表示三维转动的时候，这个

表示矩阵应该是什么样子？我们取的基是î、ĵ、k̂，沿 x、y、z 方向。之前我们说
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了，R(α, β, γ) = Cz⃗⃗′′(γ)Cy⃗⃗⃗′(β)Cz⃗⃗(α)，因此要求𝑅(𝛼, 𝛽, 𝛾)，知道Cz⃗⃗′′(γ)、Cy⃗⃗⃗′(β)、

Cz⃗⃗(α)在î、ĵ、k̂下是什么就可以了。 

    这三个里面最简单的肯定是Cz⃗⃗(𝛼)，因为它是绕着k̂旋转 𝛼角的操作，在î、ĵ、

k̂下矩阵形式为： 

Cz⃗⃗(𝛼) = (
cos𝛼 − sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 1

) 

现在的任务就是要知道Cz⃗⃗′′(γ)、Cy⃗⃗⃗′(β)在î、ĵ、k̂下是什么？为了写出这两个矩阵，

我们先进行下面一个简短的讨论。之前做过，就是相似变换。有两组基

(e⃗⃗1, e⃗⃗2, ⋯ , e⃗⃗n)与(f⃗1, f⃗2, ⋯ , f⃗n)，我们把前者称为旧基B，后者称为新基B′，两者由： 

(f⃗1, f⃗2, ⋯ , f⃗n) = (e⃗⃗1, e⃗⃗2, ⋯ , e⃗⃗n)(P) 

联系起来。 

    对于一个线性变换 A，它在旧基B下的矩阵为[A]B与它在新基B′下的矩阵形

式[A]B′的关系就是： 

[A]B =  P[A]B′P
−1 

 

由这个关系我们知道转动Cy⃗⃗⃗′(β)在坐标系Ox′y′z′下的矩阵为： 

(
cos 𝛽 0 sin 𝛽
0 1 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽
) 

我们需要求出的，是它在Oxyz这个旧基下的表示。我们知道新基Ox′y′z′与旧基Oxyz

的联系，这个联系是： 

(î′, ĵ′, k̂′) = (î, ĵ, k̂) (
cos 𝛼 − sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 1

) 

套用上面的关系，Cy⃗⃗⃗′(β)在Oxyz中的表示就是： 



  

Cy⃗⃗⃗′(β) = (
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)(
cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β
)(

cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)

−1

 

    同理，Cz⃗⃗′′(γ)在Ox′′y′′z′′下的表示是： 

(
cos 𝛾 − sin 𝛾 0
sin 𝛾 cos 𝛾 0
0 0 1

) 

而Ox′′y′′z′′的基(î′′, ĵ′′, k̂′′)与Oxyz的基(î, ĵ, k̂)的联系是： 

(î′′, ĵ′′, k̂′′) = (î, ĵ, k̂) (
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)(
cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β
) 

这样的话Cz⃗⃗′′(γ)在Oxyz下的表示就是： 

Cz⃗⃗′′(γ) = (
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)(
cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β
)(

cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0
0 0 1

) 

(
cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β
)

−1

(
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)

−1

 

最后，Cz⃗⃗′′(γ)Cy⃗⃗⃗′(β)Cz⃗⃗(α)等于： 

(
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)(
cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β
)(

cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0
0 0 1

) 

(
cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β
)

−1

(
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)

−1

 

(
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)(
cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β
)(

cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)

−1

 

(
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

) 

= (
cos α − sin α 0
sin α cos α 0
0 0 1

)(
cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β
)(

cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0
0 0 1

) 

= (

cos α cos β cos γ − sin α sin γ − cos α cos β sin γ − sin α cos γ cos α sin β
sin α cos β cos γ + cos α sin γ − sin α cos β sin γ + cos α cos γ sin α sin β

− sin β cos γ sin β sin γ cos β
) 

 

    从这个矩阵形式，大家也可以很容易看出𝛽 = 0时，𝛼 + 𝛾相同对应同一转动；
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𝛽 = 𝜋时，𝛼 − 𝛾相同对应同一转动。 

    现在我们知道了 SO(3)群一个元素在三维实空间中用欧拉角是怎么描述的了。

在转动群这一章，最核心的一个地方，应该说是利用一个叫二维特殊酉群（SU(2)

群）与 SO(3)群的同态关系，来讨论 SO(3)群的不可约表示以及它在具体物理系

统中的应用。因此，在介绍完 SO(3)群的群元之后很自然的一个任务就是介绍这

个 SU(2)群，以及它与 SO(3)群的同态映射关系。 

    这个 SU(2)群叫二维特殊酉群，它是由行列式为 1 的二阶幺正矩阵组成的。

由这个条件，如果我们假设其中元素为： 

u = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) 

其中𝑎、𝑏、𝑐、𝑑 ∈ C（复数）。那么，由酉群这个限制，我们就会由： 

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑎∗ 𝑐∗

𝑏∗ 𝑑∗
) = E 

得到： 

𝑎𝑎∗ + 𝑏𝑏∗ = 1 

𝑐𝑐∗ + 𝑑𝑑∗ = 1 

𝑎𝑐∗ + 𝑏𝑑∗ = 0 

以及： 

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1 

四个独立的限制条件。 

    再由𝑎𝑐∗ + 𝑏𝑑∗ = 0，我们可得： 

𝑎∗𝑐 + 𝑏∗𝑑 = 0 

进而𝑑 = −𝑎∗𝑐/𝑏∗，代入𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1，有： 

−𝑎
𝑎∗𝑐

𝑏∗
− 𝑏𝑐 = −

(𝑎𝑎∗ + 𝑏𝑏∗)𝑐

𝑏∗
= −

𝑐

𝑏∗
= 1 

从而𝑐 = −𝑏∗。 

    这个条件，代入𝑑 = −𝑎∗𝑐/𝑏∗，又得：𝑑 = 𝑎∗。这样的话 u 这个矩阵就简化



  

为了： 

(
𝑎 𝑏
−𝑏∗ 𝑎∗

) 

其中𝑎𝑎∗ + 𝑏𝑏∗ = 1，a、b 为复数。 

    有这个条件限制的二维么模矩阵是否构成群呢？我们可以取任意的： 

u1 = (
𝑎1 𝑏1
−𝑏1

∗ 𝑎1
∗) 

u2 = (
𝑎2 𝑏2
−𝑏2

∗ 𝑎2
∗) 

那么： 

u1u2 = (
𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2

∗ 𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2
∗

−𝑎2𝑏1
∗ − 𝑎1

∗𝑏2
∗ 𝑎1

∗𝑎2
∗ − 𝑏1

∗𝑏2
) 

这个矩阵显然具有 u 的形式，同时|u1u2| = |u1||u2| = 1，所以具有封闭性。 

    除了封闭性，结合律自然成立，有单位矩阵，同时，酉矩阵的逆矩阵还是酉

矩阵（由u+u = E知，(u−1)+u−1 = uu−1 = E），因此所有二维幺模酉矩阵构成一

个群。这个群我们称为 SU(2)群（二维特殊酉群）。 

    现在讲完了 SO(3)群群元用欧拉角的表述方式，SU(2)群的特性。下一个任务

就是要说明这个 SU(2)群和 SO(3)群的关系。要理解它们之间的联系，其中最关

键的地方就是理解二阶零迹厄米矩阵𝜎与三维实空间中的向量r⃗的一一对应关系。

这个怎么理解呢？我们需要引入泡利矩阵（前面提到过）。 

    泡利矩阵，在量子力学里面大家都学过，有三个，分别是： 

σx = (
0 1
1 0

)、σy = (
0 −𝑖
𝑖 0

)、σz = (
1 0
0 −1

) 

它们都是二阶、零迹，且厄米的矩阵。同时，它们包含了二阶零迹厄米矩阵的所

有三个维度（零迹厄米，说明对角必须为实数，且合为零；而非对角要实部相等，

虚部相反）。 

    这也就意味这如果我们用实的展开系数把上面那三个泡利矩阵进行线性组
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合的话，我们可以建立一个二阶零迹厄米矩阵： 

h = 𝑥σx + 𝑦σy + 𝑧σz = r⃗ ∙ 𝜎⃗ = (
𝑧 𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 + 𝑖𝑦 −𝑧
) 

其中𝜎⃗ = σxî + σyĵ + σzk̂，与三维欧式空间中向量r⃗的一一对应关系。也就是说一

组 x、y、z 对应一个 h，也对应一个r⃗。 

    之后呢？对于由 x、y、z 对应的零迹厄米矩阵 h= r⃗ ∙ 𝜎⃗，它可以由我们前面

提到的二阶幺正矩阵 u 进行u(r⃗ ∙ 𝜎⃗)u−1这样一个相似变换。这个相似变换不改变

矩阵的迹，所以u(r⃗ ∙ 𝜎⃗)u−1仍然为零迹。同时，它的转置共轭是： 

[u(r⃗ ∙ 𝜎⃗)u−1]+ = (u−1)+(r⃗ ∙ 𝜎⃗)+u+ 

u 是幺正，u+ = u−1；r⃗ ∙ 𝜎⃗厄米，(r⃗ ∙ 𝜎⃗)+ = r⃗ ∙ 𝜎⃗，因此： 

[u(r⃗ ∙ 𝜎⃗)u−1]+ = u(r⃗ ∙ 𝜎⃗)u−1 

u(r⃗ ∙ 𝜎⃗)u−1仍然零迹厄米。 

    之前我们说过，零迹厄米矩阵可以与三维实空间中的一个向量联系起来，因

此我们可以记u(r⃗ ∙ σ⃗⃗⃗)u−1 = r⃗′ ∙ σ⃗⃗⃗。这也意味着u(r⃗ ∙ 𝜎⃗)u−1中的u，实际上对应的是

三维实空间的一个变换Ru，它的作用是：r⃗′ = Rur⃗。 

    由于 u 是由 a、b 决定的，Ru也是由 a、b 决定的。这个Ru的确定方式非常

简单，利用：u(r⃗ ∙ σ⃗⃗⃗)u−1 = r⃗′ ∙ σ⃗⃗⃗，知： 

(
𝑎 𝑏
−𝑏∗ 𝑎∗

) (
𝑧 𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 + 𝑖𝑦 −𝑧
) (
𝑎∗ −𝑏
𝑏∗ 𝑎

) = (
𝑧′ 𝑥′ − 𝑖𝑦′

𝑥′ + 𝑖𝑦′ −𝑧′
) 

而：(
𝑥′
𝑦′

𝑧′

) = Ru (
𝑥
𝑦
𝑧
)。因此，由上式决定的(

𝑥′
𝑦′

𝑧′

)与(
𝑥
𝑦
𝑧
)之间的关系，可知： 

Ru =

(

 
 

1

2
(𝑎2 + 𝑎∗2 − 𝑏2 − 𝑏∗2) −

𝑖

2
(𝑎2 − 𝑎∗2 + 𝑏2 − 𝑏∗2) −(𝑎𝑏 + 𝑎∗𝑏∗)

𝑖

2
(𝑎2 − 𝑎∗2 − 𝑏2 + 𝑏∗2)

1

2
(𝑎2 + 𝑎∗2 + 𝑏2 + 𝑏∗2) 𝑖(𝑎∗𝑏∗ − 𝑏𝑎)

𝑎∗𝑏 + 𝑏∗𝑎 𝑖(𝑎∗𝑏 − 𝑏∗𝑎) 𝑎𝑎∗ − 𝑏𝑏∗ )

 
 

 

    对这个Ru，有两点需要说明： 

1. 由于： 



  

|r⃗′ ∙ σ⃗⃗⃗| = (
z′ x′ − iy′

x′ + iy′ −z′
) = |u(r⃗ ∙ σ⃗⃗⃗)u−1| = |r⃗ ∙ σ⃗⃗⃗| = (

z x − iy
x + iy −z

) 

所以|r⃗′| = √(x′2 + y′2 + z′2) = √(x2 + y2 + z2) = |r⃗|。 

也就是说每个 SU(2)群中的 u，对应的Ru，属于 O(3)。 

2. 同时，由于Ru是 a、b 的连续函数，取 a=1、b=0，u 为单位矩阵，行列式为

1。而实正交矩阵的行列式只能为 1 或−1，这里已经有了它为 1 的情况，同

时它对 a、b 连续，不会出现从 1 到−1的跳跃。所以在实正交矩阵中，我们

进一步知道|Ru| = 1，也就是说它进一步属于 SO(3)。 

    这也就是说对任意 SU(2)群中的元素 u，都有一个 SO(3)群中的转动与之对

应。这个是我们说明 SU(2)与 SO(3)群同态对应关系成立的第一步。之后，我们

还需要说明乘法规律不变以及任意 SO(3)群中的元素都有 SU(2)群中的元素与之

对应才可以： 

1. 乘法规律不变。 

对∀u、v ∈ SU(2)，有 SO(3)群中的元素Ru、Rv与之对应，那么 uv 所对应的

三维实空间中的转动Ruv，是否等于RuRv？ 

我们已知： 

u(r⃗ ∙ 𝜎⃗)u−1 = r⃗′ ∙ 𝜎⃗ = Rur⃗ ∙ 𝜎⃗ 

v(r⃗ ∙ 𝜎⃗)v−1 = r⃗′′ ∙ 𝜎⃗ = Rvr⃗ ∙ 𝜎⃗ 

那么uv(r⃗ ∙ 𝜎⃗)(uv)−1一方面等于： 

uv(r⃗ ∙ 𝜎⃗)(uv)−1 = uv(r⃗ ∙ 𝜎⃗)v−1u−1 = u(Rvr⃗ ∙ 𝜎⃗)u
−1 = RuRvr⃗ ∙ 𝜎⃗ 

另一方面它又直接等于： 

uv(r⃗ ∙ 𝜎⃗)(uv)−1 = Ruvr⃗ ∙ 𝜎⃗ 

因此：RuRv = Ruv。 

2. 任何 SO(3)群中的元素都可以找到 SU(2)群中的元素与之对应（也就是满射）。 

由我们之前知道的 u 与Ru的对应关系，取： 
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u1(𝛼) = (e
−𝑖𝛼/2 0
0 e𝑖𝛼/2

) 

它对应： 

Ru1(𝛼) = (
cos 𝛼 − sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 1

) 

同样，取： 

v2(𝛽) = (
cos

𝛽

2
− sin

𝛽

2

sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

) 

它对应： 

Rv2(𝛽) = (
cos 𝛽 0 sin 𝛽
0 1 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽
) 

取： 

u1(𝛾) = (
e−𝑖𝛾/2 0
0 e𝑖𝛾/2

) 

Ru1(𝛾) = (
cos 𝛾 − sin 𝛾 0
sin 𝛾 cos 𝛾 0
0 0 1

) 

这样的话u1(𝛼)v2(𝛽)u1(𝛾)这个 SU(2)群中的元素，就会对应： 

(
cos 𝛼 − sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos𝛼 0
0 0 1

)(
cos 𝛽 0 sin 𝛽
0 1 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽
)(

cos 𝛾 − sin 𝛾 0
sin 𝛾 cos 𝛾 0
0 0 1

) 

这个 SO(3)群中的转动。而这里u1(𝛼)v2(𝛽)u1(𝛾)等于： 

(e
−𝑖𝛼/2 0
0 e𝑖𝛼/2

)(
cos

𝛽

2
− sin

𝛽

2

sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

)(e
−𝑖𝛾/2 0
0 e𝑖𝛾/2

)

= (
cos

𝛽

2
e−𝑖(𝛼+𝛾)/2 −sin

𝛽

2
e−𝑖(𝛼−𝛾)/2

sin
𝛽

2
e𝑖(𝛼−𝛾)/2 cos

𝛽

2
e𝑖(𝛼+𝛾)/2

) 

由于 SO(3)群中的任意一个转动都可以用一组欧拉角描述。同时需要说明的

是：在𝛽 = 0时，𝛼 + 𝛾相同的组合对应同一转动；𝛽 = π时，𝛼 − 𝛾相同的组合



  

对应同一转动这个性质在： 

(
cos

𝛽

2
e−𝑖(𝛼+𝛾)/2 −sin

𝛽

2
e−𝑖(𝛼−𝛾)/2

sin
𝛽

2
e𝑖(𝛼−𝛾)/2 cos

𝛽

2
e𝑖(𝛼+𝛾)/2

) 

这个公式中也有体现。 

结合这上面的三点（任意 SU(2)群元有 SO(3)群元与之对应，乘法关系不变，

满射），SU(2)与 SO(3)同态。其中的同态核是 SO(3)中的： 

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

对应的 SU(2)群中的元素。根据上面那个： 

(
cos 𝛼 − sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos𝛼 0
0 0 1

)(
cos 𝛽 0 sin 𝛽
0 1 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽
)(

cos 𝛾 − sin 𝛾 0
sin 𝛾 cos 𝛾 0
0 0 1

) 

与 

(
cos

𝛽

2
e−𝑖(𝛼+𝛾)/2 −sin

𝛽

2
e−𝑖(𝛼−𝛾)/2

sin
𝛽

2
e𝑖(𝛼−𝛾)/2 cos

𝛽

2
e𝑖(𝛼+𝛾)/2

) 

的对应关系，我们知道𝛼 + 𝛾 = 0，𝛽 = 0对应的 SO(3)群中元素是单位矩阵，SU(2)

群中元素也是单位矩阵。同时 SU(2)群中取𝛼 + 𝛾 = 2π，𝛽 = 0，元素为： 

(
−1 0
0 −1

) 

根据上面的对应关系，给出的 SO(3)群中的元素仍然为： 

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

这也说明同态核是： 

{(
1 0
0 1

)， (
−1 0
0 −1

)} 

再由同态核定理，同态核{E、-E}为 SU(2)群的不变子群，且其中任意一个陪

集{u、-u}对应 SO(3)群中的同一个转动Ru。（这个其实我们从最初Ru作为 a、b 函
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数的那个表达式也可以看出，a、b 同取负号，Ru不变） 

5.2SO(3)群与 SU(2)群的不可约表示 

    现在如果我们把第一节的内容做个总结的话，基本上是下面三句话： 

1. SU(2)群与 SO(3)群存在 2 对 1 的同态映射关系，SU(2)群的两个元素u与−u对

应 SO(3)群中的一个转动Ru； 

2. 如已知 SU(2)群中的元素u，可由Ru的表达式求出Ru； 

3. 如已知 SO(3)群中的元素R(α、β、γ)，也可由： 

(
cos 𝛼 − sin 𝛼 0
sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 1

)(
cos 𝛽 0 sin 𝛽
0 1 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽
)(

cos 𝛾 − sin 𝛾 0
sin 𝛾 cos 𝛾 0
0 0 1

) 

对应 

(
cos

𝛽

2
e−𝑖(𝛼+𝛾)/2 −sin

𝛽

2
e−𝑖(𝛼−𝛾)/2

sin
𝛽

2
e𝑖(𝛼−𝛾)/2 cos

𝛽

2
e𝑖(𝛼+𝛾)/2

) 

求出u与−u。 

在已知这个 SO(3)与 SU(2)的关系以后，下一个任务，很自然，就是求它们

的不等价、不可约表示。怎么求？这个其实是困扰了我好几年的一个问题，因为

不同的教材给出的做法不是很统一。我这里采取的是我认为最严格的一个做法，

follow 的是马中骐老师的那本英文版的教材。它的基本思路是这样的，我们要取

一个线性空间作为表示空间，这个线性空间我们记为ℒ j，它是一个函数空间。其

中的基为ψm
j (x⃗⃗)，其中x⃗⃗为 SU(2)群这个线性变换群所对应的线性空间中的向量，

由(
x1
x2
)表示。SU(2)群中的线性变换 u 作用到这个向量(

x1
x2
)上，得到新的向量(

x′1
x′2
)。

两者之间的联系是： 

(
x′1
x′2
) = u (

x1
x2
) = (

𝑎 𝑏
−𝑏∗ 𝑎∗

) (
x1
x2
) 



  

同时，既然我们说线性空间ℒ j由 j 来标识，那么对于一个特定的 j（非负整数或

半整数），就会存在不同ψm
j (x⃗⃗)，这些ψm

j (x⃗⃗)通过线性组合形成线性空间。这里，

我们取ψm
j (x⃗⃗)的形式为： 

ψm
j (x⃗⃗) = ψm

j
(x1，x2) =

(−1)𝑗−𝑚

√(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)!
x1
𝑗−𝑚

x2
𝑗+𝑚

 

m取值范围是从j逐次减一到−j。 

    这样根据前面讲的函数空间变换规则，u所对应的函数变换算符P̂u作用到

ψm
j
(x1，x2)上，结果应该是： 

P̂uψm
j (x⃗⃗) = ψm

j (u−1x⃗⃗) 

我们唯一需要做的，就是将ψm
j (u−1x⃗⃗)按∑ ψ

m′
j (x⃗⃗)m′ A

m′m

j
(u)展开来确定矩阵的列，

从而产生表示矩阵。其中m′、m 的取值是从 j 到− j，排列也是按这个来排列。 

    明确了这些，我们就按这个步骤来看 SU(2)群的元素 u 在线性空间ℒ j中的表

示矩阵是什么了？前面说过由于 SO(3)群中的转动与 SU(2)群中的元素{u、-u}的

对应关系，u 本身可以用欧拉角描述为： 

u = (
cos

𝛽

2
e−

𝑖(𝛼+𝛾)

2 −sin
𝛽

2
e−

𝑖(𝛼−𝛾)

2

sin
𝛽

2
e
𝑖(𝛼−𝛾)

2 cos
𝛽

2
e
𝑖(𝛼+𝛾)

2

) 

= (e
−𝑖𝛼/2 0
0 e𝑖𝛼/2

)(
cos

𝛽

2
− sin

𝛽

2

sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

)(e
−𝑖𝛾/2 0
0 e𝑖𝛾/2

) 

当 u 对应绕z 轴转𝛼角的转动R(α、0、0)时，u = (e
−𝑖𝛼/2 0
0 e𝑖𝛼/2

)。把u记为(e⃗⃗3，𝛼)，

这时， 

(e⃗⃗3，𝛼)
−1

= (e
𝑖𝛼

2 0

0 e−
𝑖𝛼

2

) 

对应的变换 
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P̂
(e⃗⃗3，𝛼)

ψm
j (x⃗⃗) = ψm

j
((e⃗⃗3，𝛼)

−1

x⃗⃗) = ψm
j
(e

𝑖𝛼

2 x1，e−
𝑖𝛼

2 x2) 

=
(−1)𝑗−𝑚

√(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)!
x1
𝑗−𝑚

x2
𝑗+𝑚

e−𝑖𝛼𝑚 = ψm
j
(x1，x2)e

−𝑖𝑚𝛼 = ψm
j (x⃗⃗)e−𝑖𝑚𝛼 

而P̂
(e⃗⃗3，𝛼)

ψm
j (x⃗⃗) = ∑ ψ

m′
j (x⃗⃗)m′ A

m′m

j
((e⃗⃗3，𝛼))，因此相应的A

m′m

j
((e⃗⃗3，𝛼))为： 

A
m′m

j
((e⃗⃗3，𝛼)) = δm′me

−𝑖𝑚𝛼 

    同样，对与(e
−
𝑖𝛾

2 0

0 e
𝑖𝛾

2

)这个绕 z 轴转𝛾的操作R(0、0、𝛾)，把u记为(e⃗⃗3，𝛾)，

也有： 

A
m′m

j
((e⃗⃗3，𝛾)) = δm′me

−𝑖𝑚𝛾 

 

    最后剩下的是对(
cos

𝛽

2
−sin

𝛽

2

sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

)这个绕 y 轴转𝛽角的操作R(0、𝛽、0)，把u

记为(e⃗⃗2，𝛽)，情况会稍微复杂些，因为： 

(e⃗⃗2，𝛽)
−1

= (
cos

𝛽

2
sin

𝛽

2

− sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

) 

这样的话 

P̂
(e⃗⃗2，𝛽)

ψm
j (x⃗⃗) = ψm

j
((e⃗⃗2，𝛽)

−1

x⃗⃗) 

= ψm
j
(cos

𝛽

2
x1 + sin

𝛽

2
x2，− sin

𝛽

2
x1 + cos

𝛽

2
x2) 

=
(−1)𝑗−𝑚

√(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)!
(cos

𝛽

2
x1 + sin

𝛽

2
x2)

𝑗−𝑚

(− sin
𝛽

2
x1 + cos

𝛽

2
x2)

𝑗+𝑚

 

    这时，利用： 

(x + y)𝑛 =∑
𝑛!

𝑟! (𝑛 − 𝑟)!
x𝑟y𝑛−𝑟

𝑛

𝑟=0

 

P̂
(e⃗⃗2，𝛽)

ψm
j (x⃗⃗)继续等于： 



  

(−1)𝑗−𝑚

√(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)!
{∑

(𝑗 − 𝑚)!

𝑟! (𝑗 − 𝑚 − 𝑟)!
(cos

𝛽

2
x1)

𝑗−𝑚−𝑟

(sin
𝛽

2
x2)

𝑟
𝑗−𝑚

𝑟=0

} 

{∑
(𝑗 + 𝑚)!

𝑟′! (𝑗 + 𝑚 − 𝑟′)!
(− sin

𝛽

2
x1)

𝑗+𝑚−𝑟′

(cos
𝛽

2
x2)

𝑟′
𝑗+𝑚

𝑟′=0

} 

= (−1)𝑗−𝑚 ∑ ∑
√(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)!

𝑟! (𝑗 − 𝑚 − 𝑟)! 𝑟 ′! (𝑗 + 𝑚 − 𝑟 ′)!

𝑗+𝑚

𝑟′=0

(cos
𝛽

2
)
𝑗−𝑚−𝑟+𝑟′

(sin
𝛽

2
)
𝑗+𝑚−𝑟′+𝑟

𝑗−𝑚

𝑟=0

 

(−1)𝑗+𝑚−𝑟
′
(x1)

2𝑗−𝑟−𝑟′(x2)
𝑟+𝑟′ 

令𝑚′ = 𝑟 + 𝑟′ − 𝑗，则x1
2𝑗−𝑟−𝑟′

x2
𝑟+𝑟′ = x1

𝑗−𝑚′

x2
𝑗+𝑚′

，𝑟′ = 𝑗 +𝑚′ − 𝑟，𝑗 + 𝑚 − 𝑟′ =

𝑗 +𝑚 − (𝑗 + 𝑚′ − 𝑟) = 𝑟 +𝑚 −𝑚′，进而上式继续等于： 

∑ ∑
√(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)! (𝑗 + 𝑚′)! (𝑗 − 𝑚′)!

𝑟! (𝑗 − 𝑚 − 𝑟)! (𝑗 + 𝑚′ − 𝑟)! (𝑟 + 𝑚 −𝑚′)!
(−1)𝑟

𝑗−𝑚

𝑟=0

(cos
𝛽

2
)
2𝑗−𝑚−2𝑟+𝑚′

(sin
𝛽

2
)
𝑚+2𝑟−𝑚′

−𝑗

𝑚′=𝑗

 

(−1)𝑗−𝑚′

√(𝑗 + 𝑚′)! (𝑗 − 𝑚′)!
x1
𝑗−𝑚′

x2
𝑗+𝑚′ 

= ∑ A
m′m

j
((e⃗⃗2，𝛽))ψm′

j (x⃗⃗)

−𝑗

𝑚′=𝑗

 

这个里面−1的指数从(𝑗 − 𝑚) + (𝑗 + 𝑚 − 𝑟′) = 2𝑗 − 𝑟′变为 𝑟 +  𝑗 − 𝑚′。这个变

化的原因是：𝑟′ = 𝑗 +𝑚′ − 𝑟，因此2𝑗 − 𝑟′ = 2𝑗 − (𝑗 + 𝑚′ − 𝑟) = 𝑟 +  𝑗 − 𝑚′。指

数不发生变化。 

    这个表达式中，A
m′m

j
((e⃗⃗2，𝛽))等于： 

∑
√(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)! (𝑗 + 𝑚′)! (𝑗 − 𝑚′)!

𝑟! (𝑗 − 𝑚 − 𝑟)! (𝑗 + 𝑚′ − 𝑟)! (𝑟 + 𝑚 −𝑚′)!
(−1)𝑟

𝑗−𝑚

𝑟=0

(cos
𝛽

2
)
2𝑗−𝑚−2𝑟+𝑚′

(sin
𝛽

2
)
𝑚+2𝑟−𝑚′

 

这里对加和指标𝑟的要求是： 

1. 𝑟 ≥ 0；2. 𝑟 ≤ 𝑗 − 𝑚；3. 𝑟 ≤ 𝑗 + 𝑚′；4. 𝑟 ≥ 𝑚′ − 𝑚。 

    而完整的一个 SU(2)群中的元素 
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u = (e
−𝑖𝛼/2 0
0 e𝑖𝛼/2

)(
cos

𝛽

2
− sin

𝛽

2

sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

)(e
−𝑖𝛾/2 0
0 e𝑖𝛾/2

) 

所对应的ℒ j中的变换矩阵就是： 

A
m′m

j
(𝛼，𝛽，𝛾) = {Aj ((e⃗⃗3，𝛼))Aj ((e⃗⃗2，𝛽))Aj ((e⃗⃗3，𝛾))}

m′m
 

= e−𝑖m′𝛼A
m′m

j
((e⃗⃗2，𝛽)) e−𝑖m𝛾 

这里，m′、m 的取值是从 j 到− j，排列也是按这个顺序来排列。 

    这里，当u变为−u时，表示矩阵要么不变，要么反号。怎么理解？我们分特

殊情况（三种）与一般情况展开讨论。 

    特 殊 情 况 一 ， (e
−
𝑖𝛼

2 0

0 e
𝑖𝛼

2

)与(e
−
𝑖𝛾

2 0

0 e
𝑖𝛾

2

)不 变 ，(
cos

𝛽

2
−sin

𝛽

2

sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

)变 成 了

−(
cos

𝛽

2
−sin

𝛽

2

sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

)。 这 时 ， 对 e−𝑖m′𝛼A
m′m

j
((e⃗⃗2，𝛽)) e−𝑖m𝛾 的 变 化 ， 关 键 看

A
m′m

j
((e⃗⃗2，𝛽))。由于2𝑗 − 𝑚 − 2𝑟 +𝑚′ +  𝑚 + 2𝑟 −𝑚′ = 2𝑗，因此，当𝑗为整数

时，这个表示为偶表示；当𝑗为半整数时，这个表示为奇表示。 

    特殊情况二和三，(e
−
𝑖𝛼

2 0

0 e
𝑖𝛼

2

)与(e
−
𝑖𝛾

2 0

0 e
𝑖𝛾

2

)中的一个反号，另一个不变，

(
cos

𝛽

2
−sin

𝛽

2

sin
𝛽

2
cos

𝛽

2

)不变。这时e−𝑖m′𝛼A
m′m

j
((e⃗⃗2，𝛽)) e−𝑖m𝛾的变化还是𝑗为整数时不

变，当𝑗为半整数时反号。 

    一般情况，u 变为− u不能分解为上面三项中一项反号。但这种情况可以通

过一个相似变换的方式和上面的特殊情况联系起来，ug = αusα
−1。ug代表一般

情况，us代表上面的特殊情况。ug变成−ug实际上是α(−us)α
−1。这时： 

A(−ug) = A(α(−us)α
−1) = A(α)A(−us)A(α)

−1 

这样，根据上面特殊情况同理。当𝑗为整数时，A(−us) = A(us)，因此A(−ug) =



  

A(ug)；当𝑗为半整数时，A(−us) = −A(us)，A(−ug) = −A(ug)。不管怎样，都是

当𝑗为整数时，表示为偶表示；当𝑗为半整数时，表示为奇表示。 

    下面看一下简单的几个具体情况中表示矩阵元是什么： 

1. 当𝑗 = 0时，这时𝑚与𝑚′只能为零，𝑟也只能为零，对应的基组就一个基函数，

是 1 这个常数，表示矩阵也是 1 阶的，为： 

A00
0 (𝛼，𝛽，𝛾) = 1 

一维恒等表示。 

2. 当𝑗 = 1/2时， 

第一个矩阵元： 

A
1/2,1/2

1

2 (𝛼，𝛽，𝛾) = cos
𝛽

2
e−

𝑖(𝛼+𝛾)

2  

这里𝑗 = 1/2、m = 1/2、m′ = 1/2，加和指标𝑟的要求是： 

1.  𝑟 ≥ 0；2. 𝑟 ≤ 𝑗 − 𝑚 = 0；3. 𝑟 ≤ 𝑗 + 𝑚′ = 1；4. 𝑟 ≥ 𝑚′ −𝑚 = 0，综合就

是𝑟 = 0。因此， 

A
1/2,1/2

1

2 (𝛼，𝛽，𝛾) = e−
𝑖𝛼

2 cos
𝛽

2
e−

𝑖𝛾

2 = cos
𝛽

2
e−

𝑖(𝛼+𝛾)

2  

 

第二个矩阵元：  

A1/2,− 1/2
1/2

(𝛼，𝛽，𝛾) = −sin
𝛽

2
e−

𝑖(𝛼−𝛾)

2  

这里𝑗 = 1/2、m = −1/2、m′ = 1/2，加和指标𝑟的要求是： 

1.  𝑟 ≥ 0；2. 𝑟 ≤ 𝑗 − 𝑚 = 1；3. 𝑟 ≤ 𝑗 + 𝑚′ = 1；4. 𝑟 ≥ 𝑚′ −𝑚 = 1，综合就

是𝑟 = 1。因此， 

A
1/2,− 1/2

1

2 (𝛼，𝛽，𝛾) = e−
𝑖𝛼

2 (− sin
𝛽

2
) e

𝑖𝛾

2 = −sin
𝛽

2
e−

𝑖(𝛼−𝛾)

2  

第三个矩阵元：  
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A−1/2,1/2
1/2

(𝛼，𝛽，𝛾) = sin
𝛽

2
e
𝑖(𝛼−𝛾)

2  

这里𝑗 = 1/2、m = 1/2、m′ = −1/2，加和指标𝑟的要求是： 

1.  𝑟 ≥ 0；2. 𝑟 ≤ 𝑗 − 𝑚 = 0；3. 𝑟 ≤ 𝑗 + 𝑚′ = 0；4. 𝑟 ≥ 𝑚′ −𝑚 = −1，综合

就是𝑟 = 0。因此， 

A
−1/2,1/2

1

2 (𝛼，𝛽，𝛾) = e
𝑖𝛼

2 sin
𝛽

2
e−

𝑖𝛾

2 = sin
𝛽

2
e
𝑖(𝛼−𝛾)

2  

第四个矩阵元：  

A−1/2,−1/2
1/2

(𝛼，𝛽，𝛾) = cos
𝛽

2
e
𝑖(𝛼+𝛾)

2  

这里𝑗 = 1/2、m = −1/2、m′ = −1/2，加和指标𝑟的要求是： 

1.  𝑟 ≥ 0；2. 𝑟 ≤ 𝑗 − 𝑚 = 1；3. 𝑟 ≤ 𝑗 + 𝑚′ = 0；4. 𝑟 ≥ 𝑚′ −𝑚 = 0，综合就

是𝑟 = 0。因此， 

A
−1/2,−1/2

1

2 (𝛼，𝛽，𝛾) = e−
𝑖𝛼

2 cos
𝛽

2
e−

𝑖𝛾

2 = cos
𝛽

2
e
𝑖(𝛼+𝛾)

2  

这四个矩阵元放在一起形成的矩阵是(
cos

𝛽

2
e−

𝑖(𝛼+𝛾)

2 −sin
𝛽

2
e−

𝑖(𝛼−𝛾)

2

sin
𝛽

2
e
𝑖(𝛼−𝛾)

2 cos
𝛽

2
e
𝑖(𝛼+𝛾)

2

)，刚好就

是 SU(2)这个群中的矩阵本身。 

3. 𝑗更大时，还是按照这个规则来，只是矩阵元的产生过程更复杂一些。 

    当𝑗走遍所有的正的整数与半整数时，Aj给出 SU(2)群的所有不等价、不可约

酉表示。 

    前面我们说过，前两节的核心任务是理解：1) SO(3)与 SU(2)群是什么，它们

有怎样的关系？2) SO(3)与 SU(2)群的不可约表示是什么？现在我们第一点是完

全知道了，第二点知道了 SU(2)群的不可约表示，还剩 SO(3)群的没有说。要说

这部分，用到的知识就是 SO(3)与 SU(2)群的关系。 

    我们分两个方面来理解这种关系。一方面，在 SU(2)群与 SO(3)群的对应上，



  

我们知道 SU(2)群中的u与−u都对应 SO(3)群中的转动Ru，对应关系基于欧拉角。

同时，在讲 SU(2)群的不可约表示A𝑗的时候，我们也说了当𝑗为整数的时候，有

A𝑗(u) = A𝑗(−u)，这也就意味着存在这样一个关系： 

 

也就是说当𝑗为整数时，A𝑗也是 SO(3)群的表示。同时当𝑗走遍所有整数的时候，

A𝑗给出所有 SO(3)群的不等价不可约酉表示。这样的话它们的不等价不可约表示

的情况就清楚了。 

5.3 双群与自旋半奇数粒子的旋量波函数 

    上面那些讨论给我们的信息里面，目前我们直接和真实的物理系统建立联系

的是 SO(3)群，它对应的物理系统是中心力场。如果我们只是为了这个目的，那

么我们可以去想一下，上面关于 SU(2)群的讨论有很多是不必要的，虽然我们利

用它给出了 SO(3)群的不可约表示A𝑗（𝑗为整数）。 

    为什么要对它进行这么多的讨论？应该说本质上的原因是 SU(2)可以描述一

个自旋 1/2 的费米子系统在转动操作下波函数的自旋部分变换的性质。其中最基

本的一个就是对这样一个系统，你在三维实空间转2π角的时候，它的波函数不回

到其本身，而是多了一个负号。其中，三维空间波函数回到了它本身，但电子自

旋内禀空间的并没有。与之相应，我们在描述这类系统时，也就不能用 SO(3)群

了，而是要用它的双群SOD(3)。同时，当系统的对称性由中心力场降低为分子或
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晶体中的点群的时候，我们描述它的对称性的工具，也不能是前面讲的点群了，

而是要用点群的双群。 

    在我们的日常的研究中，一个最常见的问题就是在考虑自旋轨道耦合的时候，

我们的能级或能带如何劈裂？下面，我们就会以这几个概念（SOD(3)、点群的双

群、旋轨耦合引起的能级劈裂）为重点，来讲一下前两节的内容在这类物理系统

中的应用。 

    先看 SO(3)群的双群SOD(3)。这里的基础是一个与上节最后相似的关系，不

过对应的是𝑗为半整数的情况。这个时候，由于A𝑗(−u) = −A𝑗(u)，这样A𝑗矩阵群、

SU(2)群、SO(3)群的关系就变成了这样： 

 

    这个时候一个 SO(3)群中的转动R(α, β, γ)会对应相差一个负号的两个 SU(2)

群中的元素u与−u，同样也对应相差一个负号的两个矩阵A𝑗(u)与A𝑗(−u) =

−A𝑗(u)。 

    如果我们把“表示”这个概念中“一个群元对应一个矩阵”弱化为“一个群

元对应相差一个负号的两个矩阵”；同时把保持乘法规则不变这个规定弱化为保

持乘法规则在相差一个负号的情况下不变，也就是：A𝑗(u1)A
𝑗(u2) = ±A

𝑗(u1u2)，

这时我们可以把A𝑗(u)，在𝑗为半整数时对 SO(3)群的表示称为一个双值表示。 

 



  

    这是处理 SO(3)群中的元素 u 与A𝑗(u)这个矩阵在𝑗为半整数时对应关系的一

种手段。和它差不多，我们还可以采取另外一个手段，就是利用 SO(3)群中元素

R(α, β, γ) = R(α+ 2π, β, γ)这样一个特征，把绕某轴转2π角的操作定义为一个新的

非恒等操作E̅。这个E̅ ≠ E，但E̅E̅ =E。这个时候，我们再把每个 SO(3)群中的元

素乘上E̅，得到一个新的元素集合，每个 SO(3)群中的元素都唯一的对应这个集

合中的元素。 

    现在把这个集合与 SO(3)放在一起，形成一个新的集合。这个新的集合，在

与 SO(3)群相同的乘法规则下，是形成一个群的。这个群，就与 SU(2)同构，相

应的，在𝑗为半整数时的矩阵群{A𝑗(u)}，也就很自然的形成了它的一个表示。 

    那么我们这里的处理是保持“表示”本身的定义不变，但是把 SO(3)群扩大

了一倍。这样形成的一个群，称为 SO(3)群的双群SOD(3)。也就是说为了描述前

面两个图的差别，我们可以做两个处理。一个是用双值表示这个概念，一个是用

双群。双值表示就是一个概念，很多教材会提到，但实用价值不大；双群的实用

价值很大。 

需要注意的是在我这个SOD(3)中，SO(3)群元素的结合形成一个子集，但它

不再是子群了。因为我规定转2π不等于不转，也就是我两个 SO(3)群中的元素，

各转3π/2，乘完的元素转3π，它就不属于 SO(3)这个集合了。也正是因为这个原

因，SOD(3)并不是 SO(3)与{E，E̅}的直积，相应的SOD(3)的表示就不再是 SO(3)

的表示乘上{E，E̅}的一维恒等于一维非恒等表示那么简单了。 

这样的一个双群，在物理系统中，具体对应电子的自旋态。我们学过量子力

学的都知道电子并不是一个简单的具有三个自由度的粒子，它还有一个自由度必

须有自旋来描述。自旋，按照曾谨言老师《量子力学》这本书第一册、第八章、
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第一小节、第三部分的第一段话，是这样描述的“自旋这个力学量虽然有角动量

的性质，但与轨道角动量不同，它并无经典对应（当ℏ趋紧于时，自旋效应自然

消失）。自旋的系统理论属于相对论量子力学的范围，它是电子场在空间转动下

的特性的反映。在非相对论量子力学中，可以唯象地根据实验上反映出来的自旋

的特点，选择适当的数学工具来描述它。”很惭愧我自己到现在都没有学过相对

论量子力学，就课程讲授而言，我们权且把自旋理解为这样一个东西：它是电子

的内禀属性；它有相应的角动量与磁矩；在任何一个方向，它都有两个分立的值。 

    由于自旋轨道耦合的原因，对一个单电子问题中的单电子，它的总的角动量

Ĵ，就是其轨道角动量L̂与自旋角动量Ŝ的矢量和： 

Ĵ = L̂ + Ŝ 

当我们选定一个特定轴（比如 z）的时候，电子本征态波函数是一个旋量波函数，

形式是： 

Ψ𝑗𝑚(r⃗, 𝑡) = (
Ψ𝑗𝑚(r⃗, ℏ/2, 𝑡)

Ψ𝑗𝑚(r⃗, −ℏ/2, 𝑡)
) 

其中Ψ𝑗𝑚(r⃗, ℏ/2, 𝑡)为该本征态自旋在 z 轴投影为ℏ/2的的空间依赖部分，

Ψ𝑗𝑚(r⃗, −ℏ/2, 𝑡)为该本征态自旋在 z 轴投影为−ℏ/2的空间依赖部分。 

    在该本征态下，系统自旋向上的几率为：∫|Ψ𝑗𝑚(r⃗, ℏ/2, 𝑡)|
2
𝑑r⃗，自旋向下的

几率为：∫|Ψ𝑗𝑚(r⃗, −ℏ/2, 𝑡)|
2
𝑑r⃗。总的波函数归一条件是：∫ [|Ψ𝑗𝑚(r⃗, ℏ/2, 𝑡)|

2
+

|Ψ𝑗𝑚(r⃗, −ℏ/2, 𝑡)|
2
] 𝑑r⃗ = 1 

    这里的两个好量子数是𝑗、𝑚，对应的力学量期待值是： 

Ĵ2Ψ𝑗𝑚 = 𝑗(𝑗 + 1)ℏ2Ψ𝑗𝑚 

Ĵ𝑧Ψ𝑗𝑚 = 𝑚ℏΨ𝑗𝑚 

Ĵ为总角动量，Ĵ𝑧为它在 z 方向的投影。就好量子数取值而言𝑗 = 1/2，3/2，5/2，



  

⋯；对一个特定的𝑗，𝑚 = −𝑗，− 𝑗 + 1，⋯，𝑗 − 1，𝑗。 

    对于这样一个旋量波函数，如果我们把一个绕 z 轴转动𝛼角的操作P̂z,𝛼 =

e−
𝑖

ℏ
𝛼Ĵ𝑧作用到它上面，效果就是： 

P̂z,𝛼Ψ𝑗𝑚(r⃗, 𝑡) = e−
𝑖

ℏ
𝛼Ĵ𝑧Ψ𝑗𝑚(r⃗, 𝑡) = e

−
𝑖

ℏ
𝛼𝑚ℏΨ𝑗𝑚(r⃗, 𝑡) = e

−𝑖𝛼𝑚Ψ𝑗𝑚(r⃗, 𝑡) 

由于𝑗为半奇数，𝑚也是半奇数。这也就意味着我系统转2𝜋角的时候，本征态波

函数反号。只有转4𝜋的时候才回到本身。这个就和 SO(3)群的双群SOD(3)就对应

起来了。 

    在不考虑自旋轨道耦合的时候，由于总的角动量为整数，所以转2𝜋角之后系

统到了本身。系统的对称性就是 SO(3)或点群，但考虑了自旋轨道耦合之后，由

于总自旋变为了半奇数，系统的对称性就变成了SOD(3)或双点群。相应，在本征

态标注的环节，在不考虑自旋轨道耦合的时候，系统的群要么是 SO(3)群，要么

是某个点群，它的本征态对应的是 SO(3)或者这个点群的不可约表示。在考虑了

自旋轨道耦合之后，由于SOD(3)并不是 SO(3)与{E，E̅}的直积，或者说点群双群

不是点群与{E，E̅}的直积，那么原来对应不可约表示的本征态现在对应的就不再

是不可约表示了，相应的能带或能级就会发生劈裂。 

在原子物理中，这种自旋轨道耦合效应带来的一个直接后果是在研究原子光

谱的时候，我们需要用总的角动量去理解这些原子谱。历史上，也正是由于要解

释这些原子光谱的需求，才导致了人们发现电子自旋这个内禀属性（Uhlenbeck，

Goudsmit，Kronig 这些人在薛定谔方程、狄拉克方程提出前的工作）。 

就我们利用这样一个对称性来理解物性而言，我这里举两个例子，就是晶体

里面考虑了自旋轨道耦合后，能带会发生怎样的变化？（这个你们以后都会遇到） 

例1. 系统本身是D2群，它有四个类，E、c2𝑥、c2𝑦、c2𝑧。对应 4 个一维不可约
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表示。对它的双群D2
D，由于E̅的引入，多了四个元素，现在八个元素是：

E、c2𝑥、c2𝑦、c2𝑧、E̅、E̅c2𝑥、E̅c2𝑦、E̅c2𝑧，这里E̅为绕 z 轴转2𝜋的操作。 

它们的阶是 1、4、4、4、2、4、4、4。 

 

对c2𝑧，它代表绕 z 轴逆时针转𝜋角的操作；E̅c2𝑧，代表绕 z 轴转3𝜋角的操

作，它们不相等。但是由于c2𝑥的存在，(c2𝑥)
−1E̅c2𝑧(c2𝑥)代表绕 z 轴负方

向转3𝜋，也就是 z 轴转𝜋的操作c2𝑧。即(c2𝑥)
−1E̅c2𝑧(c2𝑥) = c2𝑧，c2𝑧与E̅c2𝑧

同类。 

 

对c2𝑥，它代表绕 x 轴逆时针转𝜋角的操作；E̅c2𝑥，代表绕 x 轴转3𝜋角的操

作，它们不相等。注意，这个E̅我的严格的定义是绕某轴。这个“某”，我

是可以选取的。但是由于c2𝑧的存在，(c2𝑧)
−1E̅c2𝑥(c2𝑧)代表绕 x 轴负方向

转3𝜋，也就是 x 轴转𝜋的操作c2𝑥。即(c2𝑧)
−1E̅c2𝑥(c2𝑧) = c2𝑥，c2𝑥与E̅c2𝑥同

类。 

 

对c2𝑦、E̅c2𝑦，同理。这样我的D2
D就有五个类。{E}、{E̅}、{c2𝑥、E̅c2𝑥}、

{c2𝑦、E̅c2𝑦}、{c2𝑧、E̅c2𝑧}。相应于D2群的四个一维表示，D2
D的 Burnside

方程就是： 

12 + 12 + 12 + 12 + 22 = 8 

它就有四个一维不可约表示，一个二维不可约表示。 

 

D2群的特征标表是： 



  

 1{E} 1{c2𝑥} 1{c2𝑦} 
1{c2𝑧} 

A1 1 1 1 1 

A2 1 1 -1 -1 

A3 1 -1 1 -1 

A4 1 -1 -1 1 

D2
D群的特征标表是： 

 1{E} 1{E̅} 2{c2𝑥} 2{c2𝑦} 
2{c2𝑧} 

A1 1 1 1 1 1 

A2 1 1 1 -1 -1 

A3 1 1 -1 1 -1 

A4 1 1 -1 -1 1 

A5 2 -2 0 0 0 

现在考虑一个具有D2群对称性的晶体本征态，在引入自旋轨道耦合后的

能带变化情况。 

 

在引入旋轨耦合前，总体波函数的空间依赖部分是ψ(r)，对称群为D2，表

示是D2的A1到A4中间的一个，由于这些不可约表示是一维的，轨道部分是

单重态。而自旋部分，可容纳↑、↓两个态（自旋双重态），对称群是 SU(2)，

以↑、↓两个态为基，表示就是 SU(2)这个矩阵群，具体形式是： 

(
cos

𝛽

2
e−𝑖(𝛼+𝛾)/2 −sin

𝛽

2
e−𝑖(𝛼−𝛾)/2

sin
𝛽

2
e𝑖(𝛼−𝛾)/2 cos

𝛽

2
e𝑖(𝛼+𝛾)/2

) 

（请对照 SU(2)群那部分的讨论进行深入理解。比如为什么在那里用到

Pauli 矩阵？为什么用 u 表示对矩阵 h= r⃗ ∙ 𝜎⃗的相似变换？） 

 

要看考虑自旋轨耦合后的本征能级变化，说白了，就是做ψ(r)承载的D2的

不可约表示与电子自旋承载的 SU(2)群的二维不可约表示的直积，然后往
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D2
D的不可约表示上做投影即可。如ψ(r)承载的D2群的不可约表示是A1，

{E}、{E̅}、{c2𝑥、E̅c2𝑥}、{c2𝑦、E̅c2𝑦}、{c2𝑧、E̅c2𝑧}对应的D2群的特征标分

别是 1、1、1、1、1。而它们承载的 SU(2)群的不可约表示的特征标分别是

2、-2、0、0、0。这样的话直积表示的特征标就是 2、-2、0、0、0。这个

时候对应的情况是在考虑旋轨耦合之前，轨道部分承载D2的不可约表示

A1，自旋部分简并得坐着自旋向上、向下两个电子，考虑旋轨耦合之后，

这两个电子的本征态变成了D2
D的不可约表示A5所对应的本征态。对称性

也要进行相应的变化。 

 

如ψ(r)承载的D2群的不可约表示是A2，A3，或A4，{E}、{E̅}、{c2𝑥、E̅c2𝑥}、

{c2𝑦、E̅c2𝑦}、{c2𝑧、E̅c2𝑧}对应的D2群的特征标分别是 1、1、1、-1、-1，

1、1、-1、1、-1，或 1、1、-1、-1、1。而它们承载的 SU(2)群的不可约表

示的特征标还是 2、-2、0、0、0。这样的话直积表示的特征标也还是 2、

-2、0、0、0。对应的情况和上一段的讨论很类似，考虑旋轨耦合之前，轨

道部分承载D2的不可约表示A2、A3、或A4，自旋部分简并得坐着自旋向上、

向下两个电子，考虑旋轨耦合之后，这两个电子的本征态变成了D2
D的不可

约表示A5所对应的本征态。对称性也要进行相应的变化。还是二重简并，

但这个时候的那个态就不是自旋纯态了。 

    我们需要说明的是在上面的讨论中，由于c2𝑥的存在，使得c2𝑦与E̅c2𝑦、c2𝑧与

E̅c2𝑧成为同一类元素。由于c2𝑦的存在，使得c2𝑥与E̅c2𝑥也成为同一类元素。这些

元素同类的条件都是有一个二次轴与这个二次轴相互垂直。这个时候由于我们上

面的分析，每个二次转动与它乘上E̅之后形成的元素属于同一类。 



  

例2. 系统本身是D4群，它有五个类，{E}、{C4
1、C4

3}、{C4
2}、{C2

(1)
、C2

(3)
}、{C2

(2)
、

C2
(4)
}。对应 4 个一维不可约表示、1 个二维不可约表示。对它的双群D4

D，

由于E̅的引入，多了八个元素，现在 16 个元素。C4
1代表 z 轴正向逆时针转

π/2；E̅C4
3代表 z 轴正向逆时针转7π/2，相当于 z 轴反向逆时针转π/2，因

此C4
1与E̅C4

3同类。同理，C4
2与E̅C4

2一类；C4
3与E̅C4

1一类；C2
(1)

、E̅C2
(1)

、C2
(3)

、

E̅C2
(3)

一类；C2
(2)

、E̅C2
(2)

、C2
(4)

、E̅C2
(4)

一类。再加上{E}是一类，{E̅}是一类，

一共七类。 

例3. O 群有 24 个元素 5 个类：{E}、{3C4
2}、{6C4}、{6C2}、{8C3}。在加入了E̅

后，{E}、{6C4}、{8C3}都是在乘上E̅后，与原来{E}、{6C4}、{8C3}这个集

合进行重组，给出：{E}、{E̅}、{3C4、3E̅C4
3}、{3C4

3、3E̅C4}、{8C3}、{8E̅C3}

六个类。对{3C4
2}，由于这三个二次轴相互垂直，{3E̅C4

2}与它们同类，在OD

中，这个类是：{3C4
2、3E̅C4

2}。同样，{6C2}也是，在OD中，这个类是：

{6C2、6E̅C2}。 

 

综合起来，OD群就有 48 个元素，{E}、{3C4、3E̅C4
3}、{8C3}、{E̅}、

{3C4
3、3E̅C4}、{8E̅C3}、{3C4

2、3E̅C4
2}、{6C2、6E̅C2}八个类。 

对应的 Burnside 定理就是： 

12 + 12 + 22 + 32 + 32 + 22 + 22 + 42 = 48 

OD群的不可约表示特征标表是： 

 1{E} 1{E̅} 6{C4
2} 6{C4} 6{E̅C4} 12{C2} 8{C3} 8{E̅C3} 

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 
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Γ12 2 2 2 0 0 0 -1 -1 

Γ15′ 3 3 -1 1 1 -1 0 0 

Γ25′ 3 3 -1 -1 -1 1 0 0 

Γ6 2 -2 0 √2 −√2 0 1 -1 

Γ7 2 -2 0 −√2 √2 0 1 -1 

Γ8 4 -4 0 0 0 0 -1 1 

 

上面的讨论是对应纯转动点群，在考虑反演操作的时候，如考虑的非纯转

动点群包含 I 操作，那么对应的非纯转动点群的双群Oh
D的特征标表，按照

我们前面讲的，就是利用上个表格，与{E、I}的一维不可约表示做直积。 

相应的不可约表示的标识，也会由Γ1变成Γ1
+、Γ1

−这样的偶、奇宇称态。Γ2

变成Γ2
+、Γ2

−；Γ12变成Γ12
+ 、Γ12

− ，以此类推。 

 

如果不包含 I，就是利用同构关系依照某个纯转动点群双群的特征标表去

理解物性。 

 

这些是铺垫性讨论，现在回到能带与能级劈裂这个话题本身，还是刚才那

句话，在不考虑双群的时候，Oh不可约表示的每个维度可以坐两个电子；

而考虑了旋轨耦合带来的双群，Oh
D不可约表示的每个维度就坐一个电子。 

 

以我们之前讲过的原子轨道在晶格场中的劈裂作为例子。之前我们说过，

一个 3d 过渡金属原子，在一个具备Oh对称性的晶体中，d 轨道会劈裂为



  

Eg与T2g，这个 E 与 T 是对点群不可约表示的一种标识，对应二维与三维，

g 代表这个态是偶宇称的。 

 

有些文献上，在 Wigner 的标识习惯中，Eg与T2g会被写为Γ12
+ 与Γ25

+ 。Γ12
+ 是

个二维表示，上面坐四个电子，Γ25
+ 是个三维表示，上面坐六个电子。这

个只是一种习惯，没有什么复杂的。 

 

现在考虑自旋轨道耦合，Γ12
+ 与Γ25

+ 这两个态就会发生劈裂了。对于电子这

样的自旋 1/2 的费米子，它劈裂的规则是按上面讨论的，由这个自旋 1/2

费米子所对应 SU(2)群二维表示与Γ12
+ 、Γ25

+ 作直积，然后再往Oh
D的不可约

表示做直和分解得到了。 

 

结果，往往是这样的： 

 

这是一个例子。对于具有Oh点群对称性的晶体，它的能带在没有考虑旋轨

耦合的时候我们可以这样标识： 
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考虑了旋轨耦合以后，就会是： 

 

为什么这样？为简单起见，我们先忽略空间反演操作 I，解释为什么Γ25会

变成Γ7和Γ8的直和。之后 g、u（或者正、负）这些代表宇称的指标直接加

上就可以了。 



  

对于 O 群的Γ25的本征态，OD群的下面这些类的特征标分为： 

1{E} 1{E̅} 6{C4
2} 6{C4} 6{E̅C4} 12{C2} 8{C3} 8{E̅C3} 

3 3 -1 -1 -1 1 0 0 

这些类在自旋空间，SU(2)群的不可约表示下的特征标根据： 

(
cos

𝛽

2
e−𝑖(𝛼+𝛾)/2 −sin

𝛽

2
e−𝑖(𝛼−𝛾)/2

sin
𝛽

2
e𝑖(𝛼−𝛾)/2 cos

𝛽

2
e𝑖(𝛼+𝛾)/2

) 

又分别等于： 

1{E} 1{E̅} 6{C4
2} 6{C4} 6{E̅C4} 12{C2} 8{C3} 8{E̅C3} 

2 -2 0 
√2 −√2 

0 1 −1 

 

这两个表示做直乘，结果是： 

1{E} 1{E̅} 6{C4
2} 6{C4} 6{E̅C4} 12{C2} 8{C3} 8{E̅C3} 

6 -6 0 
−√2 √2 

0 0 0 

 

这个结果，刚好分解为下面两个OD群的不可约表示的直和： 

Γ7 2 -2 0 −√2 √2 0 1 -1 

Γ8 4 -4 0 0 0 0 -1 1 

 

因为这个原因，我们在文献中看到的就是前面介绍的东西。理解这些东西，

套路是用点群与自旋的 SU(2)做直积，然后往点群双群做分解。需要的就

是点群的特征标表与双群的特征标表。32 种晶体点群的特征标表我们在

附录 A 中给出，对应双群的请参考文献 [5, 22-24]。 

这些东西为什么重要？因为旋轨耦合是一种相对论效应，也是我们在研究电

子结构的时候非常关注的一个课题。大家去注意近期凝聚态物理的一些新的进展，
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比如拓扑绝缘体、Weyl Semimetal，旋轨耦合在里面都起了最为关键的作用。这

些问题应该说是近些年赋予了能带论很多新的内容，你们从事研究的时候很可能

触及，因为这个原因，我相信这些会对你们中的很多人挺有用的。以后具体做研

究的时候，更多细节需要你们在文献[5, 22-24]中挖掘。 

5.4 Clebsch-Gordan 系数 

C-G 系数这个概念最早是由两个德国数学家 Alfred Clebsh（1833-1872）与

Paul Gordan（1837-1912）提出。他们想解决的问题是两个球谐函数相乘后，如何

再用球谐函数进行加和展开?13 后来，人们发现它可以描述量子力学中的角动量

耦合。而这个物理问题的根，又是群论中的不可约表示直积与直和分解问题。因

为这个原因，这部分内容是《群论》课程需要介绍的。我们不展开，之说简单规

则，出于以后使用的时候方便的考虑。 

最典型的物理问题还是自旋轨道角动量耦合。比如轨道角动量为𝑗1，对应量

子力学本征态|𝑗1, 𝑚1⟩，其中𝑚1取值是−𝑗1到𝑗1；自旋角动量𝑗2，对应量子力学本

征态|𝑗2, 𝑚2⟩，其中𝑚2取值是−𝑗2到𝑗2。轨道部分的对称群是 SO(3)群，自旋部分

的对称群是 SU(2)群。前面已经讲过，当𝑗2是半整数的时候，考虑了旋轨耦合后

对称群变成了 SO(3)群的双群，与 SU(2)群同构。对应的不可约表示是 SU(2)群的

不可约表示中角动量是半整数的情况。当𝑗2是整数的时候，考虑了旋轨耦合后对

称群与 SO(3)群同构。对应的不可约表示是 SU(2)群的不可约表示中角动量是整

                                                             
13略作展开讨论：这是一个纯数学问题，他们两个人也是数学家。但德国科学在 19 世纪-20 世纪

的发展中，数学家、物理学家、化学家的交流使得科学在这个阶段产生了质变。Alfred Clebsh 除

了学术成就，1868 年他与数学物理学家 Carl Neumann（此诺伊曼的研究与磁通量单位的那个 Weber

和温度与熵的那个 Clausius 有交集，非我们更熟悉的那个量子力学的诺伊曼）一起建立的

Mathematische Annalen 杂志对后来的数学与物理发展很关键。Paul Gordan 被称为不变量理论之

王，他是雅可比的学生。C-G 系数这个早期数学上的处理，在量子力学发展起来之后，真正发挥

出了价值。 



  

数的情况。两者综合起来，对应的群论中的问题就是 SU(2)群的两个由𝑗1与𝑗2标

识的不可约表示在进行直积后，如何进行直和分解，分解为不同𝑗对应的 SU(2)群

不可约表示的直和？ 

空间分解情况很简单，由𝑗1标识的非耦合表象空间维度是2𝑗1 + 1，由𝑗2标识

的非耦合表象空间维度是2𝑗2 + 1。两者直积空间的维度是(2𝑗1 + 1) × (2𝑗2 + 1)。

耦合后，𝑗的取值从𝑗1 − 𝑗2到𝑗1 + 𝑗2，每个𝑗的维度是2𝑗 + 1，总维度数还是(2𝑗1 +

1) × (2𝑗2 + 1)。这个问题是一个从 (2𝑗1 + 1) × (2𝑗2 + 1)维空间向(2𝑗1 + 1) ×

(2𝑗2 + 1)维空间的约化，约化完了以后每个维度由𝑗、𝑚进行标识。我们需要知道

的，是|𝑗, 𝑚⟩这个本征态是怎么由|𝑗1, 𝑚1⟩与|𝑗2, 𝑚2⟩的乘积通过线性组合组成的？

这里要用到的式子很简单，就是： 

𝜓𝑗𝑚 = ∑ (
𝑗1 𝑗2
𝑚1 𝑚2

|
𝑗
𝑚
)𝜓𝑚1

𝑗1 𝜓𝑚2

𝑗2

𝑚1,𝑚2

 

其中(
𝑗1 𝑗2
𝑚1 𝑚2

|
𝑗
𝑚
)对𝑗2 = 1/2的形式最简单也最常用到，这里直接给出： 

(
𝑗1 1/2
𝑚1 𝑚2

|
𝑗
𝑚
) 

𝑗 𝑚1 = 1/2 𝑚2 = −1/2 

𝑗1 + 1/2 

(
𝑗1 +𝑚 +

1

2

2𝑗1 + 1
)

1

2

 (
𝑗1 −𝑚 +

1

2

2𝑗1 + 1
)

1

2

 

𝑗1 − 1/2 

−(
𝑗1 −𝑚 +

1

2

2𝑗1 + 1
)

1

2

 (
𝑗1 +𝑚 +

1

2

2𝑗1 + 1
)

1

2

 

对于𝑗2是整数或其它半整数的情况，请参考曾谨言老师《量子力学》第一卷第九

章。 
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第六章 置换群 

置换群之所以在物理中重要，一个重要的原因是真实的物理系统拥有这样的

对称性，比如全同粒子系统。另外，在置换理论发展过程中发展起来的杨算符方

法在近代物理的发展过程中也起到了非常重要的作用。与此同时，所有的有限群，

均同构于置换群的子群（第一章的凯莱定理）。结合这些，置换群是我们《群论

一》的重要组成部分。 

单单把这段的第一点展开，就可以牵扯出很多内容。最直接的一个，就是我

们前面讲到的点群与空间群、转动群描述的都是一个单粒子本征态的对称性；而

这里的置换群，其实描述的是一个由全同粒子构成的多体系统的对称性。以多电

子体系为例（这个电子体系可以是一个原子中多电子，也可以是分子或固体中多

电子体系），其多粒子本征态就需要用置换群的不可约表示来标识。类似研究在

1926 年薛定谔方程针对氢原子这个单电子体系提出之后一度是一个热点（量子

体系由单电子向多电子体系过渡再自然不过）。其中最直接的过渡就是除氢以外

的其它原子体系。类似体系既有完全转动群，又有我们这里要讲的置换群对称性。

到了上世纪 40 年代，人们在方面的研究又有了一些扩展，对象是晶体或者分子

配位场中的过渡金属原子。对称性由完全转动群下降为某点群，但置换对称性保

留。这方面的理论叫配位场理论 Ligand Field Theory（或称晶体场理论，Crystal Field 

Theory）[24]。再后来，凝聚态物理中的非线性光学问题与弹性理论发展过程中，

置换群理论也有一定程度的应用[5]。 

本课程中，我们如下四部分内容：1)n 阶置换群；2)杨盘及其引理；3)置换群

的不可约表示；4)多电子原子体系波函数。其中杨盘及其引理部分牵扯到许多证

明，由于时间限制，课上主要讲解这个证明的基本逻辑，具体证明过程也放在附



  

录 D 中。配位场理论感兴趣的同学可参考文献[24]，凝聚态体系非线性光学问题

与弹性理论中的置换可参考 Dresselhaus 教材第 18 章。 

最后要说明的一点是由于笔者的背景并不是理论物理，因此对置换群在粒子

物理中多粒子体系的应用没有什么体会，建议选修《群论二》的同学参考文献[6、

9、10、11、17]了解更多内容。 

6.1 n 阶置换群 

（首先是置换的定义） 

定义 6.1 将 n 个数字{1、2、⋯、n}的排列𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n（注意，是“排列”，

“组合”只有一个）映为排列𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n的操作，称为一个 n 阶置换，记为

s，s 的形式为： 

s = (
𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n

𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n
) 

这个置换干的事情，就是把𝑎1变为𝑏1，𝑎2变为𝑏2，⋯，𝑎n变为𝑏n。它取决于诸对

数码的对换，与诸对数码的排列顺序无关，比如： 

(
𝑎1，𝑎2，𝑎3，⋯，𝑎n

𝑏1，𝑏2，𝑏3，⋯，𝑏n
) = (

𝑎1，𝑎3，𝑎2，⋯，𝑎n

𝑏1，𝑏3，𝑏2，⋯，𝑏n
) 

只要配对相同即可。 

定义 6.2 置换群：定义两个置换 r、s 的乘积 rs 为先执行置换 s，再执行置换 r，

则在此乘法规则下所有的 n 阶置换的集合构成一个群，这个群就称为 n 阶置换

群或 n 阶对称群，记为Sn。 

在这个群中，单位元是恒等置换。对s = (
𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n

𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n
)，逆元为s−1 =

(
𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n

𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n
)。置换的乘法满足封闭性与结合律，Sn群的阶为 n！。 
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定义 6.3 轮换：一种特殊的置换(
𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m

𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒1
)称为轮换，记为(𝑒1，𝑒2，⋯，

𝑒m)，轮换数码的个数 m 称为轮换的阶。 

关于轮换，它的性质包括： 

1. 轮换内的数码作轮换，仍代表同一个轮换，即： 

(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m) = (𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒m，𝑒1) = (𝑒m，𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m−1) 

2. 两个轮换(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m)与(𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n)若没有公共数码，则称它们

相互独立，相互独立的轮换之间的乘法满足交换律，即： 

(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m)(𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n)

= (
𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m，𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n

𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒1，𝑓2，𝑓3，⋯，𝑓1
)

= (
𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n，𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m

𝑓2，𝑓3，⋯，𝑓1，𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒1
)

= (𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n)(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m) 

3. 任意的 n 阶置换总可以分别为相互独立的轮换的乘积，比如： 

(
1，2，3，4，5，6

4，2，6，5，1，3
) = (1，4，5)(2)(3，6) 

你要做的很简单，就是先盯上第一个数，看它变到几，再盯上那个数，依次

类推，这样总能找到一个轮换； 

在找到这个轮换之后，取不属于这个轮换的第一个数，重复上面操作。依次

类推。这样任何一个置换都可以分解为轮换的乘积。 

4. 轮换的逆，就是反过来，比如： 

(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m)
−1

= (𝑒m，𝑒m−1，⋯，𝑒1) 



  

5. 二阶轮换(𝑒1，𝑒2)称为对换，任意一个 m 阶轮换都可以写成m− 1个对换的

乘积。因为： 

(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m) = (
𝑒1，𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒m

𝑒2，𝑒3，𝑒4，⋯，𝑒1
) =

(

 
 
 

𝑒1，𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒m

𝑒2，𝑒1，𝑒3，⋯，𝑒m

𝑒2，𝑒1，𝑒3，⋯，𝑒m

𝑒2，𝑒3，𝑒4，⋯，𝑒1)

 
 
 

= (𝑒1，𝑒3，⋯，𝑒m)(𝑒1，𝑒2)

= (𝑒1，𝑒4，⋯，𝑒m)(𝑒1，𝑒3)(𝑒1，𝑒2) 

= ⋯ = (𝑒1，𝑒m)(𝑒1，𝑒m−1)⋯(𝑒1，𝑒3)(𝑒1，𝑒2) 

6. 上面的逻辑是一个任意置换可以写成轮换的乘积，而任意一个轮换可以写成

对换的乘积。但是在这个轮换分别为对换的过程中，对换的对象不一定是相

邻的数。针对这个，第 6 个性质说的是对∀(𝑒1，𝑒k)，有： 

(𝑒1，𝑒k) = (𝑒2，𝑒k)(𝑒1，𝑒2)(𝑒2，𝑒k) 

因为： 

(𝑒2，𝑒k)(𝑒1，𝑒2)(𝑒2，𝑒k) =

(

 
 
 
 
 
 

𝑒1，𝑒2，𝑒k

𝑒1，𝑒k，𝑒2

𝑒1，𝑒k，𝑒2

𝑒2，𝑒k，𝑒1

𝑒2，𝑒k，𝑒1

𝑒k，𝑒2，𝑒1)

 
 
 
 
 
 

= (
𝑒1，𝑒2，𝑒k

𝑒k，𝑒2，𝑒1
) = (𝑒1，𝑒k) 

 

这样一个性质，结合 3、5 两点，就一个把任意一个置换分解为相临对换的乘

积了。比如： 
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(
1，2，3，4

3，2，4，1
) = (1，3，4) = (1，4)(1，3)

= (2，4)(1，2)(2，4)(2，3)(1，2)(2，3)

= (3，4)(2，3)(3，4)(1，2)(3，4)(2，3)(3，4)(2，3)(1，2)(2，3) 

基于上面的介绍，我们可以给出这一部分的第一个定理。 

定理 6.1 具有相同轮换结构的置换构成置换群Sn的一个类。 

（相同的轮换结构这样的规定有两个意思，既指它们有相同个数的轮换因子，又

指各轮换因子中数码个数也完全相同） 

证明： 

（分两个方面，一是共轭的置换有相同的轮换结构；二是具有相同轮换结构的置

换共轭） 

1. 先证共轭置换有相同的轮换结构。取： 

∀s = (
1，2，⋯，n

𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n
) ∈ Sn 

由 ∀t ∈ Sn，可产生一个 s 的共轭置换， 

t = (
1，2，⋯，n

𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n
) 

为了求出tst−1是多少，我们把(1，2，⋯，n)重排为(𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n)，这样的

话 t 也可以写成： 

t = (
𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n

𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n
) 

同样，t−1也可以写为： 

(
𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n

𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n
) 

或 



  

(
𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n

1，2，⋯，n
) 

而tst−1就是： 

(

 
 
 
 
 
 

𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n

1，2，⋯，n

1，2，⋯，n

𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n

𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n

𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n )

 
 
 
 
 
 

= (
𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n

𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n
) 

这也就是说 s 的共轭元素tst−1是由 t 对 s 的上下两行(
1，2，⋯，n

𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n
)同时作置

换得到的。这里 t 既可以写成(
1，2，⋯，n

𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n
)对 s 上面那行操作，也可写成

(
𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n

𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n
)对 s 下面那行操作。 最终的结果是：(

𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n

𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n
)。 

 

现在假设 s 有 k 个独立的轮换因子，s = s1s2⋯sk，那么其共轭tst−1可写为：

ts1t
−1ts2t

−1⋯tskt
−1。对 s 的第 i 个轮换因子，我们看tsit

−1的效果： 

si = (𝑠1，𝑠2，⋯，𝑠m) = (
𝑠1，𝑠2，⋯，𝑠m，𝑠m+1，𝑠m+2，⋯，𝑠n

𝑠2，𝑠3，⋯，𝑠1，𝑠m+1，𝑠m+2，⋯，𝑠n
) 

任意取一个 t，它是： 

(
𝑠1，𝑠2，⋯，𝑠m，𝑠m+1，𝑠m+2，⋯，𝑠n

𝑡1，𝑡2，⋯，𝑡𝑚，𝑡m+1，𝑡m+2，⋯，𝑡n
) 

由置换与队的排列顺序无关这个特点，我们知道 t 也可写为： 

(
𝑠2，⋯，𝑠m，𝑠1，𝑠m+1，𝑠m+2，⋯，𝑠n

𝑡2，⋯，𝑡𝑚，𝑡1，𝑡m+1，𝑡m+2，⋯，𝑡n
) 
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这样的话，由*号讨论内容，tsit
−1就是利用上面两式对si的上下行分别进行置换，

也就是： 

(
𝑡1，𝑡2，⋯，𝑡𝑚，𝑡m+1，𝑡m+2，⋯，𝑡n

𝑡2，⋯，𝑡𝑚，𝑡1，𝑡m+1，𝑡m+2，⋯，𝑡n
) = (𝑡1，𝑡2，⋯，𝑡m) 

也就是说tsit
−1与si是同阶轮换。对其它轮换因子，做同样操作，依次类推，这样

ts1t
−1ts2t

−1⋯tskt
−1就与s1s2⋯sk有相同的轮换结构。也就是tst−1与 s 有相同的

轮换结构（共轭置换的轮换结构相同）。 

2. 现在看第二部分，具有相同轮换因子的置换共轭，取两个这样的置换： 

s = (𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n1)(𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n2)⋯(𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n𝑙) 

r = (𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n1)(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒n2)⋯(𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n𝑙) 

这个时候，一定∃t ∈ Sn， 

t = (
𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n1

𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n1
)(

𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n2

𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒n2
)⋯(

𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n𝑙

𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n𝑙
) 

使得： 

tst−1 =

(

 
 
 
 
 
 

𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n1，𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒n2，𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n𝑙

𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n1，𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n2，𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n𝑙

𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n1，𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n2，𝑐1，𝑐2，⋯，𝑐n𝑙

𝑎2，𝑎3，⋯，𝑎1，𝑏2，𝑏3，⋯，𝑏1，𝑐2，𝑐3，⋯，𝑐1

𝑎2，𝑎3，⋯，𝑎1，𝑏2，𝑏3，⋯，𝑏1，𝑐2，𝑐3，⋯，𝑐1

𝑑2，𝑑3，⋯，𝑑1，𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒1，𝑓2，𝑓3，⋯，𝑓1 )

 
 
 
 
 
 

= (
𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n1，𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒n2，𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n𝑙

𝑑2，𝑑3，⋯，𝑑1，𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒1，𝑓2，𝑓3，⋯，𝑓1
)

= (𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑n1)(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒n2)⋯ (𝑓1，𝑓2，⋯，𝑓n𝑙) = r 

具有相同轮结构的置换必共轭。 

结合这两点，我们现在就知道了置换群的类与轮换结构存在一一对应的关系。 

（证毕） 



  

这个性质是置换群的一个关键的性质。正是因为它的存在，我们才可以用杨

图（Young Diagram）来分析置换群。与这个性质相关的置换群的其它性质还包括： 

1. 可以由轮换分解来划分置换群的类别。这个很显然，因为每个置换都可以写

成轮换的乘积，而轮换结构与类之间存在一一对应的关系。 

这个轮换分解我们标记为：(𝛾)，(𝛾) = (1𝛾1，2𝛾2，3𝛾3，⋯，n𝛾n)，即该类中

有𝛾1个一阶轮换，𝛾2个二阶轮换，⋯，𝛾n个 n 阶轮换。 

且由于变换对象只有 n 个，所以： 

𝛾1 + 2𝛾2 +⋯+ n𝛾n = n 

这里𝛾1、𝛾2、⋯、𝛾n为非负整数。 

2.  Sn中类(𝛾)里的置换群元个数为： 

n!

(1𝛾1𝛾1!)(2𝛾2𝛾2!)⋯ (n𝛾n𝛾n!)
 

这是因为我们一共有 n 个空要去填，填法是n𝛾n种。但是对其中的一个 m 阶

轮换， 

(𝑒1，𝑒2，⋯，𝑒m) = (𝑒2，𝑒3，⋯，𝑒1) = ⋯ = (𝑒m，𝑒1，⋯，𝑒m−1) 

这 m 种填法代表同样的置换。这样如果有𝛾m个 m 阶置换的话，类似的重复

会出现m𝛾m次。 

同时对这𝛾m个 m 阶置换，由于它们没有公共因子，排列的前后顺序不影响结

果，类似重复又会出现𝛾m!次，所以上面的分母是那个样子。 

3. 根据这样一个轮换分解的标记(𝛾) = (1𝛾1，2𝛾2，3𝛾3，⋯，n𝛾n)，我们来定义

杨图，它的标记方式是：[𝜆] = [𝜆1，𝜆2，⋯，𝜆n]，其中： 

𝜆1 = 𝛾1 + 𝛾2 +⋯+ 𝛾n 

𝜆2 = 𝛾2 +⋯+ 𝛾n 

⋮ 

𝜆n = 𝛾n 
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这样的话𝜆n ≥ 𝜆n−1 ≥ ⋯ ≥ 𝜆1。且由： 

𝛾1 + 2𝛾2 +⋯+ n𝛾n = n 

我们知： 

𝜆1 + 𝜆2 +⋯+ 𝜆n = n 

4. 这样的话Sn的分类就可以用杨图来表示了。它就是 n 个小方格，排列方式为

第一行、第二行、⋯、第 n 行分别是𝜆1、𝜆2、⋯、𝜆n个小方格，它们的第一列

靠左对其。 

例：S3可由[𝜆]写成[3]、[2，1]、[1，1，1]。杨图为： 

 

对杨图而言，如果一个杨图可由另一个杨图通过转置得到，则称这两个杨图

共轭。如果一个杨图转置后不变，则称其自轭。杨图共轭与元素共轭是两回事。 

6.2 杨盘及其引理 

上一节我们讲的杨图，是针对置换群分类的一个工具。这节课我们要讲的杨

盘（Young Tableau），针对的是置换群的不等价不可约表示。 

其中最核心的地方，是杨盘定理。这个定理证明起来比较麻烦，有７个引理，

分别都需要证明。细走这些步骤，对于不学《群论二》的同学，更多的是时间上

的浪费。对于学《群论二》的同学，你们可参考附录中的内容进行理解。在课堂

上，我们着重于讲解几个重要的概念：1) 什么是杨盘？2) 什么是杨算符？3) 什



  

么是本质幂等元？4) 杨盘定理说的是什么？5)它是怎么证明的？下面，我们会根

据这个逻辑展开讲解。 

定义 6.4 杨盘：将数字 1、2、⋯、n 分别填到Sn的杨图的 n 个小方格中，得到的

就是杨盘（填完了数的杨图）。 

例：S6的杨图[3、2、1]的两个杨盘 Ta、Tb。 

 

由这个定义我们知道杨盘可以具有下面的性质： 

1. 由一个杨图可以得到 n！个杨盘； 

2. 一个杨盘中的数字可以由其行与列来确定； 

3. 同一个杨图的不同杨盘 Ta、Tb，可通过一个置换相互转换。将 Ta、Tb 中的数

按照从左到右，从上到下的顺序排成有序对𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n；𝑏1，𝑏2，⋯，

𝑏n。则杨盘 Ta 到杨盘 Tb 的置换为： 

s = (
𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎n

𝑏1，𝑏2，⋯，𝑏n
) 

以上图为例： 

s = (
1，2，5，3，4，6

1，4，6，5，2，3
) = (1)(2，4)(5，6，3) 

Tb = (1)(2，4)(5，6，3)Ta 

4. 由一个杨盘 T 可以定义行置换R(T)与列置换C(T)。 

R(T)是保持杨盘 T 的各行中的数字还在其相对行上的所有置换p̂的集合{p̂}； 

C(T)是保持杨盘 T 的各列中的数字还在其相对列上的所有置换q̂的集合{q̂}。 
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显然R(T)、C(T)都是Sn这个置换群的子群，他们有唯一的公共元素s0；若杨

盘 T 对应的杨图为[𝜆] = [𝜆1，𝜆2，⋯，𝜆n]，则R(T)的阶为：𝜆1! 𝜆2!⋯ 𝜆n!；

C(T)的阶为𝜆̃1! 𝜆̃2! ⋯ 𝜆̃n!，其中[𝜆̃] = [𝜆̃1，𝜆̃2，⋯，𝜆̃n]为杨图[𝜆]的共轭。 

5. 由行、列置换p̂、q̂可以定义两个算符P̂(T)与Q̂(T)： 

P̂(T) = ∑ p̂

p̂∈R(T)

 

Q̂(T) = ∑ 𝛿qq̂

q̂∈C(T)

 

其中𝛿q = 1如果q̂为偶置换，𝛿q = −1如果q̂为奇置换。这里偶置换与奇置换指

的是在置换本身化为对换的乘积后，对换的个数是偶数个还是奇数个？ 

举个例子，前面的杨盘 Ta。对它来说： 

R(Ta) =

{
 
 

 
 (1)，(1，2)，(1，5)，(2，5)，(1，2，5)，(1，5，2)；

(3，4)，(3，4)(1，2)，(3，4)(1，5)，(3，4)(2，5)，

(3，4)(1，2，5)，(3，4)(1，5，2) }
 
 

 
 

 

C(Ta) =

{
 
 

 
 (1)，(1，3)，(1，6)，(3，6)，(1，3，6)，(1，6，3)；

(2，4)，(2，4)(1，3)，(2，4)(1，6)，(2，4)(3，6)，

(2，4)(1，3，6)，(2，4)(1，6，3) }
 
 

 
 

 

而P̂(Ta)就是 R(Ta)中所有操作的和。Q̂(Ta)就是 C(Ta)中所有操作乘上它的奇

偶性的和。对(2，4)(1，3，6)这个操作而言，(1，3，6)是两个对换，(2，4)

是一个对换，所以总的对换数是 3，这个操作的奇偶性为奇。 

由这个P̂(T)与Q̂(T)的定义，我们知道它们是置换群中群元的线性组合，这个

很容易让我们联想到前面讲过的一个概念：群代数。后面，我们会通过杨算

符把P̂(T)、Q̂(T)与群代数联系起来。 

6. 杨盘所具备的最后一个性质是同一个杨图的不同杨盘，其对应的行置换群相



  

互同构，列置换群也相互同构。 

这个性质很直接，以： 

 

为例，R(Ta)、R(Tb)同构，C(Ta)、C(Tb)同构，看一下就知道了。 

有了杨图、杨盘这些概念，下一个是杨算符。 

定义 6.5 杨算符：它是杨盘 T 的算符P̂(T)与Q̂(T)的乘积，形式为： 

Ê(T) = P̂(T)Q̂(T) = ∑ ∑ 𝛿q
q̂∈C(T)

p̂q̂

p̂∈R(T)

 

显然杨算符是群空间RSn中的一个矢量。一个杨盘有一个杨算符。 

与杨算符相关的性质有很多，先说两个： 

1. 若p̂、p̂′ ∈ R(T)，q̂、q̂′ ∈ C(T)，且p̂q̂ = p̂′q̂′，则必有：p̂＝p̂′、q̂ = q̂′。这个

性质的证明用到的很重要的一点就是对R(T)、C(T)这两个这两个Sn的子群，

它们的交集只有单位元素s0，这样的话由p̂q̂ = p̂′q̂′可以得出：p̂′−1p̂ = q̂′q̂−1，

这个等式左边∈ R(T)，右边∈ C(T)，所以只能有p̂′−1p̂ = q̂′q̂−1 = s0，这样的

话就只能有：p̂＝p̂′、q̂ = q̂′。 

2. 同时由上面一点我们也很容易知道对Ê(T) = ∑ ∑ 𝛿qq̂∈C(T) p̂q̂p̂∈R(T) 的加和，一

定不会出现不同p̂、q̂产生相同的乘积，进而由于𝛿q的变号所带来的p̂q̂相互抵

消的情况。所以Ê(T)一定是非零的群空间中的向量。 

现在是讲完了杨图、杨盘、和杨算符的概念了。再说一个幂等元，我们就可

以把杨盘定理的内容讲出来了。这个幂等元，和之前讲的投影算符相关。 
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定义 6.6 幂等元：在群代数RG中，满足e⃗⃗2 = e⃗⃗的元素e⃗⃗，称为幂等元。而满足e⃗⃗2 =

𝜆e⃗⃗的元素e⃗⃗，称为本质幂等元。 

对本质幂等元，你可以这样理解：只要满足e⃗⃗2 = 𝜆e⃗⃗，那么这个e⃗⃗只要乘上一

个常数，它就是幂等元，或者说它本质上就是一个幂等元。而这个常数，是𝜆−1，

因为：(𝜆−1e⃗⃗)2 = 𝜆−2e⃗⃗2 = 𝜆−2𝜆e⃗⃗ = 𝜆−1e⃗⃗。 

现在看这个幂等元的定义是不是和前面讲的投影算符P̂i
2 = P̂i有相似的地方？

它们之间确实存在着重要的联系，这个联系是：群代数RG中左正则变换L(G)的群

不变的子空间及其投影算符与群代数RG中的幂等元一一对应。总结为下面一个

定理。 

定理 6.2 群代数RG中有多少个幂等元，群空间就有多少个对左正则变换不变的

子空间。相应的，就有多少个投影算符。 

要证明这个定理，需要另一个定理 6.3。这个定理比较好证，我们先证这个，然

后回到 6.2。 

定理 6.3 对群 G 在表示空间 V 上的表示A(g)，若 V 可分解为W1⨁W2⨁⋯⨁Wk这

k 个子空间的直和，则其中Wi为群不变的子空间的充要条件为Wi对应的投影算符

P̂i与任意一个 g 对应的A(g)互易，即A(g)P̂i = P̂i A(g)，对∀g ∈ G成立。 

证明： 

必要性，由Wi为群不变的子空间，推Wi对应的投影算符P̂i与任意一个 g 对应的 A(g)

互易。由于P̂i为Wi对应的投影算符，满足：P̂i
2
= P̂i，P̂iP̂j = 0（当i ≠ j），P̂iV = Wi，

P̂ix⃗⃗i = x⃗⃗i，所以： 

A(g)P̂ix⃗⃗i = A(g)x⃗⃗i = P̂iA(g)x⃗⃗i 

对∀x⃗⃗i成立。由于x⃗⃗i的任意性，A(g)P̂i = P̂i A(g)。 

充分性，若 V 上存在投影算符P̂i并且有：A(g)P̂i = P̂i A(g)，对∀g ∈ G成立，则对



  

∀x⃗⃗i ∈ Wi，由P̂ix⃗⃗i = x⃗⃗i，有： 

A(g)x⃗⃗i＝A(g)P̂ix⃗⃗i＝P̂i(A(g)x⃗⃗i) ∈ Wi 

所以Wi为群不变的子空间。 

（证毕） 

现在回到定理 6.2。 

证明： 

要证明在群代数RG中，幂等元与左正则变换不变子空间的一一对应关系，需要说

明两点： 

1. 若Wi = P̂iRG为正则变换 G 不变的子空间，则存在一个幂等元与之对应； 

2. 若有一个幂等元，则存在一个与之对应的 G 不变的RG的子空间与投影算符。 

先看第一点： 

有Wi = P̂iRG为正则变换 G 不变的子空间，P̂i为投影算符。这时，群代数RG中有

这样一个向量e⃗⃗i = P̂ig⃗⃗0（g⃗⃗0为RG中单位元素），这个向量是幂等元。 

为什么呢？这个就要用到我们刚才介绍的那个性质了。因为Wi为对左正则变换

L(G)而言是 G 不变的子空间，所以有L(g)P̂i = P̂iL(g)对∀g ∈ G成立，也就是gP̂i =

P̂ig对∀g ∈ G成立。 

这样的话对 

∀x⃗⃗ =∑𝑥kg⃗⃗k
k

∈ RG 

有 

P̂ix⃗⃗ = ∑𝑥kP̂ig⃗⃗k
k

g⃗⃗0 =∑𝑥k(P̂ig⃗⃗k)

k

(P̂ig⃗⃗0) =∑𝑥kg⃗⃗kP̂i
k

P̂ig⃗⃗0 =∑𝑥kg⃗⃗kP̂i
k

g⃗⃗0

=∑𝑥kg⃗⃗k
k

e⃗⃗i = x⃗⃗e⃗⃗i 
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（这里用到了P̂ig⃗⃗kg⃗⃗0 = (P̂ig⃗⃗k)(P̂ig⃗⃗0)也就是一个算符作用到了两个向量乘积上，

等于它分别作用到两个向量上，再做乘积。这个是算符操作的严格定义。就这一

章的内容而言，由于投影算符与幂等元对应，投影的方式也是群代数中的向量乘

法。P̂ig⃗⃗kg⃗⃗0也直接等于(P̂ig⃗⃗k)g⃗⃗0。在这一章里，两者等价。） 

由P̂ix⃗⃗ = x⃗⃗e⃗⃗i，进而 

P̂i
2x⃗⃗ = P̂iP̂ix⃗⃗ = P̂ix⃗⃗e⃗⃗i = (P̂ix⃗⃗)(P̂ie⃗⃗i) = x⃗⃗e⃗⃗i(P̂iP̂ig⃗⃗0) = x⃗⃗e⃗⃗i(P̂ig⃗⃗0) = x⃗⃗e⃗⃗ie⃗⃗i 

而P̂i为投影算符，P̂i
2 = P̂i，所以P̂i

2x⃗⃗ = P̂ix⃗⃗。这样就有： 

x⃗⃗e⃗⃗i = x⃗⃗e⃗⃗ie⃗⃗i 

对∀x⃗⃗ ∈ RG成立。这样的话： 

e⃗⃗i = e⃗⃗i
2 

对Wi = P̂iRG这个对正则变换 G 不变的子空间，我们就找到了与之对应的幂等元

e⃗⃗i，它等于P̂ig⃗⃗0。 

 

再看第二点： 

设e⃗⃗i ∈ RG为幂等元，要找与之对应的 G 不变的子空间以及相应的投影算符。 

定义算符 P̂i，为 P̂ix⃗⃗ = x⃗⃗e⃗⃗i， e⃗⃗i就是我们已知的幂等元， x⃗⃗为RG中任意向量。

由这个定义，知： 

P̂i
2x⃗⃗ = P̂i(P̂ix⃗⃗) = P̂ix⃗⃗e⃗⃗i = (P̂ix⃗⃗)(P̂ie⃗⃗i) = (P̂ix⃗⃗)(e⃗⃗ie⃗⃗i) = (P̂ix⃗⃗)e⃗⃗i = x⃗⃗e⃗⃗ie⃗⃗i = x⃗⃗e⃗⃗i = P̂ix⃗⃗ 

对∀x⃗⃗ ∈ RG成立。因此P̂i
2 = P̂i，P̂i为投影算符。 

这个P̂i作用到群代数上形成的子空间是 G 不变的子空间。这个好证，因为对任意

置换群群元g⃗⃗k，有： 

P̂ig⃗⃗kx⃗⃗ = g⃗⃗kx⃗⃗e⃗⃗i 

而g⃗⃗kP̂ix⃗⃗ = g⃗⃗kx⃗⃗e⃗⃗i。因此P̂ig⃗⃗kx⃗⃗ = g⃗⃗kP̂ix⃗⃗对任意x⃗⃗成立，P̂ig⃗⃗k = g⃗⃗kP̂i。再由定理 6.2，知



  

P̂i作用到群代数上形成的子空间是 G 不变的子空间。这个与P̂i是投影算符合在一

起，就是我们前面说的第二个方面。 

两个方面都证完了，自然就有群代数RG对左正则表示 G 不变的子空间及其投影

算符与群代数RG中的幂等元一一对应。 

（证毕） 

这里这个幂等元是：P̂ig⃗⃗0。我们要求P̂iRG为 G 不变的RG的子空间，并不要求

它承载不可约表示。也就是说它承载表示，但这个表示不一定不可约，幂等元与

表示对应，不一定与不可约表示对应。 

与不可约表示对应的幂等元称为本原幂等元。它的特点是它对应的群代数中

群不变的子空间，为不可约的群不变的子空间。换句话说，它是最基本的，“本

原”的。幂等元与RG的 G 不变的子空间对应，本原幂等元与RG的 G 不变的不可

约的子空间对应。本原是其中最小的部分。 

现在这些概念的积累说完了，我们看杨盘定理说的是什么？实际上，它是用

7 个引理来说明三句话。 

定理 6.4（杨盘定理） 

1. 杨盘 T 的杨算符Ê(T)可给出置换群群空间RSn中的一个本原幂等元Ê(T)/θ，

其中θ为一个常数。也就是说一个杨盘给出置换群在其群空间RSn中的一个不

可约表示； 

2. 同一个杨图的不同杨盘给出的不可约表示相互等价； 

3. 不同杨图给出的不可约表示不等价。 

这七个引理分别是： 

引理 6.1 设T、T′是由置换 r 联系起来的杨盘，T′ = r T，如果置换 s 作用在T
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上，使得T(i，j)数字变到sT中的(i′， j′)处，则s′ = rsr−1也会使得T′(i，j)中的数

字变到s′T′的(i′， j′)处。 

 

用图来理解，这个引理说的就是： 

 

其中， 

r = (
1，2，3，4，5，6

1，5，3，2，4，6
) 

s = (
1，2，3，4，5，6

1，3，2，4，5，6
) 

rsr−1 = (
1，5，3，2，4，6

1，3，5，2，4，6
) 

而rsr−1T′，等于： 

 

s干的事情，是将 T 的 2、3 互换；s′干的事情，是将T′的 3、5 互换。2、3 在 T 中



  

的位置，和 3、5 在T′中的位置，是相同的。 

由这个引理，我们还可以知道： 

T′ = rT时，有R(T′) = rR(T)r−1，C(T′) = rC(T)r−1，P̂(T′) = rP̂(T)r−1，Q̂(T′) =

rQ̂(T)r−1，Ê(T′) = rÊ(T)r−1。 

这些引理（到 6.7）与性质的详细证明，均见附录。 

引理 6.2 设p̂、q̂是杨盘 T 的行、列置换，则 T 中位于同一行的任意两个数字不

可能出现在T′ = p̂q̂T的同一列中；反之，若T′ = rT时，T 中位于同一行的任意两

个数字都不出现在T′的同一列中，则杨盘 T 存在行、列置换p̂、q̂，使r = p̂q̂。 

这两个引理，说的都是同一杨图的不同杨盘的性质，结合杨盘定理本身内容，

我们知道它们是在后面说明同一个杨图的不同杨盘给出的不可约表示等价的时

候会有用。 

引理 6.4 设杨盘T和T′分别属于杨图[λ]、[λ′]，且[λ]>[λ′] 

（这里，[λ]>[λ′]是指[𝜆] = [𝜆1，𝜆2，⋯，𝜆n]，[𝜆′] = [𝜆′1，𝜆′2，⋯，𝜆′n]，第一

个不等于零的𝜆𝑖 − 𝜆′𝑖，一定满足𝜆𝑖 > 𝜆′𝑖，比如： 

） 

则存在两个数码位于T的同一行与T′的同一列。 

引理 6.4 若有两个数字，位于杨盘T的同一行与杨盘T′的同一列，则它们的杨算

符Ê(T′)Ê(T) = 0。 

（这两个引理对应两个不同杨图的杨盘的性质，它们的杨算符Ê(T′)Ê(T) = 0。这
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个我们把它放到杨盘定理全部内容的背景下，说的就是不同杨图的杨盘给出的杨

算符对应的群空间中的子空间相互正交。相应，它们的不可约表示相互不等价。） 

 

引理 6.5 设置换群Sn的群代数RSn中的矢量x⃗⃗ = ∑ xnss∈Sn ，T为Sn的杨盘。若∀p̂ ∈

R(T)，∀q̂ ∈ C(T)，p̂x⃗⃗q̂ = δq x⃗⃗，则x⃗⃗与T盘的杨算符Ê(T)相差一个常数因子，即x⃗⃗ =

θÊ(T)，常数θ与x⃗⃗有关。 

 

引理 6.6 杨盘T的杨算符Ê(T)是置换群Sn的群代数RSn中的一个本质的本原幂等

元，不变子空间RSnÊ(T)是置换群Sn的一个不可约表示的表示空间，其维数是

n！的因子。 

这两个引理很明显 6.6 是重点，6.5 是为了证 6.6，而引理 6.6 说的就是杨盘

定理的前半部分，杨盘T的杨算符Ê(T)是其置换群群代数的本质的本原幂等元，

RSnÊ(T)给出置换群Sn的一个不可约表示。 

而引理 6.1 到 6.4，合在一起，是为了说明杨盘定理的后半部分。我们把这个

后半部分归纳为引理 6.7。 

引理 6.7 置换群Sn的同一个杨图的不同杨盘，给出的不可约表示是等价的，不同

杨盘给出的该置换群的不等价、不可约的表示。 

引理 6.6 加上引理 6.7，就给出了杨盘定理。再结合杨图个数等于置换群类的

个数进而等于不等价不可约表示数，我们就最终这一部分要传达的信息归结为下

面三句： 

1. 一个置换群的不等价、不可约表示数等于其杨图的个数； 

2. 从一个杨图，我们可以基于其杨盘来求置换群的不可约表示； 

3. 因为一个杨图的杨盘有很多，这个不可约表示有很多的等价形式。 



  

具体怎么求这个不等价、不可约表示？操作过程中需要再理解一个定义，一

个定理。 

定义 6.7 （标准盘，Standard Young Tableau）杨盘中，每行、每列，数字从左到

右，从上到下都是逐渐增加的盘，就叫标准盘。 

以三阶循环群为例，杨图有： 

 

它们的标准盘有： 

 

定理 6.5 杨图[λ]对应的不可约表示的维度，等于其标准盘的个数14。 

以上面的三阶置换群为例，三个杨图所对应的不可约表示的维度，分别是 1、

2、1。它们的平方和刚好满足 Burnside 定理。 

定义 6.8 （标准盘，Normal Tableau）杨盘中，数字从左到右、从上到下都是逐渐

增加的盘，就叫标准盘。 

 

还以这个为例，杨图[2，1]的不可约表示怎么求呢？我们从标准盘 

                                                             
14一个杨图可以容纳的杨盘的个数是n!，其中标准盘的个数等于其对应的不可约表示的维度。 
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出发，它所对应的R(T)、C(T)分别是： 

R(T) = {(1)、(1，2)} 

C(T) = {(1)、(1，3)} 

杨算符： 

Ê(T) = {(1) + (1，2)} {(1) − (1，3)} 

= (1) + (1，2) − (1，3) − (1，2)(1，3) 

= (1) + (1，2) − (1，3) − (1，3，2) 

不可约表示空间为RS3Ê(T)，维度是 2。因此，我们要确定它的两个基，再作表示

矩阵。如何确定这两个基呢？我们可以做： 

(1)Ê(T) = (1) + (1，2) − (1，3) − (1，3，2) = Ê(T) 

 

(1，2)Ê(T) = (1，2) {(1) + (1，2) − (1，3) − (1，3，2)} 

= (1，2) + (1) − (1，2)(1，3) − (1，2)(1，3，2) 

= (1，2) + (1) − (1，3，2) − (1，3) = Ê(T) 

 

(1，3)Ê(T) = (1，3) {(1) + (1，2) − (1，3) − (1，3，2)} 

= (1，3) + (1，2，3) − (1) − (2，3) 

 

(2，3)Ê(T) = (2，3) {(1) + (1，2) − (1，3) − (1，3，2)} 

= (2，3) + (2，3)(2，1) − (2，3)(1，3) − (2，3)(1，2)(1，3) 



  

= (2，3) + (2，1，3) − (3，2)(3，1) − (2，3)(2，1)(1，3) 

= (2，3) + (1，3，2) − (3，1，2) − (2，1，3)(1，3) 

= (2，3) + (1，3，2) − (1，2，3) − (1，3，2)(1，3) 

= (2，3) + (1，3，2) − (1，2，3) − (1，2)(1，3)(1，3) 

= (2，3) + (1，3，2) − (1，2，3) − (1，2) 

= −{(1) + (1，2) − (1，3) − (1，3，2)} 

−{(1，3) + (1，2，3) − (1) − (2，3)} 

= −Ê(T) − (1，3)Ê(T) 

 

(1，2，3)Ê(T) = (1，3)(1，2)Ê(T) = (1，3)Ê(T) 

 

(1，3，2)Ê(T) = (2，1，3)Ê(T) 

= (2，3)(2，1)Ê(T) 

= (2，3)(1，2)Ê(T) 

= (2，3)Ê(T) 

= −Ê(T) − (1，3)Ê(T) 

因此RS3Ê(T)的两个基是：Ê(T)、(1，3)Ê(T)。以它们为基，我们可求出这个三

阶置换群的表示矩阵。以群元(1，3，2)为例： 

(1，3，2)Ê(T) = −Ê(T) − (1，3)Ê(T) 

(1，3，2)(1，3)Ê(T) = (1，2)(1，3)(1，3)Ê(T) 

= (1，2)Ê(T) = Ê(T) 

因此表示矩阵为： 
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(
−1 1
−1 0

) 

其它群元的表示矩阵求法类似。 

6.3 多电子原子本征态波函数 

现在开始基于前面的置换群基础理论讲应用。具体例子是置换对称性允许的

全同粒子体系（比如𝑛个电子）本征态波函数。 

我们用到的例子是多电子原子的本征态。在这个例子中，除了电子置换对称

性，系统对称性还包含：1. 原子体系本身的SO(3)对称性、2. 电子自旋的SU(2)

对称性。讨论中，我们会先从置换群对称性出发，推出的承载置换群不可约表示

的多体波函数。这个多体波函数不一定会同时承载SO(3)与SU(2)的不可约表示。

但由于此类系统同时具备这三种对称性，由置换群对称性推出的承载置换群不可

约表示的波函数在进行线性组合后，也可构成同时承载SO(3)与SU(2)的不可约表

示形式。这种组合对两电子体系很简单，但对更多电子体系会比较麻烦。因此，

在两电子体系的讨论中，我们会详细说明在得到置换群的不可约表示本征态后如

何线性组合同时得到SO(3)与SU(2)群的不可约表示。在三电子及以上电子数的例

子中，由于这节的主要内容是置换群，我们会将讨论重点放在置换对称性，不针

对SO(3)与SU(2)群的不可约表示进行特殊讨论。 

这里要用到的群论知识主要是一个 n 阶置换群（群元个数是n!）根据 Burnside

定理得到的各不等价、不可约表示的维度以及各个置换群的特征标表，用我们本

章前一节的内容可以求得，但过程会很复杂。这一节，我们用到的时候会把它们

当作已知条件给出。 

群 类数 n! =∑ 𝑙𝑖
2

𝑖
 

S1 1 1! = 1 = 12 



  

S2 2 2! = 2 = 12 + 12 

S3 3 3! = 6 = 12 + 12 + 22 

S4 5 4! = 24 = 12 + 12 + 22 + 32 + 32 

S5 7 5! = 120 = 12 + 12 + 42 + 42 + 52 + 52 + 62 

S6 11 6! = 720 = 12 + 12 + 52 + 52 + 52 + 52 + 92 + 92 + 102 + 102

+ 162 

S7 15 7! = 5040 = 12 + 12 + 62 + 62 + 142 + 142 + 142 + 142 + 152

+ 152 + 212 + 212 + 352 + 352 + 202 

S8 22 8! = 40320 = 12 + 12 + 72 + 72 + 142 + 142 + 202 + 202 + 212

+ 212 + 282 + 282 + 352 + 352 + 562 + 562 + 642

+ 642 + 702 + 702 + 422 + 902 

⋯ ⋯ ⋯ 

表 6.1 置换群不等价、不可约表示维度 

同时，对两电子体系，在考虑SO(3)与SU(2)对称性的时候我们还会用到上一章最

后一节的一些内容（具体而言就是 C-G 系数，其对应的物理问题是角动量耦合）。

但前面说过，这一节重点讨论的是置换对称性，SO(3)与SU(2)对称性也只是在方

便讨论的时候详细讨论。 

上面是对要用到的群论知识的简单介绍。除此之外，在本节的讨论中还有两

点需要说明。第一点是在本节描述多电子波函数的时候，我们把它描述为无相互

作用的多体系统。也就是说我们用下面的单体哈密顿量： 

Ĥ(𝑥⃗𝑖) =
𝑝̂𝑖
2

2m
+ V(𝑥⃗𝑖) 

确定单电子态𝜓0(𝑥⃗𝑖)、𝜓1(𝑥⃗𝑖)、⋯。其中𝑥⃗𝑖是第 i 个电子的坐标，包含空间部分

（𝑟𝑖，三个连续分量）与自旋部分（两个状态α或β，也就是自旋向上↑或自旋向下

↓两个分立值）。电子之间由于其全同性，允许交换。同时，电子是费米子，其波

函数必须交换反对称。我们会根据这个限制，说明在一个无相互作用的 n 电子系

统中，其 n 阶置换群的对称性会允许或禁止什么样的多体波函数存在？ 

除了上面提到的第一点说明，第二点是电子的空间坐标与自旋坐标严格意义
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上有耦合。为简单起见，我们忽略旋轨耦合，将多电子波函数的自旋部分与轨道

部分分开处理。也就是说电子间的轨道角动量𝑙𝑖耦合为𝐿⃗⃗ = ∑ 𝑙𝑖
n
𝑖=1 ，自旋角动量𝑠𝑖

耦合为𝑆 = ∑ 𝑠𝑖
n
𝑖=1 ，但𝐿⃗⃗与𝑆之间的耦合我们不考虑，在此基础上讨论置换。在粒

子物理的很多例子中，人们也会采用类似处理，把自由度分开。先讨论各个自由

度本身的置换对称性，然后合在一起让其满足玻色子或费米子的性质要求。最典

型的一个粒子就是标准模型中人们对∆++重子（Baryon）的描述。它是一个自旋

3/2 粒子，由三个夸克（Quark）组成。三个夸克排列一样，自旋部分交换对称。

同时，它的空间部分与味（Flavor）部分也交换对称。如果只有这三个自由度的

话，就和它本身的费米子属性矛盾了。这个问题在上世纪 60 年代曾经困扰了人

们一段时间。后来的处理方式是引入色（Color）这个量子数，系统在这个自由度

下处在交换反对称的单重态，由此拯救费米统计。 

我们讨论两电子原子与三电子原子。更复杂情况按讨论规则展开。先看两电

子系统，它的置换对称群是S2，特征标表如下： 

 1{E} 1{A}  

Γ1
s 1 1  

Γ1
a 1 −1  

Γpermut(𝜓1𝜓1) 
1 1 ⇒ Γ1

s 

Γpermut(𝜓1𝜓2) 
2 0 ⇒ Γ1

s⊕Γ1
a 

表 6. 2 二阶置换群特征标表 

这个表的前三行是前面经常用到的特征标表的正常内容。后面两行的意思是如果

两个电子占据的态是𝜓1𝜓1（或𝜓1𝜓2）的时候，在由𝜓1𝜓1（或𝜓1𝜓2）形成的线性

空间中，二阶置换群S2的表示特征标Γpermut(𝜓1𝜓1)（或Γpermut(𝜓1𝜓2)）是什么？



  

以及它可以分解为哪些不可约表示的直和？更具体来说，就是 permut 代表置换

permutation。Γpermut(𝜓1𝜓1)代表当我们可以置换的两个电子分别处在𝜓1态与𝜓1

态时置换群的表示。Γpermut(𝜓1𝜓2)代表当我们可以置换的两个电子一个处在𝜓1

态另一个处在𝜓2态时候置换群的表示。由于Γpermut(𝜓1𝜓1)与Γpermut(𝜓1𝜓2)可能

是可约表示，后两行的最后一列代表它们可以约化为哪些不可约表示的直积？ 

在原子环境下，单电子态分别是 1s、2s、2p、3s、3p、3d、4s…。这些单电

子态在能量轴的不连续分布如下： 

 

图 6.1 原子中的单电子轨道示意图 

由于忽略了电子之间的相互作用，两个单电子态组成的双电子态直接就是这个双

电子系统本征态。我们对这个态的唯一要求是费米统计。在下面讨论中，我们会

先确定要用到哪两个单电子态？然后讨论它们形成的双电子系统的双电子波函

数的情况。当然，对双电子波函数的描述，还是将自旋部分与轨道部分分开讨论。 

先看自旋部分，两个电子态分别是自旋向上↑或自旋向下↓，记为α或β。当两

个电子的自旋状态相同（即都是α或都是β）的时候，根据表 6.2 倒数第二行，置

换群表示空间是一维的。这个一维空间承载二阶置换群S2的一维恒等表示Γ1
s。它

对应的自旋构型分两种，α1α2、β1β2。 
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当两个电子的自旋处在的状态不同，也就是一个自旋向上、一个自旋向下的

时候，根据表 6.2 最后一行，由αβ这种状态可形成由α1β2、α2β1组成的二维表示

空间（下标 1、2 代表是哪个电子）。这个表示空间承载二维表示，它可约化为二

阶置换群的一个一维恒等与一维非恒等的直和Γ1
s⊕Γ1

a。其中承载一维恒等表示

Γ1
s的正交归一基是(α1β2 + α2β1)/√2，承载一维非恒等表示Γ1

a的正交归一基是

(α1β2 − α2β1)/√2。由于电子自旋只有两种状态，这四种情况（α1β2、β1α2、

(α1β2 + α2β1)/√2、(α1β2 − α2β1)/√2）就对应了两电子体系自旋部分的所有可

能。其中α1β2、β1α2、(α1β2 + α2β1)/√2承载二阶置换群的一维恒等表示Γ1
s，置

换对称；(α1β2 − α2β1)/√2承载置换的一维非恒等表示Γ1
a，置换反对称。与此同

时，根据第五章第三节内容（C-G 系数展开），前三个态刚好对应一个自旋S = 1

系统的自旋三重态，最后一个态对应自旋S = 0的自旋单重态。它们承载SU(2)的

三维不可约表示与一维不可约表示。这样，自旋的部分的两个对称性：SU(2)对

称性、S2对称性，在这个多体波函数自旋部分的描述中就同时梳理清楚了。这样

的自旋部分两体波函数可同时反映SU(2)对称性与S2对称性。 

再看轨道部分，如果两个电子都占 1s 轨道，那么轨道角动量耦合𝐿 = 0。同

时两个电子的轨道部分波函数，根据表 6.2，承载置换群的交换对称表示Γ1
s。这

个时候，费米统计要求自旋部分只能选承载Γ1
a的自旋单重态。在原子物理的语言

中，不考虑旋轨耦合与电子间相互作用的时候，多电子波函数经常用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来标

识。根据前面的对称性讨论，当两个电子都坐在 1s 轨道时，允许的双电子态就

只能有 S0
01 。这里的这个S代表𝐿 = 0对应的双电子轨道态（不同电子轨道之间的

耦合已经考虑）。 

如果一个电子处在 1s 轨道、另一个处在 2s 轨道，轨道角动量耦合的𝐿依然



  

为零。但由于𝜓1s态与𝜓2s态不同，和前面自旋部分讨论一样，两体波函数的轨道

部 分 有 两 种 可 能 ： (𝜓1s(𝑟1)𝜓2s(𝑟2) + 𝜓1s(𝑟2)𝜓2s(𝑟1))/√2、 (𝜓1s(𝑟1)𝜓2s(𝑟2) −

𝜓1s(𝑟2)𝜓2s(𝑟1))/√2，分别承载二阶置换群的交换对称表示Γ1
s与交换对称反表示

Γ1
a。当轨道部分是(𝜓1s(𝑟1)𝜓2s(𝑟2) + 𝜓1s(𝑟2)𝜓2s(𝑟1))/√2时，由于交换对称，自旋

部分必须交换反对称，对应单重态。总体两体波函数用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来标识就是 S0

01 ，

也可简单标记为 S1 。当轨道部分是(𝜓1s(𝑟1)𝜓2s(𝑟2) − 𝜓1s(𝑟2)𝜓2s(𝑟1))/√2时，由

于交换反对称，自旋部分必须交换对称，对应三重态。综合轨道与自旋部分，两

体波函数用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来标识就是 S0

−13 、 S0
03 、 S0

13 ，共同标记为 S3 。两者综合，如

果一个电子处在 1s 轨道、另一个处在 2s 轨道，允许的双电子态就是 S1 、 S3 。 

如果一个是 s 态、一个是 p 态，轨道角动量耦合的𝐿是 1，用P来标识。由于

𝜓𝑛s态与𝜓𝑛′p态不同，两体波函数的轨道部分有两种可能：(𝜓𝑛s(𝑟1)𝜓𝑛′p(𝑟2) +

𝜓𝑛s(𝑟2)𝜓𝑛′p(𝑟1)) /√2、(𝜓𝑛s(𝑟1)𝜓𝑛′p(𝑟2) − 𝜓𝑛s(𝑟2)𝜓𝑛′p(𝑟1)) /√2，分别承载二阶置

换群的交换对称表示Γ1
s与交换反对称表示Γ1

a。当轨道部分是(𝜓𝑛s(𝑟1)𝜓𝑛′p(𝑟2) +

𝜓𝑛s(𝑟2)𝜓𝑛′p(𝑟1)) /√2时，由于交换对称，自旋部分必须交换反对称，对应单重态。

总体两体波函数用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来标识就是 P−1

01 、 P0
01 、 P1

01 ，共同标记为 P1 。当轨道

部分是(𝜓𝑛s(𝑟1)𝜓𝑛′p(𝑟2) − 𝜓𝑛s(𝑟2)𝜓𝑛′p(𝑟1)) /√2时，由于交换反对称，自旋部分必

须交换对称，对应三重态。总体两体波函数用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来标识就是 P−1

−13 、 P0
−13 、

P1
−13 、 P−1

03 、 P0
03 、 P1

03 、 P−1
13 、 P0

13 、 P1
13 ，共同标记为 P3 。 

两个电子都处在 p 态，轨道角动量耦合的𝐿可以是 0、1、2，用S、P、D来标

识。𝜓𝑛p态有三种选择（𝜓𝑛p1、𝜓𝑛p0、𝜓𝑛p−1），𝜓𝑛′p态同样三种选择（𝜓𝑛′p1、𝜓𝑛′p0、

𝜓𝑛′p−1）。但讨论要分𝑛 = 𝑛′与𝑛 ≠ 𝑛′两个情况展开。 

当𝑛 = 𝑛′时，两体波函数基的选择有：𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)、𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)、
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𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)、𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)、𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)、𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)、

𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)、𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)、𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)九种（3 乘 3）。

𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)、𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)、𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)三种为单粒子轨道相同

的情况，对应表 6.2 中倒数第二行，承载二阶置换群一维对称恒等表示。而

𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)、𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)、𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)、𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)、

𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)、𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)六种为轨道不同情况，根据电子置换规则

与表 6.2，𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)与𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)形成一个二阶置换群二维表示空间。

其中，(𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2) + 𝜓𝑛p1(𝑟2)𝜓𝑛p0(𝑟1)) /√2承载一维不可约交换对称表示，

(𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2) − 𝜓𝑛p1(𝑟2)𝜓𝑛p0(𝑟1)) /√2承载一维不可约交换反对称表示。

𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)与𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)、𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)与𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)

分别形成的二阶置换群二维表示空间的情况与前例类似。也就是说由不考虑置换

对称性的基形成的 9 维空间，在进行线性变换后，可整理出六个维度（3 个相同

单粒子轨道的情况，3 个不同单粒子轨道的情况）承载交换对称的一维恒等不可

约表示，三个维度（都是不同单粒子轨道的情况）承载交换反对称的一维非恒等

不可约表示。置换对称性的要求不会造成维度浪费。 

通过上述处理，我们可以找出承载二阶置换群不可约表示的多体轨道波函数

的形式。但与自旋部分不同的是这些承载二阶置换群不可约表示的波函数并不反

映SO(3)群的对称性。要想让这些反映置换群对称性的波函数同时也反映SO(3)群

的对称性，我们还需要再进行一些线性操作。具体而言，就是： 

1. Ψ(𝐿 = 2,𝑀 = 2) = 𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2) 

2. Ψ(𝐿 = 2,𝑀 = 1) = (𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2) + 𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)) /√2 

3. Ψ(𝐿 = 2,𝑀 = 0) 



  

= [𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2) + (𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2) + 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)) /√2] /√2 

4. Ψ(𝐿 = 2,𝑀 = −1) = (𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2) + 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)) /√2 

5. Ψ(𝐿 = 2,𝑀 = −2) = 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2) 

承载一维交换对称恒等表示Γ1
s的同时，它们还承载SO(3)群的五维不可约表示，

对应𝐿 = 2，也就是D轨道。除了这五个维度，剩下的四个维度中，有三个： 

1. Ψ(𝐿 = 1,𝑀 = 1) = (𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2) − 𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)) /√2 

2. Ψ(𝐿 = 1,𝑀 = 0) = (𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2) − 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p1(𝑟2)) /√2 

3. Ψ(𝐿 = 1,𝑀 = −1) = (𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2) − 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2)) /√2 

就二阶置换群对称性而言，承载一维交换反对称非恒等表示Γ1
a。就SO(3)群对称

性而言，承载三维不可约表示，对应𝐿 = 1，也就是P轨道。最后的一个维度：  

1. Ψ(𝐿 = 0,𝑀 = 0) 

= [𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛p0(𝑟2) + (𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2) + 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛p−1(𝑟2)) /√2] /√2 

就二阶置换群对称性而言，承载一维交换对称恒等表示Γ1
s。就SO(3)群对称性而

言，承载一维不可约表示，对应𝐿 = 0，也就是S轨道。这样的化轨道波函数部分，

我们也同时按二阶置换群S2、SO(3)进行了对称化的处理。 

现在我们把轨道部分与自旋部分合起来，当轨道部分是Ψ(𝐿 = 0,𝑀 = 0)，也

就是S态时，自旋部分只能是交换反对称的单重态。对应两体波函数用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来

标识就是 S0
01 。当轨道部分是Ψ(𝐿 = 1,𝑀 = 0、 ± 1)，也就是P态时，自旋部分只

能是交换对称的三重态。对应两体波函数用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来标识就是 P−1

−13 、 P−1
03 、 P−1

13 、

P0
−13 、 P0

03 、 P13 、 P1
−13 、 P1

03 、 P1
13 ，共同标记为 P3 。当轨道部分是Ψ(𝐿 = 2,𝑀 =

0、 ± 1、± 2)，也就是D态时，自旋部分只能是交换反对称的单重态。对应两体

波函数用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来标识就是 D−2

01 、 D−1
01 、 D0

01 、 D1
01 、 D2

01 ，共同标记为 D1 。 

当占据态是p2的𝑛 ≠ 𝑛′时，分析与上面p2(𝑛 = 𝑛′)类似。不同的是两体 9 组



   

322 
 

基由于𝑛 ≠ 𝑛′，可通过置换再产生 9 个维度。具体而言，就是相对于前面 9 个维

度的情况相比，将交换对称与交换反对称的情况补全。以𝐿 = 2的情况为例，就

会从原来的 5 个维度交换对称的维度，变成 10 个既包含交换对称又包含交换反

对称的维度。其中： 

1. Ψs(𝐿 = 2,𝑀 = 2) = (𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛′p1(𝑟2) + 𝜓𝑛p1(𝑟2)𝜓𝑛′p1(𝑟1)) /√2 

2. Ψs(𝐿 = 2,𝑀 = 1) 

= (𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛′p1(𝑟2) + 𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛′p0(𝑟2)) /√2

+ (𝜓𝑛p0(𝑟2)𝜓𝑛′p1(𝑟1) + 𝜓𝑛p1(𝑟2)𝜓𝑛′p0(𝑟1)) /√2 

3. Ψs(𝐿 = 2,𝑀 = 0) 

= {[𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛′p0(𝑟2) + (𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛′p−1(𝑟2) + 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛′p−1(𝑟2)) /√2]

+ [𝜓𝑛p0(𝑟2)𝜓𝑛′p0(𝑟1)

+ (𝜓𝑛p1(𝑟2)𝜓𝑛′p−1(𝑟1) + 𝜓𝑛p−1(𝑟2)𝜓𝑛′p−1(𝑟1)) /√2]} /2 

4. Ψs(𝐿 = 2,𝑀 = −1) 

= (𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛′p−1(𝑟2) + 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛′p0(𝑟2)) /√2

+ (𝜓𝑛p0(𝑟2)𝜓𝑛′p−1(𝑟1) + 𝜓𝑛p−1(𝑟2)𝜓𝑛′p0(𝑟1)) /√2 

5. Ψs(𝐿 = 2,𝑀 = −2) = (𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛′p−1(𝑟2) + 𝜓𝑛p−1(𝑟2)𝜓𝑛′p−1(𝑟1)) /√2 

本身是承载SO(3)群的𝐿 = 2不可约表示的态，它们同时又交换对称。而： 

1. Ψa(𝐿 = 2,𝑀 = 2) = (𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛′p1(𝑟2) − 𝜓𝑛p1(𝑟2)𝜓𝑛′p1(𝑟1)) /√2 

2. Ψa(𝐿 = 2,𝑀 = 1) 

= (𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛′p1(𝑟2) + 𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛′p0(𝑟2)) /√2

− (𝜓𝑛p0(𝑟2)𝜓𝑛′p1(𝑟1) + 𝜓𝑛p1(𝑟2)𝜓𝑛′p0(𝑟1)) /√2 

3. Ψa(𝐿 = 2,𝑀 = 0) 



  

= {[𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛′p0(𝑟2) + (𝜓𝑛p1(𝑟1)𝜓𝑛′p−1(𝑟2) + 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛′p−1(𝑟2)) /√2]

− [𝜓𝑛p0(𝑟2)𝜓𝑛′p0(𝑟1)

+ (𝜓𝑛p1(𝑟2)𝜓𝑛′p−1(𝑟1) + 𝜓𝑛p−1(𝑟2)𝜓𝑛′p−1(𝑟1)) /√2]} /2 

4. Ψa(𝐿 = 2,𝑀 = −1) 

= (𝜓𝑛p0(𝑟1)𝜓𝑛′p−1(𝑟2) + 𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛′p0(𝑟2)) /√2

− (𝜓𝑛p0(𝑟2)𝜓𝑛′p−1(𝑟1) + 𝜓𝑛p−1(𝑟2)𝜓𝑛′p0(𝑟1)) /√2 

5. Ψa(𝐿 = 2,𝑀 = −2) = (𝜓𝑛p−1(𝑟1)𝜓𝑛′p−1(𝑟2) − 𝜓𝑛p−1(𝑟2)𝜓𝑛′p−1(𝑟1)) /√2 

在承载SO(3)群的𝐿 = 2不可约表示的态的同时，又承载置换群的一维非恒等交换

反对称表示。这样的话，每个𝐿对应的轨道就可以即和自旋单重态结合，又和自

旋三重态结合了。𝐿 = 1、𝐿 = 0的情况类似。 

总结一下，在保证总体波函数的交换反对称的前提下，我们就可以知道允许

下述两体态的存在： 

构型（表示空间维度） 态 不可约表示 最终允许的态 

αα（一维） 𝑆z = 1 Γ1
s  

ββ（一维） 𝑆z = −1 Γ1
s  

αβ（二维） 𝑆z = 0 Γ1
s⊕Γ1

a  

s2 𝐿 = 0 Γ1
s 

𝑆1  

1s2s 𝐿 = 0 Γ1
s⨁Γ1

a 𝑆1 、 𝑆3  

Sp 𝐿 = 1 Γ1
s⨁Γ1

a P1 、 P3  

p2(𝑛 = 𝑛′) 𝐿 = 0 Γ1
s 

𝑆1  

p2(𝑛 = 𝑛′) 𝐿 = 1 Γ1
a 

P3  

p2(𝑛 = 𝑛′) 𝐿 = 2 Γ1
s 

D1  
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p2(𝑛 ≠ 𝑛′) 𝐿 = 0 Γ1
s⨁Γ1

a 
𝑆1 、 𝑆3  

p2(𝑛 ≠ 𝑛′) 𝐿 = 1 Γ1
s⨁Γ1

a 
P1 、 P3  

p2(𝑛 ≠ 𝑛′) 𝐿 = 2 Γ1
s⨁Γ1

a 
D1 、 D3  

表 6.3 双电子体系交换反对称态 

有些教材会在讲解两电子系统的时候说情况很简单，跳过很多步骤。根据这个分

析，我们应该知道即使是对这样一个简单的两体系统，将对称性分析清楚，其实

并不简单。 

三电子系统的情况类似，但会更复杂。它的置换对称群是S3，特征标表如下： 

 1{E} 
3{A、B、C} 2{D、E}  

S3 (1)(2)(3) 
(1，2)(3)、 

(2，3)(1) 、

(3，1)(2)、 

(1，2，3)、 

(1，3，2) 

 

Γ1
s 1 1 1  

Γ1
a 1 1 −1  

Γ2 2 −1 0  

Γpermut(𝜓1𝜓1𝜓1) 
1 1 1 ⇒ Γ1

s 

Γpermut(𝜓1𝜓1𝜓3) 
3 1 0 ⇒ Γ1

s⊕Γ2 

Γpermut(𝜓1𝜓2𝜓3) 
6 0 0 ⇒ Γ1

s⊕Γ1
a

⊕2Γ2 

表 6.4 三阶置换群特征标表 

这里前两行将D3群与S3群做了一个同构分析。3-5 行是正常的特征标表内容。最

后三行的内容与表 6.2 类似，就是如果三个电子占据的态是𝜓1𝜓1𝜓1（或𝜓1𝜓1𝜓3、

𝜓1𝜓2𝜓3）的时候，在由𝜓1𝜓1𝜓1（或𝜓1𝜓1𝜓3、𝜓1𝜓2𝜓3）形成的线性空间中，三



  

阶 置 换 群 S3 的 表 示 特 征 标 Γpermut(𝜓1𝜓1𝜓1) （ 或 Γpermut(𝜓1𝜓1𝜓3) 、

Γpermut(𝜓1𝜓2𝜓3)）。 

最后三行表示的特征标如何确定呢？对由𝜓1𝜓1𝜓1确定的表示，很显然线性

空间是一维的。S3群中任意一个元素作用到这个基上，都是这个向量本身，所以

特征标都是 1。这个表示也是一维恒等对称表示Γ1
s。 

由𝜓1𝜓1𝜓3 可 以 形 成 一 个 三 维 线 性 空 间 ， 基 为𝜓1(𝑥⃗1)𝜓1(𝑥⃗2)𝜓3(𝑥⃗3)、

𝜓1(𝑥⃗2)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗1)、𝜓1(𝑥⃗1)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗2)。当S3群中元素作用到这三个基上时，

(1)(2)(3) 的 表 示 矩 阵 是 三 维 单 位 矩 阵 ， 特 征 标 是 3 。 (1，2)(3) 使

𝜓1(𝑥⃗1)𝜓1(𝑥⃗2)𝜓3(𝑥⃗3)变成其本身，𝜓1(𝑥⃗2)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗1)变成𝜓1(𝑥⃗1)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗2)，

𝜓1(𝑥⃗1)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗2)变成𝜓1(𝑥⃗2)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗1)，矩阵为： 

(
1 0 0
0 0 1
0 1 0

) 

特 征 标 为 1 ； (1，2，3)把𝜓1(𝑥⃗1)𝜓1(𝑥⃗2)𝜓3(𝑥⃗3)变 成𝜓1(𝑥⃗2)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗1)，

𝜓1(𝑥⃗2)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗1) 变 成 𝜓1(𝑥⃗3)𝜓1(𝑥⃗1)𝜓3(𝑥⃗2) ， 𝜓1(𝑥⃗1)𝜓1(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗2) 变 成

𝜓1(𝑥⃗1)𝜓1(𝑥⃗2)𝜓3(𝑥⃗3)，表示矩阵为： 

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

) 

特征标为 0。显然这是一个可约表示，它可以约化为：Γ1
s⊕Γ2。 

基于𝜓1𝜓2𝜓3的置换群表 示空 间是六维 的 ，基于𝜓1(𝑥⃗1)𝜓2(𝑥⃗2)𝜓3(𝑥⃗3)、

𝜓1(𝑥⃗1)𝜓2(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗2) 、 𝜓1(𝑥⃗2)𝜓2(𝑥⃗1)𝜓3(𝑥⃗3) 、 𝜓1(𝑥⃗2)𝜓2(𝑥⃗3)𝜓3(𝑥⃗1) 、

𝜓1(𝑥⃗3)𝜓2(𝑥⃗1)𝜓3(𝑥⃗2)、𝜓1(𝑥⃗3)𝜓2(𝑥⃗2)𝜓3(𝑥⃗1)做表示。很容易得到其特征标为 6、

0、0。这个表示也可约，它可以约化为：Γ1
s⊕Γ1

a⊕2Γ2。 

这些是特征标表给我们的信息，现在来看波函数。先看自旋部分，三个电子，
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每个电子自旋两个状态，一共是 8 个状态。其中ααα、βββ各占一个，ααβ、αββ

各占三个。根据特征标表，ααα、βββ给出的两个状态都承载交换群的一维恒等

表示。ααβ给出的三个承载Γ1
s⊕Γ2。其中，承载Γ1

s表示的基是： 

(α1α2β3 + α1β2α3 + β1α2α3)/√3 

它承载一维恒等表示。另外两个基： 

(α1α2β3 + e
𝑖2𝜋/3α1β2α3 + e

𝑖4𝜋/3β1α2α3)/√3 

(α1α2β3 + e
𝑖4𝜋/3α1β2α3 + e

𝑖2𝜋/3β1α2α3)/√3 

给出的三类的特征标是2、0、−1，对应不可约表示Γ2。 

αββ的情况类似，也是三个维度，其中： 

(α1β2β3 + β1α2β3 + β1β2α3)/√3 

承载一维恒等表示。 

(α1β2β3 + e
𝑖2𝜋/3β1α2β3 + e

𝑖4𝜋/3β1β2α3)/√3 

(α1β2β3 + e
𝑖4𝜋/3β1α2β3 + e

𝑖2𝜋/3β1β2α3)/√3 

承载Γ2。 

总结一下，就是自旋部分 8 个多体态，其中α1α2α3、(α1α2β3 + α1β2α3 +

β1α2α3)/√3、(α1β2β3 + β1α2β3 + β1β2α3)/√3、β1β2β3四个维度对应一维置换恒

等 表 示 ， 它 们 四 个 刚 好 也 形 成 𝑆 = 3/2对 应 的 自 旋 四 重 态 。 (α1α2β3 +

e𝑖2𝜋/3α1β2α3 + e
𝑖4𝜋/3β1α2α3)/√3、 (α1α2β3 + e

𝑖4𝜋/3α1β2α3 + e
𝑖2𝜋/3β1α2α3)/√3

都是𝑆z = 1/2态，承载Γ2表示。(α1β2β3 + e
𝑖2𝜋/3β1α2β3 + e

𝑖4𝜋/3β1β2α3)/√3、

(α1β2β3 + e
𝑖4𝜋/3β1α2β3 + e

𝑖2𝜋/3β1β2α3)/√3都是𝑆z = −1/2态，承载Γ2。这四个态，

在目前的表示中，只反映置换群对称性。它们通过线性组合，是可以写成两个同



  

时反映SU(2)群对称性的自旋双重态的。具体产生过程，需要用到 C-G 系数15。

换句话说，自旋部分的 8 个维度，可分解为：4Γ1
s⨁2Γ2。 

再看轨道部分。如果三个电子都处在同一个 s 轨道，比如 1s。这样，它们轨

道部分的多体波函数根据表 6.4 倒数第三行，承载置换群的Γ1
s表示。而Γ1

s⊗

(4Γ1
s⨁2Γ2)怎么都不可能有Γ1

a的成分，所以这种情况不可能发生。这个分析可以

说是 Pauli 不相容原理的一种群论表达。 

当两个电子处在同一个 s 轨道（比如 1s），另一个电子处在另一个 s 轨道（比

如 2s）时，根据表 6.4 倒数第二行，它们形成的表示空间承载Γ1
s⨁Γ2。自旋部分

                                                             
15要用到的式子是： 

𝜓𝑗𝑚 = ∑ (
𝑗1 𝑗2
𝑚1 𝑚2

|
𝑗
𝑚
)𝜓𝑚1

𝑗1 𝜓𝑚2

𝑗2

𝑚1,𝑚2

 

以及表 6.1、表 6.2。这里的𝜓𝑗=1,𝑚= 0,±1对应的就是前面讲到的α1α2、(α1β2 + 𝛽1α2)/√2、β1β2，

𝜓𝑗=0,𝑚= 0对应的是(α1β2 − 𝛽1α2)/√2。它们是前两个电子二维不可约表示直积的结果。这个

结果再与第三个电子的二维不可约表示利用上式做直积，结果包含一个自旋四重态与一个自

旋二重态。四重态是： 

|
3

2
,
3

2
⟩ = α1α2α3 

|
3

2
,
1

2
⟩ =

1

√3
(α1α2β3 + α1β2α3 + β1α2α3) 

|
3

2
,−
1

2
⟩ =

1

√3
(α1β2β3 + β1α2β3 + β1β2α3) 

|
3

2
, −
3

2
⟩ = β1β2β3 

其中每个基都承载置换群的一维恒等对称表示Γ1
s。自旋二重态是： 

|
1

2
,
1

2
⟩ =

1

√6
(2α1α2β3 − α1β2α3 − β1α2α3) 

|
1

2
,−
1

2
⟩ =

1

√6
(α1β2β3 + β1α2β3 − 2β1β2α3) 

它也承载三阶置换群某个表示。做(1)(2)(3)、(1, 2)(3)、(1, 2, 3)的特征标，(1)(2)(3)得到的

2。(1, 2)(3)作用到|
1

2
,
1

2
⟩上，得到：

1

√6
(2α1α2β3 − α2β1α3 + β2α1α3)，是结果是2、−1、0，

因此它承载置换群的不可约表示Γ2。 
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是4Γ1
s⨁2Γ2，Γ2与Γ2直积，可分解为Γ1

s⨁Γ1
a⨁Γ2，有Γ1

a的情况。因此这种构型可以

被置换对称性允许。我们需要注意的是虽然允许，置换对称性在这里已经帮助我

们排除了很多构型。自旋部分维度为 8，轨道部分维度为 3，严格意义上三体波

函数有 24 个维度。这里，要想有2Γ2⊗Γ2包含2Γ1
a，也就是说这 24 个构型空间的

维度，只有两个是可以形成合格的三体波函数的。它们都对应𝑆 = 1/2的自旋双

重态。这个态用 𝐿𝑀
𝑆𝑧2𝑆+1 来标识的话，形式就是 S2 。 

三电子体系的其它构型，分析类似。前面几个轨道置换对称允许的构型如下： 

构型 态 不可约表示 最终允许的态 

|
1

2
, ±
1

2
⟩ 自旋双重态S =

1

2
 

Γ2  

|
3

2
, ±
3

2
⟩ 自旋四重态S =

3

2
 

Γ1
s  

s3 𝐿 = 0 Γ1
s 无 

1s22s 𝐿 = 0 Γ1
s⨁Γ2 

𝑆2  

s2p 𝐿 = 1 Γ1
s⨁Γ2 

P2  

sp2 𝐿 = 0 Γ1
s⨁Γ2 

𝑆2  

sp2 𝐿 = 1 Γ1
a⨁Γ2 P2 、 P4  

sp2 𝐿 = 2 Γ1
s⨁Γ2 

D2  

更多电子体系，也是用同样的方法分析。需要用到的置换群特征标表，完整的内

容请参考 Dresselhaus 那本教材的第 17 章，我们这里重点讲解思路。 
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附录 A 晶体点群的特征标表 

    这部分我们先按晶系的分类给出 32 种晶体点群的特征标表。之后，再针对

一些晶体中并不存在的点群给出其特征标表。 

    需要提前说明的是在不等价不可约表示的标识中，我们采用原子分子物理领

域常用的标识规则，用 A、B 表示一维不可约表示，E 表示二维，T 表示三维。

对于有些点群，比如C3、C4、C5、C6、C3h、C4h、C5h、C6h、S4、S6、T等，它们

会存在两个一维表示互为共轭不等价的情况。也就是说，仅仅依据这些点群的对

称性以及 Burnside 定理，这两个不可约表示所对应的本征态不简并（对称性不要

求它们简并）。但是由于这两个一维表示相互共轭又不等价，当系统存在时间反

演不变性的时候，时间反演对称性要求它们相互简并。也就是说这种简并并不是

点群对称性要求的，是额外的时间反演对称性要求的。由于时间反演对称性在很

多实际量子体系中存在，在这里的特征标表中（包括文献上可以找到的绝大部分

特征标表中），人们都习惯上把它们放在一起，用二维表示 E 来表示。稍微详细

一些的讨论见 4.8 节结尾部分。 

    附录 A（特征标表）主要参考 Dresselhaus 的教材以及下面这个网站： 

http://www.webqc.org/symmetry.php  

 

三斜系（S2、C1）： 

S2(1̅) E I 

x2、y2、z2、xy、xz、yz Rx、Ry、Rz Ag 1 1 

 x、y、z 
Au 1 -1 

 

http://www.webqc.org/symmetry.php


  

 

 

 

单斜系（C2h、C2、C1h）： 

C2h(2/m) E C2 σh I 

x2、y2、z2、xy 
Rz Ag 1 1 1 1 

 Z Au 1 1 -1 -1 

yz、xz Rx、Ry Bg 1 -1 -1 1 

 x、y 
Bu 1 -1 1 -1 

 

C2(2) E C2 

x2、y2、z2、xy Rz、z 
A 1 1 

xz、yz x、y、Rx、Ry 
B 1 -1 

 

C1h(m) E σh 

x2、y2、z2、xy Rz、x、y 
A′ 1 1 

xz、yz Rx、Ry、z 
A′′ 1 -1 

 

 

 

 

 

C1(1) E 

A 1 
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正交系（D2h、D2、C2v）： 

D2h(2/m2/m 2/m) = D2⨂S2 E C2z C2y C2x I IC2z IC2y IC2x 

x2、y2、z2 
 Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 

Xy Rx B1g 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 

Xz Ry B2g 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 

Yz Rz B3g 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 

xyz  Au 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 

z3、z(x2 − y2) 
x B1u 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 

yz2、y(3x2 − y2) 
y B2u 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 

xz2、x(x2 − 3y2) 
z B3u 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 

 

D2(222) E C2z C2y C2x 

x2、y2、z2  A1 1 1 1 1 

Xy 
Rz、z 

B1 1 1 -1 -1 

Xz 
Rx、x 

B2 1 -1 1 -1 

yz 
Ry、y 

B3 1 -1 -1 1 

 

C2v(2mm) E C2 σv σv′ 

x2、y2、z2 
Z A1 1 1 1 1 

Xy Rz A2 1 1 -1 -1 

Xz 
Rx、x 

B1 1 -1 1 -1 

Yz 
Ry、y 

B2 1 -1 -1 1 

 



  

四方系（ D4h、C4、S4、D4、C4v、C4h、D2d）： 

D4h(4/mmm) = D4⨂S2 E 2C4
1 C4

2 2C2
(1)

 2C2
(2)

 I 2IC4
1 IC4

2 2IC2
(1)

 2IC2
(2)

 

x2 + y2、z2 
 A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 Rz A2g 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 

x2 − y2  B1g 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 

xy  B2g 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 

(xz、yz) (
Rx、

Ry
) 

Eg 2 0 -2 0 0 2 0 -2 0 0 

  A1u 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 

z3 Z A2u 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 

Xyz  B1u 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 

z(x2 − y2)  B2u 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 

(xz2、yz2) 

(
x(x2 − 3y2)、

y(3x2 − y2)
) 

(x、y) 

 

Eu 2 0 -2 0 0 -2 0 2 0 0 

 

C4(4) E C4 C4
2 C4

3 

x2 + y2、z2 Rz、z 
A 1 1 1 1 

x2 − y2、xy  B 1 -1 1 -1 

(xz、yz) 

(xz2、yz2) 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 1 i -1 -i 

1 -i -1 i 

（ 基组，以 (x、y)为例，代表当系统具备时间反演对称性时，后两个一维不可

约表示简并，对应的二维基组。下面的特征标表类似处理。） 
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S4(4̅) E C4
2 IC4

1 IC4
3 

x2 + y2、z2 
Rz A 1 1 1 1 

 z B 1 1 -1 -1 

(xz、yz) 

(xz2、yz2) 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 1 -1 i -i 

1 -1 -i i 

 

D4(422) E C4
2 2C4

1 
2C2

(1)
 2C2

(2)
 

x2 + y2、z2  A1 1 1 1 1 1 

 Rz、z 
A2 1 1 1 -1 -1 

x2 − y2  B1 1 1 -1 1 -1 

xy  B2 1 1 -1 -1 1 

(xz、yz) 

 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 2 -2 0 0 0 

 

C4v(4mm) E C4
2 2C4

1 2σv 2σd 

x2 + y2、z2 
z A1 1 1 1 1 1 

 Rz A2 1 1 1 -1 -1 

x2 − y2  B1 1 1 -1 1 -1 

xy  B2 1 1 -1 -1 1 

(xz、yz) 

 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 2 -2 0 0 0 

 



  

C4h(4/m) = C4⨂S2 E C4
1 C4

2 C4
3 I IC4

1 σh IC4
3 

x2 + y2、z2 
Rz Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 

x2 − y2、xy 
 Bg 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 

(xz、yz) (Ry、Rz) 
Eg 1 i -1 -i 1 I -1 -i 

1 -i -1 i 1 -i -1 i 

z3 z Au 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 

xyz、z(x2 − y2) 
 B1u 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 

(xz2、yz2) 

 

(x、y) 
Eu 

 

1 i -1 -i -1 -i 1 i 

1 -i -1 i -1 i 1 -i 

 

D2d(4̅2m) E C2 2S4 
2C2

(1)
 

2σd 

x2 + y2、z2  A1 1 1 1 1 1 

 Rz A2 1 1 1 -1 -1 

x2 − y2  B1 1 1 -1 1 -1 

xy z B2 1 1 -1 -1 1 

(xz、yz) 

 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 2 -2 0 0 0 
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三方系（ D3d、S6、C3、C3v、D3）： 

D3d(3̅m) E 2C3 3C2 I 2IC3 3IC2 

x2 + y2、z2  A1g 1 1 1 1 1 1 

 Rz A2g 1 1 -1 1 1 -1 

(xz、yz) 

(x2 − y2、xy) 

(Rx、Ry) Eg 2 -1 0 2 -1 0 

  A1u 1 1 -1 -1 -1 -1 

 z A2u 1 1 -1 -1 -1 1 

 
(x、y) 

Eu 2 -1 0 -2 1 0 

 

S6(3̅) E C3 C3
2 I IC3 IC3

2 

x2 + y2、z2 
Rz Ag 1 1 1 1 1 1 

(x2 − y2、xy) 

(xz、yz) 

(Rx、

Ry) 

Eg 1 ε ε∗ 1 ε ε∗ 

1 ε∗ ε 1 ε∗ ε 

z3、x(x2 − 3y2) 
Z Au 1 1 1 -1 -1 -1 

z3 

(xz、yz) 

(x、y) 
Eu 1 ε ε∗ -1 -ε -ε∗ 

1 ε∗ ε -1 -ε∗ -ε 

（上表中ε = exp(2πi/3)） 

C3(3) E C3 C3
2 

x2 + y2、z2 Rz、z 
A 1 1 1 

(xz、yz) 

(x2 − y2、xy) 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 1 ε ε∗ 

1 ε∗ ε 



  

 

C3v(3m) E 2C3 3σv 

x2 + y2、z2 
z A1 1 1 1 

 Rz A2 1 1 -1 

(x2 − y2、xy) 

(xz、yz) 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 2 -1 0 

 

D3(32) E 2C3 3C2 

x2 + y2、z2  A1 1 1 1 

 Rz、z 
A2 1 1 -1 

(x2 − y2、xy) 

(xz、yz) 

(x、y) 

(Rx、Ry) 

E 2 -1 0 
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六角系（ D6h、C6、C3h、C6h、C6v、D6、D3h）： 

D6h(
6

m

2

m

2

m
) = D6⨂S2 

E C2 2C3 2C6 3C2
(1)

 3C2
(2)

 I IC2 2IC3 2IC6 3IC2
(1)

 3IC2
(2)

 

x2 + y2、z2 
 A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 Rz A2g 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 

  B1g 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 

  B2g 1 -1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 

(xz、yz) (
Rx、

Ry
) 

E1g 2 -2 -1 1 0 0 2 -2 -1 1 0 0 

(x2 − y2、xy) 
 E2g 2 2 -1 -1 0 0 2 2 -1 -1 0 0 

  A1u 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

 Z A2u 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 

  B1u 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 

  B2u 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 

 
(x、y) 

E1u 2 -2 -1 1 0 0 -2 2 1 -1 0 0 

  E2u 2 2 -1 -1 0 0 -2 -2 1 1 0 0 

 

C6(6) E C6 C3 C2 C3
2 C6

5 

x2 + y2、z2 Rz、z 
A 1 1 1 1 1 1 

  B 1 -1 1 -1 1 -1 

(xz、yz) (x、y) 

(Rx、Ry) 

E′ 1 ε ε2 ε3 ε4 ε5 

1 ε5 ε4 ε3 ε2 Ε 

(x2 − y2、xy)  E′′ 1 ε2 ε4 1 ε2 ε4 

1 ε4 ε2 1 ε4 ε2 

（上表中：ε = ei2π/6） 



  

C3h(S3) E C3 C3
2 σh S3 σhC3

2 

x2 + y2、z2 Rz、z 
A 1 1 1 1 1 1 

  B 1 1 1 -1 -1 -1 

(x2 − y2、xy) 

 

(x、y) 

 

E′ 1 ε ε2 1 ε ε2 

1 ε2 ε 1 ε2 Ε 

(xz、yz) (Rx、Ry) 
E′′ 1 ε ε2 -1 -ε -ε 

1 ε2 ε 1 -ε2 -ε 

（上表中：ε = ei2π/3）  

C6h(6̅) = C6⨂S2 E C6 C3 C2 C3
2 C6

5 I IC6 IC3 IC2 IC3
2 IC6

5 

x2 + y2、z2 
 Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

  Bg 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 

(xz、yz) (Rx，Ry) 
E1g 1 ε ε2 ε3 ε4 ε5 1 ε ε2 ε3 ε4 ε5 

1 ε5 ε4 ε3 ε2 ε 1 ε5 ε4 ε3 ε2 ε 

(x2 − y2、xy) 
 E2g 1 ε2 ε4 1 ε2 ε4 1 ε2 ε4 1 ε2 ε4 

1 ε4 ε2 1 ε4 ε2 1 ε4 ε2 1 ε4 ε2 

Z  Au 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

  Bu 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 

(x、y) 
 E1u 1 ε ε2 ε3 ε4 ε5 -1 

-ε -ε2 -ε3 -ε4 -ε5 

1 ε5 ε4 ε3 ε2 ε -1 
-ε5 -ε4 -ε3 -ε2 -ε 

 
(x、y) 

E2u 1 ε2 ε4 1 ε2 ε4 -1 
-ε2 -ε4 

-1 
-ε2 -ε4 

1 ε4 ε2 1 ε4 ε2 -1 
-ε4 -ε2 

-1 
-ε4 -ε2 

（上表中：ε = ei2π/6） 
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C6v(6mm) E C2 2C3 2C6 3σd 3σv 

x2 + y2、z2 
z A1 1 1 1 1 1 1 

 Rz A2 1 1 1 1 -1 -1 

  B1 1 -1 1 -1 -1 1 

  B2 1 -1 1 -1 1 -1 

(xz、yz) (x、y) 

(Rx、Ry) 

E1 2 -2 -1 1 0 0 

(x2 − y2、xy)  E1 2 2 -1 -1 0 0 

 

D6(622) E C2 2C3 2C6 
3C2

(1)
 3C2

(2)
 

x2 + y2、z2  A1 1 1 1 1 1 1 

 Rz、z A2 1 1 1 1 -1 -1 

  B1 1 -1 1 -1 1 -1 

  B2 1 -1 1 -1 -1 1 

(xz、yz) (x、y) 

(Rx、Ry) 

E1 2 -2 -1 1 0 0 

(x2 − y2、xy)  E1 2 2 -1 -1 0 0 

 

 

 

 

 



  

D3h(6̅m2) = D3⊗σh E σh 2C3 2S3 3C2
′  3σv 

x2 + y2、z2  A1 1 1 1 1 1 1 

 Rz A2 1 1 1 1 -1 -1 

  A1
′  1 -1 1 -1 1 -1 

 z A2
′  1 -1 1 -1 -1 1 

(x2 − y2、xy) (x、y) 
E1 2 2 -1 -1 0 0 

(xz、yz) (Rx、Ry) 
E1
′  2 -2 -1 1 0 0 
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立方系（ Oh、T、O、Th、Td）： 

Oh(4/m3̅2/m) = O⨂S2 E 3C4
2 6C4 6C2

′  8C3 I 3IC4
2 6IC4 6IC2

′  8IC3 

x2 + y2 + z2  A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

  A2g 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 

(2z2 − x2

− y2、x2 − y2) 

 Eg 2 2 0 0 -1 2 2 0 0 -1 

 
(Rx、Ry、

Rz) 

T1g 3 -1 1 -1 0 3 -1 1 -1 0 

 
(x、y、z) 

T2g 3 -1 -1 1 0 3 -1 -1 1 0 

  A1u 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 

z  A2u 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 

  Eu 2 2 0 0 -1 -2 -2 0 0 1 

(x、y、z) 
 T1u 3 -1 1 -1 0 -3 1 -1 1 0 

  T2u 3 -1 -1 1 0 -3 1 1 -1 0 

 

T(23) E 3C2 4C3 4C3
′  

x2 + y2 + z2  A 1 1 1 1 

(x2 − y2、2z2

− x2 − y2) 

 E 

 

1 1 ε ε2 

1 1 ε2 Ε 

(yz、zx、xy) (Rx、Ry、Rz) 

(x、y、z) 

T 3 -1 0 0 

（上表中：ε = ei2π/3） 

 



  

 

O(432) E 8C3 3C4
2 6C2

′  6C4 

x2 + y2 + z2  A1 1 1 1 1 1 

  A2 1 1 1 -1 -1 

(x2 − y2、2z2

− x2 − y2) 

 E 2 -1 2 0 0 

 
(Rx、Ry、Rz) 

(x、y、z) 

T1 3 0 -1 -1 1 

(xy、yz、zx)  T2 3 0 -1 1 -1 

 

Th(2/m3̅) = T⨂S2 E 3C2 4C3 4C3
′  I 3IC2 4IC3 4IC3

′  

x2 + y2 + z2  
Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 

(x2 − y2、2z2

− x2 − y2) 

 
Eg 1 1 ε ε2 1 1 ε ε2 

1 1 ε2 ε 1 1 ε2 ε 

(yz、zx、xy) (Rx、Ry、

Rz) 

 

Tg 3 -1 0 0 3 -1 0 0 

  Au 
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 

  Eu 
1 1 ε ε2 -1 -1 -ε -ε2 

1 1 ε2 ε -1 -1 -ε2 -ε 

 
(x、y、z) 

Tu 
3 -1 0 0 -3 1 0 0 

（上表中：ε = ei2π/3） 
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Td(4̅3m) E 8C3 3C2 6σd 6S4 

x2 + y2、z2  A1 1 1 1 1 1 

  A2 1 1 1 -1 -1 

(x2 − y2、2z2 − x2

− y2) 

 E 2 -1 2 0 0 

(yz、zx、xy) (Rx、Ry、Rz) 
T1 3 0 -1 -1 1 

 (x、y、z) 
T2 3 0 -1 0 -1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

附录 B 空间群情况说明 

本附录是对第三章基于下表讨论简单空间群的情况的详细介绍，以及 230 种

空间群所属晶格系统情况的简单说明16。 

晶系 点群 布拉菲格子 晶格系统 简单空间群 

三斜 2 (C1、S2) 1  
三斜 2 

单斜 3 

(C2、C1h、C2h) 

2 

、  

单斜 6 

正交 3 

(D2、C2v、D2h) 

4 

、 、 、 

 

正交 12 

四方 7(C4、S4、C4h、 

D4、C4v、D4h 

D2d) 

2 

、  

四方 14 

三方 

Trigonal 

5 

(C3、D3、D3d、 

S6、C3v) 

1 

 

 

菱方 

Rhombohedra

l 

5 

 

1 

 

 

六角  

Hexagonal 

5 

 

7 
六角 

Hexagonal 

7(C6、C3h、C6h、 

D6、D3h、C6v、

D6h) 

                                                             
16注意，这里用的名词是晶格系统，不是晶系，因为讨论的是空间群 



   

348 
 

立方 5 

(T、Td、O、 

Th、Oh) 

3 

、 、 

 

立方 15 

共 7 种 共 32 种 共 14 种 共 7 种 共 66 种 

什么是针对简单群的详细介绍呢？就是上面的算法给出 66 种简单群，实际

上是 73 种，我们把多余的七种抠出来。 

73 种简单空间群，三斜晶格系统含 2 种、单斜晶格系统含 6 种、正交晶格系

统含 13 种、四方晶格系统含 16 种、菱方晶格系统含 5 种、六角晶格系统含 16

种、立方晶格系统含 15 种。对照上图，我们知道相对于简单组合多出的几个分

别是：正交晶格系统多出 1 种、四方晶格系统多出 2 种、六角晶格系统多出 4 种。 

其中，正交晶格系统多出的一种是C2v点群与面心晶格组合的时候，组合不

知一种，而是三种，但C2v的对称性使得其中两个等价，最终可以出现两种情况。

这样正交晶格系统中简单空间群的总数就是 3 乘 4 加 1，共 13 种。 

四方晶格系统多出的两种是D2d与简单、体心晶格组合的时候，垂直方向的

反射面（连带平分其的二次轴）选取也各有两种情况。这样总数正交晶格系统中

简单空间群的个数就是 7 乘 2 加 2，共 16 种。 

六角晶格系统的情况复杂。简单组合的时候，三方晶系贡献 5 种简单空间群，

六角晶系贡献 7 种简单空间群，共 12 种。多出的四种分别是：三方晶系中的D3

依据水平方向 2 次轴的选取多贡献 1 种，C3v依据垂直方向发射面的选取多贡献

1 种，三方晶系中的D3d依据垂直方向的反射面（连带平分其的二次轴）选取多贡

献 1 种，以及六角晶系中的D3h依据其母群D6群的二次轴的选取多贡献一种。 

理解到这里，晶系是点群概念、晶格系统是空间群概念这句话笔者想表达的



  

意思就基本清楚了。230 种空间群要想推出来，笔者想都没有想过。熊夫利他们

确实太厉害了！从实用的角度，大家知道所有详细内容都在 Bilbao 的那个服务器

上，并会用就可以了。 
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附录 C 晶体点群的双群的特征标表 

本附录很大程度上文献[22]的全部以及文献[5]（也就是 Dresselhaus 教材）的

附录 D17。和附录 A 类似，我们还是按晶系展开讨论。为了与文献[22]一致，在

表示点群双群的不可约表示的时候，我们不再像附录 A 那样采用 A、B、E、T 这

些符号，而是采用Γ加下标的方式。 

其它文献中的特征标表有的使用转动反射来标识点群群元，有的使用转动反

演来标识点群群元。这里，为了和讲义主体中点群划分的讨论一致，我们多使用

转动反演。对于占用空间比较大，为了省空间，我们也会使用转动反射。它们之

间的关系是：S3 = IC6
−1、S3

−1 = IC6、S4 = IC4
−1、S4

−1 = IC4、S6 = IC3
−1、S6

−1 = IC3。 

 

1. 三斜系（S2
D、C1

D）： 

S2
D E I E̅ E̅I 

Γ1
+ 1 1 1 1 

Γ1
− 1 −1 1 −1 

Γ2
+ 1 1 −1 −1 

Γ2
− 1 −1 −1 1 

 

C1
D E E̅ 

Γ1 1 1 

Γ2 1 −1 

 

 

 

                                                             
17 其中文献[5]的附录 D 主要参考的是文献[22]与文献[23]。 



  

2. 单斜系（C2h
D 、C2

D、C1h
D ）： 

C2h
D  E C2 σh I E̅ E̅C2 E̅σh E̅I 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ1
− 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 

Γ2
+ 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 

Γ2
− 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 

Γ3
+ 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 

Γ3
− 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 

Γ4
+ 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 

Γ4
− 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 

 

C2
D E C2 E̅ E̅C2 

C1h
D  E σh E̅ E̅σh 

Γ1 1 1 1 1 

Γ2 1 −1 1 −1 

Γ3 1 1 −1 −1 

Γ4 1 −1 −1 1 

 

3. 正交系（D2h
D 、D2

D、C2v
D ）： 

D2h
D  E E̅ {C2z 

E̅C2z} 

{C2y 

E̅C2y} 

{C2x 

E̅C2x} 

I E̅I {IC2z 

IE̅C2z} 

{IC2y 

IE̅C2y} 

{IC2x 

IE̅C2x} 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 

Γ3
+ 1 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 

Γ4
+ 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1 

Γ1
− 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 

Γ3
− 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 

Γ4
− 1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 

Γ5
+ 2 −2 0 0 0 2 −2 0 0 0 

Γ5
− 2 −2 0 0 0 −2 2 0 0 0 
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D2
D E E̅ 

{C2z、E̅C2z} {C2y、E̅C2y} {C2x、E̅C2x} 

C2v
D  E E̅ 

{C2、E̅C2} {σv、E̅σv} {σv′、E̅σv′} 

Γ1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 −1 1 −1 

Γ3 1 1 1 −1 −1 

Γ4 1 1 −1 −1 1 

Γ5 2 −2 0 0 0 

 

 

4. 四方系（ D4h
D 、C4

D、S4
D、D4

D、C4v
D 、C4h

D 、D2d
D ）： 

D4h
D  E E̅ 2C4

1 2E̅C4
1 {C4

2 

E̅C4
2} 

{2C2
(1)

 

2E̅C2
(1)
} 

{2C2
(2)

 

2E̅C2
(2)
} 

I E̅I 2IC4
3 2E̅IC4

3 {IC4
2 

IE̅C4
2} 

{2IC2
(1)

 

2E̅IC2
(1)
} 

{2IC2
(2)

 

2E̅IC2
(2)
} 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 1 −1 −1 

Γ3
+ 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 

Γ4
+ 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1 1 −1 1 

Γ5
+ 2 2 0 0 −2 0 0 2 2 0 0 −2 0 0 

Γ1
− 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 

Γ3
− 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 

Γ4
− 1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 

Γ5
− 2 2 0 0 −2 0 0 −2 −2 0 0 2 0 0 

Γ6
+ 2 −2 

√2 −√2 
0 0 0 2 −2 

√2 −√2 
0 0 0 

Γ7
+ 2 −2 

−√2 √2 
0 0 0 2 −2 

−√2 √2 
0 0 0 

Γ6
+ 2 −2 

√2 −√2 
0 0 0 −2 2 

−√2 √2 
0 0 0 

Γ7
+ 2 −2 

−√2 √2 
0 0 0 −2 2 

√2 −√2 
0 0 0 

 

 

 



  

C4
D E E̅ C4 E̅C4 C4

2 E̅C4
2 C4

3 E̅C4
3 

S4
D E E̅ IC4 E̅IC4 C4

2 E̅C4
2 IC4

3 E̅IC4
3 

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 

Γ3 1 1 I I −1 −1 −i −i 

Γ4 1 1 −i −i −1 −1 I I 

Γ5 1 −1 ω −ω i −i −ω3 Ω 

Γ6 1 −1 −ω3 ω3 −i i Ω −ω3 

Γ7 1 −1 −ω ω i −i ω3 −ω 

Γ8 1 −1 ω3 −ω3 −i i −ω ω3 

上表中ω = exp [πi/4]。 

 

D4
D E E̅ 2C4 2E̅C4 {C4

2 

E̅C4
2} 

{2C2
(1) 

2E̅C2
(1)} 

{2C2
(2) 

2E̅C2
(2)} 

C4v
D  E E̅ 2C4 2E̅C4 {C4

2 

E̅C4
2} 

{2σv 

2E̅σv} 

{2σd 

2E̅σd} 

D2d
D  E E̅ 2IC4

3 2E̅IC4
3 {C4

2 

E̅C4
2} 

{2C2
(1)

 

2E̅C2
(1)

} 

{2σd 

2E̅σd} 

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 1 1 1 −1 −1 

Γ3 1 1 −1 −1 1 1 −1 

Γ4 1 1 −1 −1 1 −1 1 

Γ5 2 2 0 0 −2 0 0 

Γ6 2 −2 
√2 −√2 

0 0 0 

Γ7 2 −2 
−√2 √2 

0 0 0 
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C4h
D  E E̅ C4 E̅C4 C4

2 E̅C4
2 C4

3 E̅C4
3 I E̅I IC4 E̅IC4 σh E̅σh IC4

3 E̅IC4
3 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 

Γ3
+ 1 1 i i −1 −1 −i −i 1 1 i i −1 −1 −i −i 

Γ4
+ 1 1 −i −i −1 −1 I i 1 1 −i −i −1 −1 I i 

Γ1
− 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 

Γ3
− 1 1 i i −1 −1 −i −i −1 −1 −i −i 1 1 i i 

Γ4
− 1 1 −i −i −1 −1 i i −1 −1 I i 1 1 −i −i 

Γ5
+ 1 −1 ω −ω i −i −ω3 ω3 1 −1 Ω −ω I −i −ω3 ω3 

Γ6
+ 1 −1 −ω3 ω3 −i i Ω −ω 1 −1 −ω3 ω3 −i i ω −ω 

Γ7
+ 1 −1 −ω ω i −i ω3 −ω3 1 −1 −ω ω I −i ω3 −ω3 

Γ8
+ 1 −1 ω3 −ω3 −i i −ω ω 1 −1 ω3 −ω3 −i i −ω ω 

Γ5
− 1 −1 ω −ω i −i −ω3 ω3 −1 1 −ω ω −i i ω3 −ω3 

Γ6
− 1 −1 −ω3 ω3 −i i Ω −ω −1 1 ω3 −ω3 I −i −ω ω 

Γ7
− 1 −1 −ω ω i −i ω3 −ω3 −1 1 Ω −ω −i i −ω3 ω3 

Γ8
− 1 −1 ω3 −ω3 −i i −ω ω −1 1 −ω3 ω3 I −i ω −ω 

上表中ω = exp [πi/4]。 

 

5. 三方系（ D3d
D 、S6

D、C3
D、C3v

D 、D3
D）： 

D3d
D  E E̅ 2C3 2E̅C3 3C2 3E̅C2 I E̅I 2IC3

2 2E̅IC3
2 3IC2 3E̅IC2 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 

Γ3
+ 2 2 −1 −1 0 0 2 2 −1 −1 0 0 

Γ1
− 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 

Γ3
− 2 2 −1 −1 0 0 −2 −2 1 1 0 0 

Γ4
+ 2 −2 1 −1 1 1 2 −2 1 −1 0 0 

Γ5
+ 1 −1 −1 1 i −i 1 −1 −1 1 I −i 

Γ6
+ 1 −1 −1 1 −i i 1 −1 −1 1 −i I 

Γ4
− 2 −2 1 −1 1 1 −2 2 −1 1 0 0 

Γ5
− 1 −1 −1 1 i −i −1 1 1 −1 −i I 

Γ6
− 1 −1 −1 1 −i i −1 1 1 −1 I −i 

 



  

S6
D E E̅ C3 E̅C3 C3

2 E̅C3
2 I E̅I IC3 E̅IC3 IC3

2 E̅IC3
2 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 ω2 ω2 −ω −ω 1 1 ω2 ω2 −ω −ω 

Γ3
+ 1 1 −ω −ω ω2 ω2 1 1 −ω −ω ω2 ω2 

Γ1
− 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 ω2 ω2 −ω −ω −1 −1 −ω2 −ω2 ω ω 

Γ3
− 1 1 −ω −ω ω2 ω2 −1 −1 ω ω −ω2 −ω2 

Γ4
+ 1 −1 ω −ω −ω2 ω2 1 −1 ω −ω −ω2 ω2 

Γ5
+ 1 −1 −ω2 ω2 ω −ω 1 −1 −ω2 ω2 ω −ω 

Γ6
+ 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 

Γ4
− 1 −1 ω −ω −ω2 ω2 −1 1 −ω ω ω2 −ω2 

Γ5
− 1 −1 −ω2 ω2 ω −ω −1 1 ω2 −ω2 −ω ω 

Γ6
− 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 

上表中ω = exp [πi/3]。 

 

 

C3
D E E̅ C3 E̅C3 C3

2 E̅C3
2 

Γ1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 ω2 ω2 −ω −ω 

Γ3 1 1 −ω −ω ω2 ω2 

Γ4 1 −1 ω −ω −ω2 ω2 

Γ5 1 −1 −ω2 ω2 ω −ω 

Γ6 1 −1 −1 1 −1 1 

上表中ω = exp [πi/3]。 

 

D3
D E E̅ 2C3 2E̅C3 

3C2
(1)

 3E̅C2
(1)

 

C3v
D  E E̅ 2C3 2E̅C3 3𝜎v 3E̅𝜎v 

Γ1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 1 1 −1 −1 

Γ3 2 2 −1 −1 0 0 

Γ4 2 −2 1 −1 0 0 

Γ5 1 −1 −1 1 i −i 

Γ6 1 −1 −1 1 −i I 
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6. 六角系（ D6h
D 、C6

D、C3h
D 、C6h

D 、C6v
D 、D6

D、D3h
D ）： 

C6h
D  E E̅ C6 C6̅̅ ̅ C3 C3̅̅ ̅ C2 C2̅̅ ̅ C3

2 C3
2̅̅ ̅ C6

5 C6
5̅̅ ̅ I I ̅ S3

−1 S3
−1̅̅ ̅̅ ̅ S6

−1 S6
−1̅̅ ̅̅ ̅ 𝜎h 𝜎h̅̅ ̅ S6 S6̅̅̅ S3 S3̅̅̅ 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 −ω2 −ω2 ω4 ω4 1 1 −ω2 −ω2 ω4 ω4 1 1 −ω2 −ω2 ω4 ω4 1 1 −ω2 −ω2 ω4 ω4 

Γ3
+ 1 1 ω4 ω4 −ω2 −ω2 1 1 ω4 ω4 −ω2 −ω2 1 1 ω4 ω4 −ω2 −ω2 1 1 ω4 ω4 −ω2 −ω2 

Γ4
+ 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 

Γ5
+ 1 1 ω2 ω2 ω4 ω4 −1 −1 −ω2 −ω2 −ω4 −ω4 1 1 ω2 ω2 ω4 ω4 −1 −1 −ω2 −ω2 −ω4 −ω4 

Γ6
+ 1 1 −ω4 −ω4 −ω2 −ω2 −1 −1 ω4 ω4 ω2 ω2 1 1 −ω4 −ω4 −ω2 −ω2 −1 −1 ω4 ω4 ω2 ω2 

Γ1
− 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 −ω2 −ω2 ω4 ω4 1 1 −ω2 −ω2 ω4 ω4 −1 −1 ω2 ω2 −ω4 −ω4 −1 −1 ω2 ω2 −ω4 −ω4 

Γ3
− 1 1 ω4 ω4 −ω2 −ω2 1 1 ω4 ω4 −ω2 −ω2 −1 −1 −ω4 −ω4 ω2 ω2 −1 −1 −ω4 −ω4 ω2 ω2 

Γ4
− 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 

Γ5
− 1 1 ω2 ω2 ω4 ω4 −1 −1 −ω2 −ω2 −ω4 −ω4 −1 −1 −ω2 −ω2 −ω4 −ω4 1 1 ω2 ω2 ω4 ω4 

Γ6
− 1 1 −ω4 −ω4 −ω2 −ω2 −1 −1 ω4 ω4 ω2 ω2 −1 −1 ω4 ω4 ω2 ω2 1 1 −ω4 −ω4 −ω2 −ω2 

Γ7
+ 1 −1 ω −ω ω2 −ω2 i −i −ω4 ω4 −ω5 ω5 1 −1 ω −ω ω2 −ω2 i −i −ω4 ω4 −ω5 ω5 

Γ8
+ 1 −1 −ω5 ω5 −ω4 ω4 −i I ω2 −ω2 ω −ω 1 −1 −ω5 ω5 −ω4 ω4 −i i ω2 −ω2 ω −ω 

Γ9
+ 1 −1 −ω ω ω2 −ω2 −i i −ω4 ω4 ω5 −ω5 1 −1 −ω ω ω2 −ω2 −i i −ω4 ω4 ω5 −ω5 

Γ10
+  1 −1 ω5 −ω5 −ω4 ω4 i −i ω2 −ω2 −ω ω 1 −1 ω5 −ω5 −ω4 ω4 I −i ω2 −ω2 −ω ω 

Γ11
+  1 −1 −i I −1 1 i −i −1 1 i −i 1 −1 −i i −1 1 i −i −1 1 i −i 

Γ12
+  1 −1 i −i −1 1 −i i −1 1 −i i 1 −1 i −i −1 1 −i i −1 1 −i i 

Γ7
− 1 −1 ω −ω ω2 −ω2 i −i −ω4 ω4 −ω5 ω5 −1 1 −ω ω −ω2 ω2 −i i ω4 −ω4 ω5 −ω5 



  

Γ8
− 1 −1 −ω5 ω5 −ω4 ω4 −i I ω2 −ω2 ω −ω −1 1 ω5 −ω5 ω4 −ω4 I −i −ω2 ω2 −ω Ω 

Γ9
− 1 −1 −ω ω ω2 −ω2 −i I −ω4 ω4 ω5 −ω5 −1 1 ω −ω −ω2 ω2 i −i ω4 −ω4 −ω5 ω5 

Γ10
−  1 −1 ω5 −ω5 −ω4 ω4 i −i ω2 −ω2 −ω ω −1 1 −ω5 ω5 ω4 −ω4 −i i −ω2 ω2 ω −ω 

Γ11
−  1 −1 −i I −1 1 i −i −1 1 i −i −1 1 i −i 1 −1 −i i 1 −1 −i i 

Γ12
−  1 −1 i −i −1 1 −i I −1 1 −i i −1 1 −i i 1 −1 i −i 1 −1 i −i 

C6h
D  E E̅ C6 C6̅̅ ̅ C3 C3̅̅ ̅ C2 C2̅̅ ̅ C3

2 C3
2̅̅ ̅ C6

5 C6
5̅̅ ̅ I I ̅ S3

−1 S3
−1̅̅ ̅̅ ̅ S6

−1 S6
−1̅̅ ̅̅ ̅ 𝜎h 𝜎h̅̅ ̅ S6 S6̅̅̅ S3 S3̅̅̅ 

上表中ω = exp [πi/6]。由于空间限制，对于非单位群元A，我们使用A̅来表示E̅A。 

 

D6h
D  E E̅ {C2 

E̅C2} 

2C3 2E̅C3 2C6 2E̅C6 {3C2
(1)

 

3E̅C2
(1)
} 

{3C2
(2)

 

3E̅C2
(2)
} 

I E̅ I {IC2 

IE̅C2} 

2IC3 2IE̅C3 2IC6 2IE̅C6 {3IC2
(1)

 

3IE̅C2
(1)
} 

{3IC2
(2)

 

3IE̅C2
(2)
} 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 

Γ3
+ 1 1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 

Γ4
+ 1 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 

Γ5
+ 2 2 −2 −1 −1 1 1 0 0 2 2 −2 −1 −1 1 1 0 0 

Γ6
+ 2 2 2 −1 −1 −1 −1 0 0 2 2 2 −1 −1 −1 −1 0 0 

Γ1
− 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 

Γ3
− 1 1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 

Γ4
− 1 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 1 −1 

Γ5
− 2 2 −2 −1 −1 1 1 0 0 −2 −2 2 1 1 −1 −1 0 0 
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Γ6
− 2 2 2 −1 −1 −1 −1 0 0 −2 −2 −2 1 1 1 1 0 0 

Γ7
+ 2 −2 0 1 −1 

√3 −√3 
0 0 2 −2 0 1 −1 

√3 −√3 
0 0 

Γ8
+ 2 −2 0 1 −1 

−√3 √3 
0 0 2 −2 0 1 −1 

−√3 √3 
0 0 

Γ9
+ 2 −2 0 −2 2 0 0 0 0 2 −2 0 −2 2 0 0 0 0 

Γ7
− 2 −2 0 1 −1 

√3 −√3 
0 0 −2 2 0 −1 1 

−√3 √3 
0 0 

Γ8
− 2 −2 0 1 −1 

−√3 √3 
0 0 −2 2 0 −1 1 

√3 −√3 
0 0 

Γ9
− 2 −2 0 −2 2 0 0 0 0 −2 2 0 2 −2 0 0 0 0 

D6h
D  E E̅ {C2 

E̅C2} 

2C3 2E̅C3 2C6 2E̅C6 {3C2
(1)

 

3E̅C2
(1)
} 

{3C2
(2)

 

3E̅C2
(2)
} 

I E̅ I {IC2 

IE̅C2} 

2IC3 2IE̅C3 2IC6 2IE̅C6 {3IC2
(1)

 

3IE̅C2
(1)
} 

{3IC2
(2)

 

3IE̅C2
(2)
} 



  

C6
D E E̅ C6 E̅C6 C3 E̅C3 C2 E̅C2 C3

2 E̅C3
2 C6

5 E̅C6
5 

C3h
D  E E̅ IC6 E̅IC6 C3 E̅C3 σh E̅σh C3

2 E̅C3
2 IC6

5 E̅IC6
5 

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 −ω2 −ω2 ω4 ω4 1 1 −ω2 −ω2 ω4 ω4 

Γ3 1 1 ω4 ω4 −ω2 −ω2 1 1 ω4 ω4 −ω2 −ω2 

Γ4 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 

Γ5 1 1 ω2 ω2 ω4 ω4 1 1 −ω2 −ω2 −ω4 −ω4 

Γ6 1 1 −ω4 −ω4 −ω2 −ω2 1 1 ω4 ω4 ω2 ω2 

Γ7 1 −1 ω −ω ω2 −ω2 i −i −ω4 ω4 −ω5 ω5 

Γ8 1 −1 −ω5 ω5 −ω4 ω4 −i i ω2 −ω2 ω −ω 

Γ9 1 −1 −ω ω ω2 −ω2 −i i −ω4 −ω4 ω5 −ω5 

Γ10 1 −1 ω5 −ω5 −ω4 ω4 i −i ω2 −ω2 −ω ω 

Γ11 1 −1 −i i −1 1 i −i −1 1 i −i 

Γ12 1 −1 i −i −1 1 −i i −1 1 −i i 

上表中ω = exp [πi/6]。 

D6
D E E̅ {C2 

E̅C2} 

2C3 2E̅C3 2C6 2E̅C6 
{3C2

(1) 

3E̅C2
(1)} 

{3C2
(2) 

3E̅C2
(2)} 

C6v
D  E E̅ {C2 

E̅C2} 

2C3 2E̅C3 2C6 2E̅C6 
{3IC2

(1) 

3IE̅C2
(1)} 

{3IC2
(2) 

3IE̅C2
(2)} 

D3h
D  E E̅ {IC2 

E̅IC2} 

2C3 2E̅C3 2C6 2E̅C6 
{3C2

(1) 

3E̅C2
(1)} 

{3IC2
(2) 

3IE̅C2
(2)} 

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 

Γ3 1 1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 

Γ4 1 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 

Γ5 2 2 −2 −1 −1 1 1 0 0 

Γ6 2 2 2 −1 −1 −1 −1 0 0 

Γ7 2 −2 0 1 −1 
√3 −√3 

0 0 

Γ8 2 −2 0 1 −1 
−√3 √3 

0 0 

Γ9 2 −2 0 −2 2 0 0 0 0 
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7. 立方系（ Oh、T、O、Th、Td）： 

Oh
D E E̅ 8C3 8E̅C3 {3C4

2 

3E̅C4
2 

6C4 6E̅C4 {6C2
′  

6E̅C2
′ } 

I I ̅ 8IC3 8IE̅C3 {3IC4
2 

3IE̅C4
2 

6IC4 6IE̅C4 {6IC2
′  

6IE̅C2
′ } 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 

Γ3
+ 2 2 −1 −1 2 0 0 0 2 2 −1 −1 2 0 0 0 

Γ4
+ 3 3 0 0 −1 1 1 −1 3 3 0 0 −1 1 1 −1 

Γ5
+ 3 3 0 0 −1 −1 −1 1 3 3 0 0 −1 −1 −1 1 

Γ1
− 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 

Γ3
− 2 2 −1 −1 2 0 0 0 −2 −2 1 1 −2 0 0 0 

Γ4
− 3 3 0 0 −1 1 1 −1 −3 −3 0 0 1 −1 −1 1 

Γ5
− 3 3 0 0 −1 −1 −1 1 −3 −3 0 0 1 1 1 −1 

Γ6
+ 2 −2 1 −1 0 

√2 −√2 
0 2 −2 1 −1 0 

√2 −√2 
0 

Γ7
+ 2 −2 1 −1 0 

−√2 √2 
0 2 −2 1 −1 0 

−√2 √2 
0 

Γ8
+ 4 −4 −1 1 0 0 0 0 4 −4 −1 1 0 0 0 0 

Γ6
− 2 −2 1 −1 0 

√2 −√2 
0 −2 2 −1 1 0 

−√2 √2 
0 

Γ7
− 2 −2 1 −1 0 

−√2 √2 
0 −2 2 −1 1 0 

√2 −√2 
0 



  

Γ8
− 4 −4 −1 1 0 0 0 0 −4 4 1 −1 0 0 0 0 

 

Oh
D E E̅ {3C2 

3E̅C2} 

4C3 4E̅C3 4C3
−1 4E̅C3

−1 I I ̅ {3IC2 

3IE̅C2} 

4IC3 4IE̅C3 4IC3
−1 4E̅IC3

−1 

Γ1
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2
+ 1 1 1 ω ω ω2 ω2 1 1 1 ω ω ω2 ω2 

Γ3
+ 1 1 1 ω2 ω2 ω Ω 1 1 1 ω2 ω2 ω ω 

Γ4
+ 3 3 −1 0 0 0 0 3 3 −1 0 0 0 0 

Γ1
− 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 

Γ2
− 1 1 1 ω ω ω2 ω2 −1 −1 −1 −ω −ω −ω2 −ω2 

Γ3
− 1 1 1 ω2 ω2 ω ω −1 −1 −1 −ω2 −ω2 −ω −ω 

Γ4
− 3 3 −1 0 0 0 0 −3 −3 1 0 0 0 0 

Γ5
+ 2 −2 0 1 −1 1 −1 2 −2 0 1 −1 1 −1 

Γ6
+ 2 −2 0 ω −ω ω2 −ω2 2 −2 0 ω −ω ω2 −ω2 

Γ7
+ 2 −2 0 ω2 −ω2 ω −ω 2 −2 0 ω2 −ω2 ω −ω 

Γ5
− 2 −2 0 1 −1 1 −1 −2 2 0 −1 1 −1 1 

Γ6
− 2 −2 0 ω −ω ω2 −ω2 −2 2 0 −ω ω −ω2 ω2 

Γ7
− 2 −2 0 ω2 −ω2 Ω −ω −2 2 0 −ω2 ω2 −ω ω 
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TD E E̅ {3C2 

3E̅C2} 

4C3 4E̅C3 4C3
′  4E̅C3

′  

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 1 ω ω ω2 ω2 

Γ3 1 1 1 ω2 ω2 ω ω 

Γ4 3 3 −1 0 0 0 0 

Γ5 2 −2 0 1 −1 1 −1 

Γ6 2 −2 0 ω −ω ω2 −ω2 

Γ7 2 −2 0 ω2 −ω2 ω −ω 

上面两个表中ω = exp [πi/3]。 

 

OD E E̅ 8C3 8E̅C3 {3C4
2 

3E̅C4
2} 

6C4 6E̅C4 {6C2
′  

6E̅C2
′ } 

Td
D E E̅ 8C3 8E̅C3 {3C2 

3E̅C2} 

6S4 6E̅S4 {6σd 

6E̅σd} 

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 

Γ3 2 2 −1 −1 2 0 0 0 

Γ4 3 3 0 0 −1 1 1 −1 

Γ5 3 3 0 0 −1 −1 −1 1 

Γ6 2 −2 1 −1 0 
√2 −√2 

0 

Γ7 2 −2 1 −1 0 
−√2 √2 

0 

Γ8 4 4 −1 1 0 0 0 0 

 

 

 

 

 

 

 



  

附录 D 置换群部分相关定理与引理证明 

补充定理 1（本原幂等元判别定理）：幂等元e⃗⃗i为本原幂等元的充要条件为：e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗i =

λe⃗⃗i对∀x⃗⃗ ∈ RG成立，其中λ为常数。 

证明： 

必要性，设e⃗⃗i为本原幂等元，对应投影算符P̂i，子空间Wi = P̂iRG为群不变的不可

约的子空间。由上个定理，知L(g)P̂i = P̂iL(g)对∀g ∈ G成立。 

这时，对∀x⃗⃗ ∈ RG，定义一个与x⃗⃗相关的算符Â，这个算符作用到群空间中向量y⃗⃗上

的效果是Ây⃗⃗ = y⃗⃗e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗i。 

这样的话，当Â作用到L(g)y⃗⃗上的时候，就有： 

Â(L(g)y⃗⃗) = L(g)y⃗⃗e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗i 

而Ây⃗⃗ = y⃗⃗e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗i，所以进一步有： 

Â(L(g)y⃗⃗) = L(g)(Ây⃗⃗) 

由于y⃗⃗为RG中任意向量，所以ÂL(g) = L(g)Â对∀g ∈ G成立。 

对这个y⃗⃗，可分为属于本原幂等元e⃗⃗i所对应的子空间Wi的部分y⃗⃗1与不属于Wi的部

分y⃗⃗2。由于Â与L(g)都是线性算符，ÂL(g) = L(g)Â对y⃗⃗1、y⃗⃗2都是成立的。同时Ây⃗⃗ =

y⃗⃗e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗i也可分解为Ây⃗⃗1 = y⃗⃗1e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗i与Ây⃗⃗2 = y⃗⃗2e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗i两个部分。 

先看y⃗⃗1 部 分 ， 由 于 ÂL(g) = L(g)Â ， 由 舒 尔 引 理 二 可 知 Â 在 Wi

上对应的矩阵只能是常数矩阵。这样的话： 

Ây⃗⃗1 = λy⃗⃗1 = λP̂iy⃗⃗1 

再看y⃗⃗2，它不属于Wi，由 

Ây⃗⃗2 = y⃗⃗2e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗ i 

结合正文定理 6.2 的证明中我们说过的幂等元e⃗⃗i与它对应的投影算符P̂i的关系

P̂iy⃗⃗ = y⃗⃗e⃗⃗i，可知上式右边等于： 
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y⃗⃗2 e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗ i = (P̂iy⃗⃗2)x⃗⃗e⃗⃗ i = P̂i ((P̂iy⃗⃗2)x⃗⃗) 

由于P̂iy⃗⃗2 = 0，所以Ây⃗⃗2 = P̂i(0x⃗⃗) = 0 = λP̂iy⃗⃗2，其中λ为任意复数。 

这个Ây⃗⃗2 = λP̂iy⃗⃗2与前面Ây⃗⃗1 = λP̂iy⃗⃗1结合，有Ây⃗⃗＝λP̂iy⃗⃗。再由y⃗⃗的任意性，可知Â =

λP̂i。 

这个时候，再结合Â的定义，即对∀y⃗⃗ ∈ RG，有： 

Ây⃗⃗＝y⃗⃗e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗ i 

以及： 

Ây⃗⃗＝λP̂iy⃗⃗＝λy⃗⃗e⃗⃗ i＝y⃗⃗λe⃗⃗ i 

可得： 

y⃗⃗e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗ i＝y⃗⃗λe⃗⃗ i 

这个等式，同样是对∀y⃗⃗ ∈ RG成立的，因此e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗ i＝λe⃗⃗ i。必要性得证。由Wi为不可

约表示空间可得e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗ i＝λe⃗⃗ i。这里不可约在舒尔引理二的应用中起了关键作用。 

充分性，由e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗ i＝λe⃗⃗ i推e⃗⃗ i对应的Wi为不可约表示空间。反证，设e⃗⃗ i不是本原幂

等元，它可以继续分为e⃗⃗ i1+e⃗⃗ i2，于是： 

e⃗⃗ ie⃗⃗ i1e⃗⃗ i = (e⃗⃗ i1 + e⃗⃗ i2)e⃗⃗ i1(e⃗⃗ i1 + e⃗⃗ i2) 

= e⃗⃗i1
3 + e⃗⃗i1

2 e⃗⃗ i2 + e⃗⃗ i2e⃗⃗i1
2 + e⃗⃗ i2e⃗⃗ i1e⃗⃗ i2 = e⃗⃗ i1 

这个等式成立的原因是e⃗⃗ i1、e⃗⃗ i2为e⃗⃗ i继续分解的两个部分，它们都是幂等元，且

相互正交。因此，等式的第一项三次方等于一次方（幂等元性质），后三项等于

零（正交性质）。理解正交性质一点，大家可参考P̂iy⃗⃗ = y⃗⃗e⃗⃗ i这个幂等元与投影算

符的关系式。换句话说，e⃗⃗ i是群代数中这样一个向量，它与任何的一个向量相乘，

结果就是P̂i所对应的群不变子空间中的向量。P̂i1与P̂i2的子空间相互正交，e⃗⃗ i1、e⃗⃗ i2

也相互正交。 

而e⃗⃗ix⃗⃗e⃗⃗ i＝λe⃗⃗ i，所以上式还等于λe⃗⃗ i，进而e⃗⃗ i1 = λe⃗⃗ i。 



  

 

这样的话，可以继续有：e⃗⃗i1
2 = λ2e⃗⃗i

2。同时，e⃗⃗i1
2 = e⃗⃗ i1 = λe⃗⃗ i，所以λ要么为零，要

么为一。λ为零时，e⃗⃗ i1 = λe⃗⃗ i = 0，e⃗⃗ i = e⃗⃗ i2；λ为一时，e⃗⃗ i1 = λe⃗⃗ i = e⃗⃗ i，e⃗⃗ i2 = 0。

不管怎样，都是说e⃗⃗ i不能继续分，是个本原幂等元。充分性同样得证。 

引理 6.1 设T、T′是由置换 r 联系起来的杨盘，T′ = r T，如果置换 s 作用在T

上，使得T(i，j)数字变到sT中的(i′， j′)处，则s′ = rsr−1也会使得T′(i，j)中的数

字变到s′T′的(i′， j′)处。 

（正文部分讲过，这个引理要说明的关系就是下面这个图。 

 

杨盘sT中各个数相对杨盘T中的变化与杨盘s′T′中各个数相对与杨盘T′中各个数

的变化完全一样。） 

证明： 

把杨盘T、T′、sT、s′T′中的数均按从左到右、从上到下的顺序排列，记为：{t1，

t2，⋯，tn}、{t1
′，t2

′ ，⋯，tn
′ }、{st1，st2，⋯，stn}、{s′t1

′，s′t2
′ ，⋯，s′tn

′ }。 

由上图关系，知 

r = (
t1，t2，⋯，tn

t1
′，t2

′ ，⋯，tn
′
) 
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s = (
t1，t2，⋯，tn

st1，st2，⋯，stn
) 

s′ = (
t1
′，t2

′ ，⋯，tn
′

s′t1
′，s′t2

′ ，⋯，s′tn
′
) 

同时，由于s′ = rsr−1，这意味着它干的事是把s的上下两行分别用r置换。上面那

行是把t1，t2，⋯，tn变成了t1
′，t2

′ ，⋯，tn
′ ，下面那行是把st1，st2，⋯，stn

变成了s′t1
′，s′t2

′ ，⋯，s′tn
′ ，所以r其实有两种写法，分别是： 

(
t1，t2，⋯，tn

t1
′，t2

′ ，⋯，tn
′
)、(

st1，st2，⋯，stn

s′t1
′，s′t2

′ ，⋯，s′tn
′
) 

比较这两个等价的写法，我们就知道，当左边第i列的数码ti在右边的位置为第j

列，也就是ti = stj时，一定有：ti
′ = s′tj

′。也就是上面图中说的规律。 

这个引理还有个推论： 

设T′ = rT，则有R(T′) = rR(T)r−1，C(T′) = rC(T)r−1，P̂(T′) = rP̂(T)r−1，Q̂(T′) =

rQ̂(T)r−1，Ê(T′) = rÊ(T)r−1。 

证明： 

还是基于上面那张图。对∀r ∈ Sn，取∀p̂ ∈ C(T)，把这个q̂理解为上面图中的s，

只不过它干的事情只是将T中同列的数码相互置换。这样的话，由于上图中s对T

的置换在相对位置上完全等同于rsr−1对rT的置换，所以如果q̂是对杨图T的列置

换的话，rq̂r−1就是对杨图T′ = rT的等同的列置换。这种等同是一对一的关系，

所以在q̂走遍 C(T)中所有元素的时候rq̂r−1也走遍 C(T′)中所有元素。最终的效果

就是C(T′) = rC(T)r−1。 

对R(T′) = rR(T)r−1， 逻 辑 是 完 全 类 似 的 。 而 对 P̂(T′) = rP̂(T)r−1、 Q̂(T′) =

rQ̂(T)r−1、Ê(T′) = rÊ(T)r−1也一样，只不过这里置换的集合变成了置换的线性叠

加罢了。 



  

引理 6.2 设p̂、q̂是杨盘 T 的行、列置换，则 T 中位于同一行的任意两个数字不

可能出现在T′′ = p̂q̂T的同一列中；反之，若T′′ = rT时，T 中位于同一行的任意

两个数字都不出现在T′的同一列中，则杨盘 T 存在行、列置换p̂、q̂，使r = p̂q̂。 

证明： 

还是基于引理 6.1 那张图，p̂ ∈ R(T)，q̂ ∈ C(T)，T′′ = p̂q̂T，证 T 中位于同一行

的任意两个数字不可能出现在T′′的同一列中。 

令T′ = p̂T，q̂′ = p̂q̂p̂−1。现在讨论的内容与上面那张图的对应关系是这里的T对

应图中的T，这里的p̂对应图中的r，这里的T′对应图中的T′，这里的q̂对应图中的

s，这里的q̂′ = p̂q̂p̂−1对应图中的ŝ′ =  rsr−1，这里的T′′ = p̂q̂T = p̂q̂p̂−1p̂T = q̂′T′

对应图中的ŝ′T′。 

这个定理说白了，说的是左上角那个图中T中同一行的任意两个数字，不可能通

过取r = p̂、s = q̂的方式，由上面图中显示的变换，变换到右下角T′′ = q̂′T′的同

一列中。 

怎么理解？很容易，由上个引理推论中的讨论，q̂是T的列置换，q̂′也是T′的列置

换。因此q̂′不可能将T′中位于同行的两个数码换到T′′的同一列中。而另一方面

T′ = p̂T，所以T′的行数码与T的行数码是相同的。所以T中的行数码在经历了p̂这

个行置换变成T′，再经历q̂′ = p̂q̂p̂−1这个列置换变成T′′ = p̂q̂T后，不可能处在T′′

的同一列中。这个是这个引理第一部分说的事情。 

反过来，T′′ = rT，若T中同一行的任意两个数码都不出现在T′′的同一列中，要证

r = p̂q̂。由已知条件T中同一行的任意两个数码都不出现在T′′的同一列中，知我

们总可以用行置换p̂ ∈ R(T)对杨图T操作，使得结果T′ = p̂T与T′′的各列数码相同，

只是每列中各个数码的上下位置可以不同。这样的话，我们可以在这个基础上对
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T′进行一个列置换q̂′，调整每一列中各数码的行，使得q̂′ T′与T′完全相同。如果

取q̂′ = p̂q̂p̂−1，这样的话q̂′ T′就是p̂q̂p̂−1p̂T = p̂q̂T，它与T′′ = rT完全相同。这样

就一定有r = p̂q̂。问题得证。 

前面也说过，引理 6.1 与 6.2 说的是同一个杨图的杨盘的性质。 

引理 6.3 设杨盘T和T′分别属于杨图[λ]、[λ′]，且[λ]>[λ′] 

（这里，[λ]>[λ′]是指[𝜆] = [𝜆1，𝜆2，⋯，𝜆n]，[𝜆′] = [𝜆′1，𝜆′2，⋯，𝜆′n]，第一

个不等于零的𝜆𝑖 − 𝜆′𝑖，一定满足𝜆𝑖 > 𝜆′𝑖，比如： 

） 

则存在两个数码位于T的同一行与T′的同一列。 

证明： 

反证法，设杨盘T中任意两个同行的数码均处在T′的不同列中。这样的话要想让

T中第一行的𝜆1个数字出现在T′的不同列中，需要𝜆′1 ≥ 𝜆1。而已知条件是[λ]>[λ′]，

所以𝜆′1只能等于𝜆1。这样处理完以后，T′的第一行被T第一行的数字占满。再看

第二行，同样道理，也有𝜆′2 = 𝜆2。第二行也被占满，类推，最终会有[𝜆′] = [λ]。

这与已知[λ]>[λ′]矛盾，因此假设不成立，当[λ]>[λ′]时，T和T′必存在两个数码位

于T的同一行与T′的同一列。 

引理 6.4 若有两个数字，位于杨盘T的同一行与杨盘T′的同一列，则它们的杨算

符Ê(T′)Ê(T) = 0。 

证明： 



  

设数字a1、a2是位于杨盘T的同一行与杨盘T′的同一列的两个数码，则有对换t =

(a1，a2)，这个对换既属于杨盘T的行置换R(T)，又属于杨盘T′的列置换C(T′)。 

而R(T)、C(T′)又同时为Sn的子群，且t2 = s0，t为奇置换，δt = −1。由重排定理，

我们知道： 

tP̂(T) = t ∑ p̂

p̂∈R(T)

= P̂(T) 

Q̂(T′)t = ∑ δqq̂

q̂∈C(T′)

δtδtt = δt ∑ δqδtq̂

q̂∈C(T′)

t = δt ∑ δqtqt̂

qt̂∈C(T′)

= δtQ̂(T′) 

这样的话就会有： 

Q̂(T′)P̂(T)＝Q̂(T′)s0P̂(T)＝Q̂(T′)ttP̂(T)＝δtQ̂(T′)P̂(T)＝− Q̂(T′)P̂(T) 

因此Q̂(T′)P̂(T) = 0。 

对于这个式子，再左乘P̂(T′)、右乘Q̂(T)，就会有： 

P̂(T′)Q̂(T′)P̂(T)Q̂(T) = 0 

进而： 

Ê(T′)Ê(T) = 0。 

得证。 

这样的话，结合引理 6.3 与 6.4，我们就知道当T、T′属于不同杨图[λ]、[λ′]，且

[λ]>[λ′]时，有Ê(T′)Ê(T) = 0。 

引理 6.5 设置换群Sn的群代数RSn中的矢量x⃗⃗ = ∑ xsss∈Sn ，T为Sn的杨盘。若∀p̂ ∈

R(T)，∀q̂ ∈ C(T)，p̂x⃗⃗q̂ = δq x⃗⃗，则x⃗⃗与T盘的杨算符Ê(T)相差一个常数因子，即x⃗⃗ =

θÊ(T)，常数θ与x⃗⃗有关，为x⃗⃗中s0的系数。 

（这个引理说的是群代数RSn中对一个特定的T满足p̂x⃗⃗q̂ = δqx⃗⃗的向量x⃗⃗的性质，它

在证明下一个引理时会用到。课上如果讲这个附录，时间又紧，从逻辑关系上这

个证明的过程可以略过） 



   

370 
 

证明： 

分两步，第一步证Sn中不能写成p̂q̂形式的群元s一定可以表示为p̂sq̂的形式，即

s=p̂sq̂，其中p̂ ∈ R(T)，q̂ ∈ C(T)。 

令T′ = sT，由于s不具备p̂q̂的形式，由引理 5.2 的逆否命题，知至少存在两个数

码a1、a2，位于T的同一行，T′的同一列。 

取t = (a1，a2)，有t ∈ R(T) ∩ C(T′)，t2 = s0。由于T = s−1T′，由引理 6.1 可知

t ∈ C(T′)时s−1ts ∈ C(T)。这样的话，如果我们取p̂ = t、q̂ = s−1ts，则 

p̂sq̂ = tss−1ts = t2s = s 

第二步，由p̂x⃗⃗q̂ = δqx⃗⃗来求x⃗⃗。由于x⃗⃗ = ∑ xsss∈Sn ，只需定出展开系数xs即可。这样

的话，一方面 

p̂x⃗⃗q̂ = p̂ ∑ xss

s∈Sn

q̂ = ∑ xsp̂s

s∈Sn

q̂ 

另一方面 

δqx⃗⃗ = ∑ δqxss

s∈Sn

 

要想p̂x⃗⃗q̂ = δqx⃗⃗成立，需∑ xsp̂ss∈Sn q̂ = ∑ δqxsss∈Sn 。 

当s不具备p̂q̂的形式时，由于p̂sq̂ = s，上式左边这个s上的分量是δqxs，右边这个

s上的分量是xs，由于q̂ = s−1ts为奇置换，所以δq = −1。因此xs = −xs，xs = 0。 

当s具备 p̂q̂的形式时，取该 p̂、q̂代入 p̂x⃗⃗q̂ = δq x⃗⃗，并看该 p̂q̂分量的系数。由

∑ xsp̂ss∈Sn q̂ = ∑ δqxsss∈Sn 这个等式，知左边的p̂q̂系数是xs0，而右边的p̂q̂项系数

是δqxpq，于是xs0 = δqxpq。取θ = xs0，有xpq = δqθ。对不同的具备p̂q̂的形式的

s，x⃗⃗在它上面的分量xs = xpq = δqθ，其中θ与x⃗⃗有关。 

两者综合起来，就是对于对∀p̂ ∈ R(T)、∀q̂ ∈ C(T)，满足p̂x⃗⃗q̂ = δqx⃗⃗的RSn中的矢

量x⃗⃗，其分量满足： 



  

xs = {
0，当 s 不具备p̂q̂的形式

δqθ，当 s 具备p̂q̂的形式
 

这样的话： 

x⃗⃗ = ∑ xss

s∈Sn

= ∑ xpqp̂q̂

p∈R(T)

q∈C(T)

= ∑ δqθp̂q̂

p∈R(T)

q∈C(T)

= θÊ(T) 

其中θ与x⃗⃗有关。引理得证。 

引理 6.6 杨盘T的杨算符Ê(T)是置换群Sn的群代数RSn中的一个本质的本原幂等

元，不变子空间RSnÊ(T)是置换群Sn的一个不可约表示的表示空间，其维数是

n！的因子。 

证明： 

第一步，证Ê(T)就是群代数RSn中幂等元（利用引理 6.5）。 

对∀p̂ ∈ R(T)、∀q̂ ∈ C(T)，由重排定理，有： 

p̂Ê(T)2q̂ = p̂P̂(T)Q̂(T)P̂(T)Q̂(T)q̂ = P̂(T)Q̂(T)P̂(T)δqQ̂(T) = δqÊ(T)
2 

结合引理 6.5，我们知道Ê(T)2一定具备θÊ(T)的形式。这样的话Ê(T)2 = θÊ(T)，

Ê(T)为本质幂等元。其中θ，由前面的讨论，知为Ê(T)2中s0的系数，待定（因为

除了s0，阶为 2 的群元也会有贡献）。Ê(T)/θ为幂等元。 

第二步，确定θ，证Ê(T)/θ对应的群代数RSn中群不变的子空间RSnÊ(T)/θ维数是

n!的因子。 

由正文部分的讨论，一个幂等元Ê(T)/θ对应一个投影算符P̂，关系是：对∀x⃗⃗ ∈

RSn，有P̂x⃗⃗ = x⃗⃗Ê(T)/θ。 

对这个算符P̂，取RSn的基为s0、s1、⋯、sn!−1，则表示矩阵对角元满足： 

Pjj = (P̂sj)sj
= (sjÊ(T)/θ)sj

 

其中Ê(T)贡献的，必为s0。而Ê(T)的s0分量的系数是 1，所以Pjj = 1/θ。这样算符
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P̂的迹就是n!/θ。 

线性变换后，取RSn的基v1、v2、⋯、vf、vf+1、⋯、vn!，其中v1、v2、⋯、vf为

RSnÊ(T)/θ所对应的群不变的子空间W的基。这时，对1 ≤ j ≤ f，有vj ∈ RSnÊ(T)/θ，

因此P̂vj = vj，它们所对应的(P̂vj)j
= 1。而对j > f，P̂vj = vjÊ(T)/θ ∈ W，它在vj

上的分量为零。所以(P̂vj)j
= 0。这样的话算符P̂的迹就是f。而这段的讨论与上面

一段的讨论差的就是一个线性变换，不改变矩阵的迹，所以f = n!/θ。由于f必为

整数，而θ为Ê(T)2中s0的系数，也必为整数，f必为n!的因子。 

第三步，证幂等元Ê(T)/θ为本原幂等元（利用本原幂等元判别定理以及引理 6.5）。 

对∀x⃗⃗ ∈ RSn，p̂ ∈ R(T)，q̂ ∈ C(T)，有 

p̂ ((
Ê(T)

θ
) x⃗⃗ (

Ê(T)

θ
)) q̂ = (

p̂Ê(T)

θ
) x⃗⃗ (

Ê(T)q̂

θ
) 

= (
Ê(T)

θ
) x⃗⃗δq (

Ê(T)

θ
) = δq ((

Ê(T)

θ
) x⃗⃗ (

Ê(T)

θ
)) 

这样结合引理 5.5，就有(
Ê(T)

θ
) x⃗⃗ (

Ê(T)

θ
) = μÊ(T)，其中μ为(

Ê(T)

θ
) x⃗⃗ (

Ê(T)

θ
)中s0系数。

由前面讲到的本原幂等元判据定理，知Ê(T)/θ为本原幂等元，RSnÊ(T)/θ为Sn的

不可约表示空间。引理得证。 

由这个引理，我们也知一个杨盘T，可求出一个本原幂等元Ê(T)/θ，从而得到n阶

置换群Sn的一个不可约表示。 

引理 6.7 置换群Sn同一个杨图的不同杨盘给出的不可约表示是等价的，不同杨图

的杨盘给出的不可约表示是不等价的。 

证明： 

对Sn，群代数RSn是群元素算符的不变空间，对应的表示是正则表示，现在我们

考虑左正则表示L(g)，g ∈ Sn。 



  

 

设有两个杨盘T与T′，杨算符分别是Ê(T)、Ê(T′)，它们是本质幂等元，对应的不

可约表示为A(g)、A′(g)，表示空间为W = RSnÊ(T)、W′ = RSnÊ(T′)，群空间向它

们的表示空间得投影算符是P̂、P′̂。设Ê2(T) = θÊ(T)、Ê2(T′) = θ′Ê(T′)，取其相

应幂等元为e⃗⃗ = θ−1Ê(T)、e⃗⃗′ = θ′
−1
Ê(T′)。 

第一步，我们需要先说明：杨算符Ê(T)、Ê(T′)所对应的不可约表示等价的充要条

件是至少存在一个群代数RSn中的元素c⃗，使得Ê(T)c⃗Ê(T′) ≠ 0。 

先看充分性，由至少存在一个群代数RSn中的元素c⃗，使得Ê(T)c⃗Ê(T′) ≠ 0，来推

Ê(T)、Ê(T′)所对应的不可约表示等价。 

若Ê(T)c⃗Ê(T′) ≠ 0，可定义映射P̂′′：W → W′，操作规则是对∀w⃗⃗⃗⃗ ∈ W， P̂′′w⃗⃗⃗⃗ =

w⃗⃗⃗⃗e⃗⃗c⃗e⃗⃗′。这里，由于w⃗⃗⃗⃗e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ = P′̂(w⃗⃗⃗⃗e⃗⃗c⃗) ∈ W′，所以定义的P̂′′作用到W中向量时，得

到的新的向量属于W′。我们需要证明P̂′′是从W到W′的一一满映射。 

这个证明很简单。先定义P̂′′作用到W上得到的向量的合集是W′′，W′′是W′的子集，

只要证明它非空，且群不变，就可以利用W′是不可约表示的表示空间得到W′′等

于W′。这个是第一步满映射，之后再证明是单射，两者结合，就是一一满映射了。 

具体过程先看满映射，W′′ = P̂′′W = {w⃗⃗⃗⃗e⃗⃗c⃗e⃗⃗′|w⃗⃗⃗⃗ ∈ W}，对∀w⃗⃗⃗⃗′′ = w⃗⃗⃗⃗e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ ∈ W′′，有： 

L(g)w⃗⃗⃗⃗′′ = gw⃗⃗⃗⃗′′ = gw⃗⃗⃗⃗e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ = (L(g)w⃗⃗⃗⃗)e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ ∈ W′′ 

所以W′′是群不变的子空间。同时对e⃗⃗ ∈ W，有e⃗⃗e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ = e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ ≠ 0，所以W′′非空。

结合W′′是不可约表示的表示空间，W′′ =  W′。满映射成立。 

单射：若不同w⃗⃗⃗⃗1、w⃗⃗⃗⃗2 ∈ W对应P̂′′w⃗⃗⃗⃗1 = P̂′′w⃗⃗⃗⃗2，则P̂′′(w⃗⃗⃗⃗1 − w⃗⃗⃗⃗2) = 0，进而(w⃗⃗⃗⃗1 −

w⃗⃗⃗⃗2)e⃗⃗c⃗e⃗⃗
′ = 0。 由 于 w⃗⃗⃗⃗1 − w⃗⃗⃗⃗2 不 为 零 ， 所 以 e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ = 0， 与 已 知 矛 盾 （ 已 知 是

Ê(T)c⃗Ê(T′) ≠ 0，因此c⃗ ≠ 0、e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ ≠ 0）。因此P̂′′不光是满映射，还是单射。存在

逆P̂′′−1。 
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这个时候，因为对∀w⃗⃗⃗⃗ ∈ W，有:  

P̂′′L(g)w⃗⃗⃗⃗ = P̂′′(gw⃗⃗⃗⃗) = (gw⃗⃗⃗⃗)e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ = g(w⃗⃗⃗⃗e⃗⃗c⃗e⃗⃗′) = L(g)P̂′′w⃗⃗⃗⃗ 

左边，L(g)是作用在w⃗⃗⃗⃗的线性空间W的；右边，L(g)是作用在P̂′′w⃗⃗⃗⃗的线性空间W′

的。同时这个等式对∀w⃗⃗⃗⃗ ∈ W成立。因此，写成表示的形式，就有： 

P̂′′A(g) = A′(g)P̂′′ 

而P̂′′−1存在，所以A′(g) = P̂′′A(g)P̂′′−1，A与A′等价。充分性得证。 

必要性，由A与A′等价来证至少存在一个群代数RSn中的元素c⃗，使得Ê(T)c⃗Ê(T′) ≠

0。既然等价，一定存在P̂′′，使得对∀g ∈ Sn，∀w⃗⃗⃗⃗ ∈ W，有： 

P̂′′A(g)w⃗⃗⃗⃗ =  A′(g)P̂′′w⃗⃗⃗⃗ 

即 

P̂′′gw⃗⃗⃗⃗ =  gP̂′′ w⃗⃗⃗⃗ 

由于P̂′′为非奇异线性算符，可通过线性组合使得对∀x⃗⃗ ∈ RSn，有P̂′′x⃗⃗w⃗⃗⃗⃗ =  x⃗⃗P̂′′ w⃗⃗⃗⃗。 

定义c⃗ = P̂′′e⃗⃗，由于P̂′′为非奇异线性算符，所以c⃗ ≠ 0。对这样定义的c⃗，有： 

c⃗ = P̂′′e⃗⃗e⃗⃗ = e⃗⃗P̂′′ e⃗⃗ = e⃗⃗c⃗ 

同时由于c⃗ ∈ W′，还存在c⃗e⃗⃗′ = P̂′c⃗ = c⃗，进而： 

c⃗ = e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ 

由于c⃗ ≠ 0，所以e⃗⃗c⃗e⃗⃗′ ≠ 0，进而Ê(T)c⃗Ê(T′) ≠ 0。 

现在是证明了杨算符Ê(T)、Ê(T′)所对应的不可约表示等价的充要条件是至少存

在 一 个 群 代 数 RSn 中 的 元 素 c⃗， 使 得 Ê(T)c⃗Ê(T′) ≠ 0。 下 面 看 杨 盘 T与 T′

属于与不属于同一个杨图时，会发生什么事情？ 

当杨盘T与T′属于同一个杨图时，由前面的讨论，必存在 r ∈ Sn，且r⃗ ≠ 0，使得

T′ = rT ，进而Ê(T′) = rÊ(T)r−1。 

此 时 ， 有 r−1 ∈ RSn ， 使 得 Ê(T)r−1Ê(T′) = r−1Ê2(T′) = θr−1Ê(T′) 。 这 个

Ê(T)r−1Ê(T′) ≠ 0，因为不然的话就会有Ê(T′) = 0。正文中，定义 6.5 讨论过，

杨算符一定不为零。 



  

这样的话由上半部分的讨论，结合Ê(T)r−1Ê(T′) ≠ 0，就知道Ê(T)、Ê(T′)所对应

的不可约表示等价。 

另一种情况，就是T与T′属于不同杨图[λ]、[λ′]。不同的两个杨图可以通过之前的

讨论定义大小，不失一般性，取[λ] > [λ′]。这样的话对∀s ∈ Sn，我们知道杨盘sT

的杨算符是sÊ(T)s−1。 

这个时候，由引理 5.4，不同杨图的杨盘对应的杨算符满足Ê(T′)sÊ(T)s−1 = 0。

两边乘上s，有Ê(T′)sÊ(T) = 0。这个时候，由s的一般性，可知对∀x⃗⃗ ∈ RSn，都有

Ê(T′)x⃗⃗Ê(T) = 0。这样，同样结合上面的讨论，知道T与T′对应的不可约表示相互

之间不等价。 

这七个引理结合在一起，就给出了杨盘定理的全部内容。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


