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■■教学讨论　

理想气体热力学概率和分子数的关系

刘志国，张耀辉，王先杰，张伶莉，黄喜强，王晓鸥，张　 宇
（哈尔滨工业大学 物理学院，黑龙江 哈尔滨　 １５０００１）

摘要：热力学概率是统计物理学中的一个重要概念，直接和玻耳兹曼熵相联系． 本文分析了理想气体热力学概率计算中

容易忽略的因素，即气体所处状态． 它会对计算施加限制条件，以保证其玻耳兹曼熵为广延量；计算了理想气体绝热自由膨

胀、等温膨胀和等温等压条件下分子数变化时的热力学概率的改变．
关键词：热力学概率；理想气体；玻耳兹曼熵
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　 　 热力学系统的平衡态对应微观状态数 Ｗ 取最

大值的宏观态，其微观状态数与系统的熵 Ｓ 通过玻

耳兹曼关系相联系，即
Ｓ＝ ｋｌｎ Ｗ （１）

式中 ｋ 为玻耳兹曼常量． 与宏观态对应的微观状态

数 Ｗ 又称为热力学概率．

１　 绝热自由膨胀的熵变

通过热力学概率可以计算过程的熵变［１］，如理

想气体向真空的绝热自由膨胀过程． 一些教材给出

了非常巧妙的计算方法，简述如下［２⁃４］ ． 由于绝热自

由膨胀后理想气体的温度不变，因此气体的速度分

布不变，可以按照位置分布来计算热力学概率的变

化． 一个分子位置分布的可能状态数与其所能达到

的空间体积成正比，而理想气体各个分子是相互独

立的，故膨胀前系统的热力学概率为 Ｗ１∝ＶＮ
１ ，式中

Ｖ１为初态体积，Ｎ 为分子总数． 当气体向真空膨胀，
体积变为 Ｖ２后，热力学概率为 Ｗ２∝ＶＮ

２ ． 根据玻耳兹

曼关系，体系的熵变为

ΔＳ＝Ｓ２－Ｓ１ ＝ ｋｌｎ
Ｗ２

Ｗ１
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与热力学方法的计算结果一致．
利用配分函数也可以导出热力学概率与体积的

关系． Ｎ 个理想气体分子（不可分辨）体系的熵为［５］

Ｓ＝ ３
２
Ｎｋ＋Ｎｋｌｎ
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式中 Ｖ 为气体的体积，ｈ 为普朗克常数，ｍ 为气体分

子的质量，Ｔ 为绝对温度． 利用斯特林公式，ｌｎ Ｎ！ ＝
Ｎｌｎ Ｎ－Ｎ，并将等式右侧两项合并，则

Ｓ＝ ｋｌｎ ｅ５ ／ ２

Ｎ
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和式（１）比较，可知热力学概率 Ｗ∝ＶＮ ．

２　 分子数改变时存在的“问题”

但是，如果直接用上述方法计算如下问题（问
题 １），就会得出错误的结果． 问题 １：一定量的理想

气体处于平衡态，热力学概率为 Ｗ１；保持温度和压

强不变，质量增加为原来的 ｎ 倍，其热力学概率 Ｗ２

为多大？
由于压强、温度都保持不变，理想气体系统的质

量增加 ｎ 倍后，体积也增加 ｎ 倍，气体分子数也增大

为原来的 ｎ 倍． 设初态体积为 Ｖ１，分子数为 Ｎ１，则其

平衡态热力学概率 Ｗ１∝ＶＮ１
１ ． 设比例系数为 α，则

Ｗ１ ＝αＶＮ１
１ ． 终态体积 Ｖ２ ＝ ｎＶ１，分子数 Ｎ２ ＝ ｎＮ１，平衡

态热力学概率为 Ｗ２ ＝αＶＮ２
２ ＝α （ｎＶ１） ｎＮ１，可得

Ｗ２

Ｗ１
＝
ＶＮ２

２

ＶＮ１
１

＝
（ｎＶ１） ｎＮ１

ＶＮ１
１

＝ｎｎＮ１（ＶＮ１
１ ） ｎ－１ （５）

进一步可得 Ｗ２ ＝ cＷｎ
１，其中 c ＝ ｎｎＮ１ ／ αｎ－１ ． 由式
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（１）和式（４）可以得出

α＝（ｅ５ ／ ２ ／ Ｎ１） Ｎ１（２πｍｋＴ ／ ｈ２） ３Ｎ１ ／ ２

设 λ＝ （ｈ２ ／ ２πｍｋＴ） １ ／ ２，则 α ＝ （ｅ５ ／ ２ ／ Ｎ１λ３） Ｎ１ ． 在

室温（３００ Ｋ）下，以氧气分子为例，λ 的数量级约为

１０－ １１ ｍ． 由 c＝［ｎ （ｎ１ ／ ３Ｎ１ ／ ３
１ λ ／ ｅ５ ／ ６） ３（ｎ－１）］ Ｎ１，考虑到 ｎ

为有限值 （较小）， Ｎ１ 的数量级约为 １０２３， 可知

c ＜＜ １．
利用玻耳兹曼关系，可以计算出终态的熵为

Ｓ２ ＝ ｋｌｎ Ｗ２ ＝ ｋｌｎ c＋ｎｋｌｎ Ｗ１ ＝ ｋｌｎ c＋ｎＳ１ （６）
式中 Ｓ１ ＝ ｋｌｎ Ｗ１为初态的熵，ｋ ｌｎ c 项不可忽略． 由

于熵是广延量，质量增加为原来的 ｎ 倍后（压强、温
度不变），熵也随之增加为原来的 ｎ 倍，应该为 Ｓ２ ＝
ｎＳ１，与上述结果相矛盾． 可见，上述热力学概率 Ｗ２

的计算是有问题的．

３　 热力学概率和微观状态总数

实际上，以上处理过程混淆了一个概念，即认为

平衡态间热力学概率之比就是系统微观状态总数之

间的比值． ＶＮ 正比于系统微观状态总数，玻耳兹曼

关系式（１）中的热力学概率 Ｗ 指的是平衡态的微观

状态数，两者之间存在一个比例系数，与系统的气体

分子数、所处的状态等因素有关［式（４）］． 考虑一个

简单的例子：容器中有 Ｎ 个气体分子，将容器平分

为体积相等的两部分，研究气体分子在这两部分的

分布． 平衡态一定对应气体分子均匀分布的情形，
即两部分分子数相等，各占一半． 当 Ｎ 取不同值时，
平衡态的微观状态数 Ｗｍ和系统微观状态总数 Ｗｔ的

比值，即平衡态出现的概率，是不同的． 表 １ 列出了

Ｎ 比较小时的情况． 若 Ｎ 值很大，气体分子数变化

时这个比值（Ｗｍ ／Ｗｔ）会有非常大的不同．
表 １　 系统微观状态总数 Ｗｔ和平衡态微观状态数 Ｗｍ

Ｎ Ｗｔ（２Ｎ） Ｗｍ（ＣＮ ／ ２
Ｎ ） Ｗｍ ／Ｗｔ

２ ４ ２ １２８ ／ ２５６

４ １６ ６ ９６ ／ ２５６

６ ６４ ２０ ８０ ／ ２５６

８ ２５６ ７０ ７０ ／ ２５６

１０ １ ０２４ ２５２ ６３ ／ ２５６

４　 正确的计算方法

一般情况下，平衡态热力学概率之比并不等于

系统总的微观状态数之比． 但是，理想气体的自由

膨胀过程是个特例． 为什么它可得到正确结果呢？

对于气体的绝热自由膨胀过程，如果用类似的

方法来考虑热力学概率的变化，将会遇到一个问题，
就是将体积 Ｖ 分为多少份合适？ 因为我们需要考

虑 Ｎ 个分子在这些份空间中的分布来计算微观状

态数． 此外，平衡态对应的宏观态是气体分子均匀

分布的状态，其微观状态数也不容易计算． 但是，如
果只考虑热力学概率比值的话，问题就容易处理多

了． 其实，人们往往更关注热力学概率的相对值，而
不是其绝对值，因为由相对值即可计算熵变． 根据

等概率假设，系统各个微观状态出现的概率是相同

的，因此热力学概率之比就是两种宏观态出现概率

之比． 气体膨胀前，Ｎ 个分子占据体积 Ｖ１，而膨胀后

占据体积 Ｖ２ ． 在平衡态，气体分子均匀分布，设每个

分子的体积为 ｖ０（图 １），则体积 Ｖ１中含有 ａ１ ＝ Ｖ１ ／ ｖ０
个位置供每个分子选择，而体积 Ｖ２中可提供 ａ２ ＝Ｖ２ ／
ｖ０个位置． 这样，每个分子处于体积 Ｖ１和 Ｖ２中的概

率之比为 ａ１ ／ ａ２ ＝ Ｖ１ ／ Ｖ２；对 Ｎ 个分子来说，为（Ｖ１ ／
Ｖ２） Ｎ ． 这就是两种状态对应的热力学概率之比，代
入玻耳兹曼关系式（１）即可求得过程的熵变．

从以上处理可以看出，对于气体的绝热自由膨

胀过程，膨胀前后平衡态热力学概率比值与总的微

观状态数比值是相同的，即 Ｗ１ ／Ｗ２ ＝（Ｖ１ ／ Ｖ２） Ｎ ． 对于

等温膨胀和压缩过程，这个结论也是正确的． 然而，
对于某些问题来说，并不是这样． 如前面提到的问

题 １，就得到了错误的结果．

图 １　 体积 Ｖ１、Ｖ２中气体分子位置分布示意图

那么，怎样才能正确处理问题 １ 呢？ 如前文所

述，在相同条件下，热力学概率之比即为相应宏观态

出现概率之比． 问题 １ 研究的对象是物性均匀（密
度恒定）的系统，理想气体系统的质量增加 ｎ 倍后，
气体分子的数密度并没有发生变化，即气体分子仍

然均匀分布在容器内部，这个限制在计算热力学概

率时需要加以考虑．
初态时系统体积为 Ｖ１，处于平衡态时的热力学

概率为 Ｗ１ ＝ c１ＶＮ１
１ ，式中 c１为比例系数；终态时，系统

总的微观状态数正比于 ＶＮ２
２ ，平衡态的热力学概率

Ｗ２ ＝ c２ＶＮ２
２ ，由于分子数不同，比例系数 c２和 c１不同

（见表 １）． 由于 Ｖ２ ＝ ｎＶ１，可以将 Ｖ２分为 ｎ 份，每份
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体积为 Ｖ１，且分子按速度的分布与初态完全相同．
在体积 Ｖ２中，Ｎ２个分子平均分布，即每一份体积 Ｖ１

中分布有 Ｎ１个分子． 参考教材［６］ 的处理方法，在 Ｖ２

体积中的分子，每个分子分布在第一份体积 Ｖ１中的

概率为 Ｖ１ ／ Ｖ２， Ｎ１个分子分布在第一份体积 Ｖ１中的

概率为（Ｖ１ ／ Ｖ２） Ｎ１；同理，Ｎ１个分子分布在其它每一

份体积 Ｖ１ 中的概率均为（Ｖ１ ／ Ｖ２） Ｎ１ ． 因此，加入了

“气体分子均匀分布”的条件限制后，终态系统平衡

态的热力学概率可以写为

Ｗ２ ＝ c′２ＶＮ２
２ （Ｖ１ ／ Ｖ２） Ｎ１…（Ｖ１ ／ Ｖ２） Ｎ１ ＝ 　 　 　

　 c′２ＶＮ２
２ （Ｖ１ ／ Ｖ２） ｎＮ１ ＝ c′２Ｖ ｎＮ１

１ ＝ c′２（ＶＮ１
１ ） ｎ （７）

式中 c′２为比例系数，显然 c′２ ＝ c２ｎｎＮ１ ． 这样，气体分子

在体积 Ｖ２中的分布问题就转化为在 ｎ 个体积 Ｖ１中

的分布问题． 在每一份体积 Ｖ１中，气体分子的分布

和初态完全一样，对于这部分气体来说，平衡态的热

力学概率与总的微观状态数之间的比例系数是 c１，
而 ｎ 份体积 Ｖ１之间又是相互独立的，可以给出 c′２ ＝
cｎ１，则

Ｗ２ ＝ c′２Ｖ ｎＮ１
１ ＝（c１ＶＮ１

１ ） ｎ ＝Ｗｎ
１ （８）

通过这个热力学概率，可利用玻耳兹曼关系计算出

末态熵：
Ｓ２ ＝ ｋｌｎ Ｗ２ ＝ｎｋｌｎ Ｗ１ ＝ｎＳ１ （９）

可见，熵是满足广延量要求的．
实际上，如果设 ｔ ＝ ｅ５ ／ ２（２πｍｋＴ ／ ｈ２） ３ ／ ２，由式（４）

可得，Ｓ＝Ｎｋｌｎ（ ｔＶ ／ Ｎ）． 温度 Ｔ 和分子数密度 Ｖ ／ Ｎ 不

变时，熵和分子数 Ｎ 成正比，满足广延量要求． 此

外，通过式（１）和式（４），也可以求得 c′２ ＝ c２ｎｎＮ１ ＝ cｎ１ ．
然而，上述处理需要以配分函数为基础，在非物理专

业的课程中，如大学物理，并不适用．

５　 结论

热力学概率的计算需要考虑系统所处的状态，
也就是平衡态的特征，它会对计算施加一定的限制，
以保证得到正确的微观状态数． 这往往也是一个容

易忽略的问题，计算时需注意．
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